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摘 要 Boosting是提高学习算法准确度的有效方法。本文主要介绍了Boosting的问题框架PAC模型、与Boosting 

相似并 有助 于 AdaBoost研 究的在线分配模型和 AdaBoost算法 ，并 对 AdaBo ost算法的参数和弱假设选择等进行 了 

分 析 。 

关键词 PAC学习模型，在线分配模型，算法分析 

The Theory Base of Boosting 

TU Cheng—Sheng ’ LU Yu—Chang 

(Dept．of Computer Science，Chong Qing Three Gorges College，ChongQing 404000) 

(Computer Science and Technology Dept．，Tsing Hua University The State Key Laboratory of 

Intelligent Technology and System。Beijing 100084) 

Abstract Bo osting is an effective method for improving thd accuracy of any given learning algorithm，which generate 

multiple versions of a hypothesis and combine them to create an aggregate hypothesis，This paper first introduces the 

problem framework of Bo ostinig：PAC learning model，and Online prediction model，a similar algorithm with boosting 

but with great help for boosting’S research．Besides，if also introduces and analysis the algorithm of adaboost itself，as 

well as its parameters and week hypotheses’selection． 

Keywords PAC learning mode1，0nline prediction mode1，Algorithm analysis 

1 概述 

Boosting由 Freund和 Schapire于 1990年提出【1]，是提 

高预测学习系统预测能力的有效工具之一，也是组合学习中 

最具代表性的方法，它试图提供一种提升任意学习算法精度 

的普遍方法。Kearns和Valiant[ 指出：在Valiant的PAC模 

型H 中，若存在一个多项式级的学习算法以识别一组概念，且 

识别的正确率很高，那么这组概念是强学习的；如果学习算法 

识别一组概念的正确率仅比随机猜测略好，那么这组概念是 

弱学习的。Kearns和Valiant提出了弱学习算法与强学习算 

法的等价问题：在 PAC模型中一个“弱”学习器是否能被“提 

升”为一个具有任意精度的“强”学习算法Is,6]?如果两者等价， 

那么在学习概念时，只要找到一个比随机猜测略好的学习算 

法，就可以将其提升为强学习算法，而不必直接去找通常情况 

下很难获得的强学习算法。为此，1989年 Schapire提出了第 
一 个可证明的多项式时间 Boosting算法【1]，对此问题作了肯 

定回答。之后，Freund设计了一个更有效的通过重取样或过 

滤运作的 Boost—by—majority算法[7]。在某种意义上该算法是 

优化的，但实践上却有一些缺陷：它们要求事先知道弱学习算 

法正确率的下限，这在实际问题中难以实现。 

1995年 Freund和 Schapire" 介绍了通过调整权重而运 

作的算法 ：AdaBoost(Adaptive Boost)，AdaBoost．M1，Ad— 

aBoost．M2，AdaBoost．R，解决了早期 Boosting算法很多实 

践上的困难[8]。为解决类别数很大时的多类问题，1997年 

Schapire和Singer提出了AdaBoost．M2与ECOC算法[9 (由 

Dietterich和Bakiri提出)结合的AdaBoost．OC[ ]算法。1998 

年 Schapire和 Singer提出了 AdaBoost的泛化形式，并引入 

自信率预测以改善Boosting的性能。他们还提出了基于汉明 

距离和损失排序的多类多标签 Boosting算法 AdaBoost． 

MH，AdaBoost．MR，并介绍了AdaBoost．MH与 ECOC结合 

的另一种 Boost方法 AdaBoost．MOIn]。1998年 Friedmand 

等提出了被称之为“Gentle AdaBoost”的 AdaBoost之变种算 

法[】 ，它较少地强调野点(Outliers，i／tI练样本中被标错或本 

身就难以分类的样本)。1999年Freund介绍了Boost—by—ma— 

jority算法的一个自适应扩展版本 BrownBoost，它采用了不 

强调野点【1 的方法。 

AdaBoost是Boosting家族中的基础算法。Boosting家族 

中的大部分扩展(算法)都由它得来，对 AdaBoost的分析结 

论也适用于其它的 Boosting方法。限于篇幅，本文主要介绍 

Boosting的基础理论：Boosting的问题框架 PAC模型、与 

Boosting相似并有助于 AdaBoost研究的在线分配模型和 

AdaBoost算法，对 AdaBoost算法的参数和弱假设选择等进 

行了分析。对于 AdaBoost的泛化错误及其与结构风险最小 

化、VC维、支持向量机及margin理论的关系等理论将另文介 

绍 。 

2 PAC学习模型 

PAC(Probably Approximately Correct)学 习模 型 是 

Boosting学习方法的基础框架。PAC模型：设 x是一个称为 

“域”的集合。一个概念是一个布尔函数 c：X一{0，1}。一个概 

念类 C是概念的集合。学习者接受带类别标签的例子(z，c 

(z))，其中 z是按照域 x中一些确定但未知的任意分布 D随 

*)资助项目：重庆市教委科技项目(编号：031104)资助。中国国家重点基础研究发展项目“973项目”(编号：G1998030414)资助。涂承胜 副教 

授·清华大学访问学者，研究方向为数据采掘与知识发现，机器学习。陆玉昌 教授．研究方向为数据采掘与知识发现．机器学习．知识工程。 
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机选择的，且f∈C是目标概念。一段时间后，学习者必须输出 

一 个假设 h： 一[o，1]。h(37)的值可被理解成对 的标签的 

随机预测：以概率 h(z)为 1，以概率 l—h(z)为0(这也可以扩 

展到 h是介于{0，1 的随机映射的情况)。假设 h的错误是期 

望值E ～n(1h(37)一f(37)I)， 中 是按D选择的。若h(37)被 

理解为一个随机预测，则该错误就是非正确预测的慨率。 

强PAC学习算法：给定 ￡， >0和随机的例子，以概率 1 

输出一个最大错误为￡的假设。并且，运行时问是 l／￡，1／／ 

e和其它参数(如接受例于的大小，目标概念的大小和复杂 

度)的多项式。 

弱PAC学习算法：满足与强PAC学习算法 样的条件， 

但 ￡≥0．5—7，其中 y>0要么是一个常数，要么以 1 户减小， 

其中户是相关参数中的一个多项式。其中 7你为“边”。1 990 

年 Schapire指出，高效的PAC学习算法可以被转换为高效的 

PAC强学习算法。他提出的 PAC转换算法是：从 3个不同的 

分布中产生3个假设，预测时让这 3个假设进行多数投票。具 

体地说，分布 D 一D为原始分布，得出假设 h ；分布 D。一选 

择使 P ～。 [̂ (z)一C(z)]一P ～。 [̂ (z)≠C(z)]一1／2的例 

子，得出假设 h ；D。=从 D中选出，去除那些 h (z)一h (z)的 

例子，得出假设h。。其中C(z)为从实例 z到标签集的映射。最 

终假设h，f (z)一MAJ~h (z)，h (z)，h。(z)]。此处使用递归 

以实现之。可以证明，如果 errorD，(h1)，errorD (h2)，errorD 

(̂3)≤￡，则 errorD(h／, (z))≤3￡ 2￡。。1 990年 Freund提出 

Boost—by—majority，可以不用递归而组合任意数目的弱假设。 

开始假设错误为 1／2—7，要想使错误达到 ￡，必须组合的假设 
1 1 

数目为：丁一o(击in÷)。这些早期Boosting算法的问题是： 

进一步的改善需要 Boosting的更多迭代；算法和边界依赖于 

最坏情况分布下弱学习器的错误 ，对于此我们事先并不知道； 

甚至在该错误预先知道的情况下，如果初始错误小，则迭代回 
1 

数一0(击)并无好处；实践中最多迭代 7回是可行的。Ad一 
， 

aBoost则在一定程度上避免了这些问题。 

5 在线预测模型 

AdaBoost算法是由在线分配算法导出的。在线分配算法 

Hedge(p)来 自 Littlestone和 Warmuth的 WMA(Weighted 

majority algorithm)的简化。分配代理(Distribution agent)A 

有 Jv个选择或策略，标号为 1，⋯，Jv。迭代序号t一1，2，⋯，丁。 
N 

A决定这些策略上的分布P 。 ≥o，且厶 一1。每个策略 

的损失为 则A总损失为厶 一P · ，称之为综合损失。 

不失一般性，假定任何策略所受的损失均限于 ∈[o，1]。除 

此以外，没有作任何假设。算法 A的目的是最小化相对于最 

佳策略损失的累计和，即 A尽量最小化它的净损失 一 
T T 

、—1 、—1  

minL ，其中L =厶 · ，L，一厶 Hadge(~)的伪码如下 

所示。 

输入：参数：p∈Eo，1]；初始化权重矢量 Ⅵ， ∈[O，1] ， 

且厶 =1；迭代次数 T；对 t一1，2，⋯，T，执行下述步 

骤 ： 
N 

_、 

1．选择分配 P 一 ／厶 ； 

2．从环境中得到每次“实验”的损失矢量 ∈[o，1] ； 

3．所受损失P · ； 

4．设置新的权重矢量 t， =wl 。 

· 】2 · 

如果无偏好， 。权重更新规则可变为： ，t 一 · 

( ，其中 ：[o，1]一[o，1]是任意函数，参数 ∈Eo，1]，对 

所有的y∈Eo，1]满足 ≤u (y)≤1一(1一 )7。 

定理 ：对损失矢量的任意序列 ， ，⋯，， ，对任意 r∈{l， 

N＼ i m 1≤ l
—  

集合5 {1，⋯，N}，有，Jm ㈣≤ 

更一般地，对任意非空 

n(∑ Ⅲ (1nf1)max,~sL， 
l一 

算法Hedge(f1)和AdaBoost有明显的相似性。这种相似 

性反映 _=r在线分配模型和 Boosting问题之间惊人的对偶关 

系。也可以说，Boosting问题可以直接映射或约简为在线分配 

问题。实际上，AdaBoost修改了在线分配模型以提高弱学习 

算法的性能。“策略”对应于 AdaBoost的“例子”，而“实验”对 

应于 AdaBoost的弱假设。它们的区别是：在 Hedge(p)中若 

策略成功则权重增加，而 AdaBoost中同例子相关的权重是 

假 若例子“难”则增加。两个算法的主要技术差别是：Ad— 

aBoost中的参数 p不再是提前确定的，而是根据 每回都在 

变化。对于一些 y>0和所有的t=1，⋯，丁，若提前给定 Ef≤1／ 

2—7，则我们直接应用Hedge(p)算法及其分析 ：固定 p为 1 
— 7，设， 一1一I h (z，)一Y，I，̂，是 AdaBoost的，但为所有的 

T个假设指定相等的权重。则 Pf· 恰好是分布为 的h 

的精度，根据假设，它最小是 1／2+7。同样，设 S一{ ：hs(x，) 
T 

， 1 ]  

≠ }，若r∈S，则根据h，的定义及Y∈{0，1}，有等一专 
T T 

一 卜 ∑y,--h )I一卜y,--专∑h ，)141／2。根据 
上述定理，有 

T 

_、 

T·(1／2+7)≤厶 P · ≤ 
r 1 

--

1n( D( ))+(7+7a)(T／2) 

r 

]  

这表明，̂，的错误 ￡：2_5，∈sD( )，最大是 e一 。AdaBoost 

比直接应用 Hedge(p)有两个优点：①通过更精练的分析和 

选择p，得到关于错误的更优的边界；②算法不需要弱假设精 

度的先验知识。取而代之的是它在每次迭代中衡量 h 的精 

度，并设置相应的参数。更新因子 随着 Ef而减小'Ef是使分 

布 和P， 之间的差别增加。减小 也就是增加权重 In(1／ 

)，它是同最终假设中的h 相关的。这就导致：越精确的假设 

会使产生的分布的变化越大，并且更能影响最终假设的输出 

AdaBoost算法及其参数选择 

AdaBoost算法是Boosting家族的代表算法，其目的是根 

据给定的例子 z预测标签 Y，使用 Boosting是为了找出假设 

H(z)，其伪代码如下 4．1算法所示。算法的输入为训练集S 
= ((z ，Y )，⋯，(z ，Y )>。每个成员都是带标签的训练例。z， 

∈x，x代表领域或实例空间。Y ∈Y(Y为标签集)。学习器接 

受的例子(z ，Y，)是从分布为 P的 XXy上随机的选择。假定 

是两类问题，y一{一1，+1}。它是多类问题扩展的基础。Ad— 

aboost反复调用给定的弱或基学习算法，其主要思想之一是 

在训练集中维护一套权重分布。在第t(f一1，⋯，丁，丁为迭代 

次数，可以由某一算法给定)回迭代时样本(z，，y )上的分布 

权值记为 ( )。初始时，所有例子的权重都设为相等(即 1／ 

m)。但每一回错分的实例其权重将增加，以使弱学习器被迫 

集中在训练集中的难点(实例)上。弱学习器的任务就是根据 

分布 找到合适的弱假设h ：x—R。最简单的情况下每个 

h 的范围是二值的：(一1，+1}。于是该学习器的任务就是最 
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小化错误 岛一Pr，～D．[̂ (z，)ray，]。一旦得到h ，AdaBoost选择 
一 个参数 RtER，该参数直观测量 h 的重要程度。最终假设 H 

是 T次循环后，用加权多数投票把 T个弱假设之输出联合起 

来得到的。对二值h ，典型地，设： 一÷In( )。 

4．1 算法 

输入： 个带标记实例的序列(( ，y )，⋯，( ， ))，其 

中 z，E ，y，Ey一{一1，+1}。 个实例上的分布D，弱学习 

算法 WeakLearn，迭代次数 T。 

初始化：D (z)一1／m，对 ￡一1，⋯，丁循环执行： 

①用分布D 训练弱学习器； 

②得到弱假设h ： —R； 

③选择R ER； 

④修改：D ( )一 羔 。其中 Z 是归 
厶 r 

一 化因子(使D 为分布)； 
r 

输 出：H(z)=Sign(厶 a,h (z))。 

这个算法是加入了自信率预测的 AdaBoost算法，即泛 

化的AdaBoost算法。把 (̂z)的符号理解成赋给实例z的预 

测标签(一1或+1)，而其大小I h(z)I作为该预测的自信度。 

因此，若 h(z)离 0越远则自信度越高。该算法和原始 Ad— 

aBoost算法的主要区别是：弱假设可以定义在整个 R上而不 

是被限制在[一1，+1]范围内(尽管有时我们也确实需要限制 

这个范围)；不象原始 AdaBoost算法那样指明 的选择，以 

留下可讨论的余地。例如，可以使 Rt随分类自信度而变化。 
r 

设 厂(z)一厶 a,h (z)。于是 H(z)一sign(厂(z))。可 以证 
f— l 

r 

明，H的训练错误的上界为： I{ ：H(z，)≠ }I≤1 1 Zt o为 

了最小化训练错误，一个合理的方法可能是通过在 Boosting 

的每一回迭代上最小化z 以贪婪地最小化上述边界。这个思 

想可以用于选择Rt和作为弱假设h 选择的一个普遍标准。 

从另一个角度看 AdaBoost，设 h一{g “，g }为所有可 

能弱假设的空间。为简化起见暂时假设它是有限的。Ad— 

aBoost试图找到这些弱假设的一个线性阈值以给出好的预 
-v 

-、 

测，即找到以下形式的函数：H(z)=sign(25ajg (z))。可以 
J- 1 

_ -v 

-、 -、 

看出H的训练错误数目最多是：厶 exp(一Y。25ajg (z，))。 

AdaBoost可被看作是在系数 a 上通过沿坐标轴贪婪地搜索 

以最小化这个表达式的一种方法。在每一回迭代t上，相应于 

h 的坐标 被选出，即h 一gi。下一步，通过Rt修改系数 a，；所 

有 其它 系数不变。可 以证 明 确实 度量 了厶 exp(一 
，- l 

N  

∑。，g，( ，))中指数和的新旧值之比，使得Ⅱ 为该表达 

式的最终值(假定所有 口J开始都是 O)。 

4．2 选择 ∞ 

为简化表达，固定t，并让 一 h (z，)，z一 ，D=D ，h— 

h 和a一 。为不失一般性，假设对所有i，D(i)≠0。目标是找 

到 a，它可以最小化或近似最小化为 a函数的 z。 

4．2．1 导 出原始 AdaBoost中对 at的选择 原始 Ad— 

aBoost中 一÷1n( )。它是此处将要推导出的新版本的 
一 种特殊情况。对有范围为[一1，+1]的弱假设 h，其 R的选 

择可以通过如下形式近似 z而获得：z一25 D(i) ～wi≤厶 D n 

( )( e-a+ a)。该不等号成立，因为“，E[一1，+11， 

如果h有范围{一1，+1}(使得 “，∈{一1，+1})时等号成立。 

该上边界由 一 对任意常数 RER的凸性导出。如果选择a一 

( 三'三)来最小化上述不等式的右边，其中r一 D(i)u，。 

于是有z≤~／／1一r 。可以证明，对h E[一1，+1]，选择Rt一 

(}三号)，其中r!一∑D( ) h ( )一E，~川 [ ，l ( ，)]。于是 
r 

H的训练错误最多为儿 ~／／1一r 。这就应该在Boosting的每 

回迭代中寻找最大化 【rfI的h 。如果 h 有范围{一1，+1}，则 

Pr，～。
．
[̂ (z )≠ ]一 ；更一般地，如果h 有范围[一1，+ 

1]，则 与原始AdaBoost中定义的错误 岛等价。 

4．2．2 一个一般情况下的数字方法 此处给出一个关 

于 。的一般数字方法以最小化 z。z的一阶导是 Z (a)一一 

z厶 Df+ ( ) 。因此，如果 D⋯用最小化 Z (使Z (口)一0)的 

Rt值形成，则有厶 Df+，( )矾一E，～。 [ h (z )]一0。也就是 

说，对分布 +，，h 与标签 Y。完全无关。可以很容易地验证z 
27  

(a)一 对所有 RER严格为正(去除对所有 i， 一0的平凡 

情况)。因此，22，(a)最多有一个0。进而，如果存在 i使 <O， 

则随 口一o。有 Z (口)一o。；如果存在 i使 “。>0，则随口一一o。 

有 z (a)一一o。。这就意味着Z (a)至少有一个根，除所有非 0 

的 都有相同的符号的退化情况外。总之，因为Z (a)严格递 

增，我们可以数值地找到 z(a)惟一的最小值。 

4．2．3 可拒绝的弱假设的分析方法 现在假定每个弱 

假设 h 的范围被限制在{一1，0，+1}。预测“O”表示拒绝决 
-、 

策。定义： 一 25 D( )对 bE{一1，0，+1}，其中 一Y h 
⋯ 一 6 

(z，)。继续省略t，并用 +和 一分别代替 +， 一 。z因此 

可以被写作 Z一 。+W—ea+W+e～。可以很容易地证明当 a 

一 ÷1n( )时，z—W。+2、／／ 一 +被最小化。原始Ad一 
1 

， ++÷ o 
aBoost算法其选择更保守：a一÷1n(——— )。若W。一0， 

W 一+ 1 
。 

则二者相同。 

4．2、4 寻找弱假设的标准 在 4．2．1中导出的错误边 

界还可以指导弱学习算法的设计。过去，弱学习算法的目标是 

对给定分布 D 找到仅有少量错误的弱假设 h 。然而，从上面 

的分析中可以看出，实际上可以有不同的标准。特别地，我们 

可以在每一回迭代中最小化 以贪婪地最小化错误的上边 

界。不失一般性，对任意常数 a∈R，任意弱学习器可以用它随 

意伸缩任意弱假设 h。所以z可以写作 Z一25 D(i)exp(一 

Y。h(x。))。其目的就是要最小化它。某些算法可以很容易地被 

修改以直接最小化这类的“损失”函数，例如基于梯度的方法， 

如 BP，可以很容易地最小化 z，这比最小化均方误差容易得 

多。下面将展示决策树算法在基于上述准则被修改的情况下 

如何找到好的弱假设。现集中于其预测基于划分领域 X的弱 

假设。具体地，每个这样的弱假设和把 X划分到不相交块 x ， 
⋯

，x 的划分相联系。这些块覆盖所有 x且对所有 z， ∈ 

x，有 (̂z)一 (̂一)。简言之，h的预测仅依赖于某给定实例落 

入的块x，。决策树就是这种假设的一个经典例子，其叶子定 

·】3· 
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义了领域的一个划分。假定D— 且已经找到了空问上的一 

个划分 一，x 。对每个划分块应该作什么样的预测?即对 

于给定划分，如何找到最小化 z的函数， ：x一尺?设 c，一h 

(z)对 37∈X，。目的是找到 f 。对每个，和b∈{一1，0，+1}，设 
]  

Ⅵ厂j一 D(i)一Pr，～。[ ∈X Ay，一6]是标签为b落 
⋯

，
∈ A ，一6 

入块 7的 例子 的 部分 权 之 和。z可 以被重 写 为：z— 

Y，c，) ∑( e-C；+WCP ，)。通过标准 

计算得出，当r，一寺ln( )时它破最小化，此时 

一 2∑ (1) 
， 

c，的符号等于块 ，中的加权多数类。更进一步，如果块 ，中有 

正负样本基本相等的划分，则 c，将接近于 0(低的预测自信 

度)。(1)式中的准则也可在生成决策树时作为分裂准则，代替 

Gini Index或熵函数准则。即决策树可以通过贪婪选择导致 

(1)式中 z值最大下降的分裂建立起来。进而，如果需要 

Boost多个决策树，则每棵树都可以通过上述分裂准则，叶子 

上的预测则由上面的c 给出。上面的方案有可能出现这样的 

情况：WL或 可能会很小或甚至是 0，这种情况 c 下的值 

将会很大甚至无限。实践中，这种大的预测可能导致数值问 

题。另外，在理论上也有理由怀疑大的过于自信的预测将增加 

过份学习(Over fitting)的趋势。因此，对于某些合适的小正值 
1 T ，， J一 

￡(￡>0)，建议使用“平滑”的c，值：c，一+In( )。因为 

WC和We都在0和1之间，通过÷In(—IT_e-)≈÷In(÷)来约 
_、 一  

束J J是 有效的 可 以推 出，此时 z≤2 、／／WL + 
， 

、／／2NE。可以看出，如果选择 ￡《1／(2N)，平滑并未降低准则 

的质量。一般地，可取￡为 1／m阶。 

结论 AdaBoost具有快，简单，易于编程的优点。除了迭 

代次数 T外不需调整参数；不需要弱学习器的先验知识，因 

此可以灵活地和任意方法结合寻找弱假设；给定足够数据和 
一 个能够可靠地仅仅提供中等精度的弱学习器，它可以提供 

学习的一套理论保证。这是学习系统设计思想的一个转变：不 

是试图设计一个在整个空间都精确的学习算法，而是集中于 

寻找仅比随机预测好的弱学习算法。其缺点：AdaBoost在特 

定问题上的实际性能很明显依赖于数据和弱学习器；与理论 

相一致，AdaBoost在不足的数据集，过于复杂的或太弱的弱 

假设 性能不好；它看起来对噪声还很敏感。 
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