
第 44卷 第 1期 
2017年 1月 

计 算 机 科 学 
CoM PUTER SCIENCE 

VoI．44 No．1 

Jan．2017 
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摘 要 最大圈分解问题最早由Erd6s和 P6sa提 出，随后研究人员在图论领域和理论计算机科学领域中对其进行了 

广泛的探索。最近研究发现，该问题在计算生物学上特别是在构建进化树与分析基因组的研究方面有重要的应用。 

主要介绍了该问题的研究现状。首先讨论了该问题在图论方面的研究进展；随后对该问题的近似算法、参数算法、参 

数复杂性与不可近似性进行了分析和讨论；最后给出了该问题的进一步研究方向。 
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Survey of Cycle Packing Problem 
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Abstract Cycle packing problem was first presented by Erd6s and P6sa．Since then researchers have been studying the 

problem in graph theory and theoretical computer science．Recently，researchers find that the problem has improtant ap— 

plications in computational biology，especially for reconstruction of evolutionary trees and genomic analysis．In this pa— 

per，an introduction to the research status of this problem was given．First and  foremost，some results of cycle packing 

problem in graph theory were discussed．Then，we analyzed and  discussed approximation algorithms，parameterized al— 

gorithms，parameterized complexity and inapproximability of the problem．At last，some further research directions on 

this problem were given． 

Keyworfls Cycle packing，Graph theory，Approximation algorithms，Parameterized algorithms，Inapproximability， 

Parameterized complexity 

1 引言 

在计算生物学领域 中，最大圈分解 问题有非常多 的应 

用[4 ]，例如，求两个基因组之间的编辑距离问题等价于在 

这两个基 因组生成 的邻 接点 图中求最 大圈分解 的问题。 

Erd6s等人最早提出了最大圈分解问题 ，并且给出了任意一 

个图中的最大圈分解与该 图的顶点反馈集之间的关系，随后 

出现了大量该问题图论方面的研究。随着该问题在计算生物 

学方面的应用，问题算法方面的研究也开始受到人们的重视， 

得到了该问题的各类算法方面与计算复杂性方面的结论。 

首先介绍各种类型的最大圈分解问题。最大圈分解问题 

(Cycle Packing，CP)是指给定一个图G(图G为有向图或无向 

图)，图 G中有一些满足某种特性的圈，这些圈组成集合 F，求 

集合 F中元素个数的最大值。当集合 F中的圈满足不同的 

性质时，对应不同类型的最大圈分解问题。例如，若要求 F 

中的圈两两之间没有公共顶点，则该问题为点不相交最大圈 

分解问题 (Vertex-Disjoint Cycle Packing，VIX3P)；若要求 F 

中的圈两两之间没有公共边，则该问题为边不相交最大圈分 

解问题(Edge-Disjoint Cycle Packing，EDCP)。设集合 S为 

的子集，若 G中某个圈的点构成的集合为C，且 C与 S的交 

集不为空，则称该圈为 S圈。若要求 F中的所有圈都为 S 

圈，该问题称为最大 S圈分解问题。最大 S圈分解问题也可 

以根据点不相交与边不相交两类，分为点不相交最大 S圈分 

解问题 (Vertex-Disjoint S-Cycle Packing， P)与边不相 

交最大 S圈分解问题 (Edge-Disjoint S-Cycle Packing，SED- 

CP)。一个图的周长(Girth)是指这个图中长度最小的圈的大 

小。若图 G的周长为 g，对于 CP问题 ，如果限制集合 F中所 

有圈的大小都为该固定值g，那么该类 CP问题可描述为在图 

G中找最多个数的大小为g的不相交圈，即 最大圈分解问 

题(g-CP)。同理，按照点不相交与边不相交两种不同的分类 

方式，问题可以分为 点不相交最大圈分解 问题(g-Vertex- 

Disjoint Cycle Packing，g-VDCP)与 边不相交最大圈分解问 

题(g-Edge-Disjoint Cycle Packing，g-EDCP)。下面给出这些 

问题的具体定义。 

(1)有向图或无向图上的VDCP(EDCP)问题 

输入：图G一(y，E)(有向图或无向图)，其中 ，E分别为 

G的点集和边集。 

输出：G中两两之间没有公共顶点(边)的圈的个数的最 

大值。 

(2)有向图或无向图上的SVDCP(SEDCP)问题 
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输入 ：图G一(V，E)(有向图或无向图)，其中 ，E分别为 

G的点集和边集，S为V的子集。 

输出：G中两两之间没有公共顶点(边)的 S圈的个数的 

最大值。 

(3)有向图或无向图上的 g-VDCP(g-SEDCP)问题 

输入 ：周长为 g的图G一(V，E)(有向图或无向图)，其中 

，E分别为 G的点集和边集。 

输出：G中两两之间没有公共顶点(边)且长度为 g的圈 

的个数的最大值。 

本文第 2节介绍了与CP问题相关的图论方面的一些研 

究现状 ，分别从该问题基于有向图与无 向图两方面讨论；第 3 

节主要从一般形式与特殊形式的 CP问题两方面介绍它们的 

近似算法与不可近似性方面的研究现状；第 4节讨论了 CP 

问题在参数理论方面的研究现状；最后是总结和展望。 

2 最大圈分解问题在图论方面的研究 

本节主要介绍当图有某些特性时，图中不相交圈的个数 

满足怎样的结论。本节按照有向图与无 向图两种图类，分两 

部分来叙述该问题的研究现状。第一部分介绍无向图中有关 

最大圈分解问题的性质，主要介绍了最大圈分解问题与反馈 

集问题的关系，以及最大圈分解与图的性质之间的关系，该部 

分的主线是介绍 Erd6s-P6sa定理El_与该定理的各种扩展形 

式的研究历程，以及图中顶点度的大小与不相交圈的个数的 

关系，即Corrddi-Hajanl定理I3 ]与该定理的各种扩展形式的 

研究历程 ；第二部分介绍有向图中圈分解问题的性质，该部分 

的主线是 Younger[ ]猜想与该猜想的各种扩展形式的研究 

历程 。 

2．1 无向图 

自从 Erd6s等人E妇提出与 CP问题相关的 Erd6s—P6sa定 

理后，出现了大量关于 CP问题 图结构的研究。ErdOs-P6sa 

定理对于无向图上的 VDCP问题给出了如下结论：对于任意 

的正整数点，存在一个函数 ．厂(志)，使得任何一个无向图G要 

么包含k个点不相交圈，要么有一个大小为 ，(南)的顶点反馈 

集(Feedback Vertex Set)，并且 _厂(志)一O(klogk)。随后出现 

了大量与该定理相关的研究。容易知道，图G的顶点反馈集 

的数 目肯定大于图G中点不相交 圈的数 目，所以 是≤f(k)。 

EM6s给出的证明相当于给了 厂(是)一个上限，即是≤ 厂(是)≤ 

O(klogk)。Bollobds在其未发表的论文中证 明了当 一2时 

_厂( )一3，该定理说明，对于任意的一个图，该图要么有两个点 

不相交圈，要么删除 3个点后该图一定为一个森林。Voss等 

人口 ]证明了 厂(3)一6，并且得到 9≤
．

厂(4)≤12。Erd6s等人E2] 

通过改进文献[1]中的方法 ，证明了一个更一般的情形，即 

c klogk≤_厂(是)≤c2klogk，其中C 与 Cz均为某个常数，即得到 

了 (忌)取值更好的上界与下界。 

Kakimura等人E蚓证明了对于任意的正整数 k，存在一个 

函数 _厂(惫)，对每一个无向图 G与G中点集 (G)的一个子集 

S，使得 G要么包含k个点不相交的S圈，要么有一个大小为 

．

厂(忌)的顶点反馈集破坏 G中所有的S圈，并且得到 厂(志)一 

40k log2志，文中通过应用 Geelen[4 中关于最大不相交路径的 

一 个结论，通过适当的改进后得到了该定理 的证 明。Ponte— 

corvi等人l33_证 明了对 于任意 的正整数 k，存 在一个 函数 

_厂(是)，使得对每一个无向图 G，G要么包含 k个点不相交的S 

圈，要么有一个大小为 是)的顶点反馈集破坏 G中所有的S 

圈，并且得到 厂(志)=cklogk，文中构造出一个实例使得-厂( )一 

~(klogk)，因此得到 f(k)：cklogk为最优解 的结果；而且该 

性质直接得到了最大 S圈分解的一个近似比为 0(1ogn)的多 

项式时间近似算法。 

设图G一( ，E)，其中fVI一 ，V中某个点℃t的邻居节点 

集用D( )表示，且 d( )一 fD( )l， 表示大小为 的团 

(clique)。Corrddi等人[381得到 了如果无向图 G满足某些性 

质，则图中一定会有一定数 目的点不相交圈，人们把他们的发 

现称为 Corrddi—Hajanl定理。Corrddi—Hajanl定理指当 k为 

正整数，且 ≥3k时，若对 G中任意一个点 “都满足d(“)≥ 

2志时，则 G包含k个点不相交圈。特别地，如果 一3k，定理 

表明图 G中一定有k个点不相交三角形。以下为对该定理 

的改进历程。 

JustesenE 。̈证明了当 k为正整数 ，且 7z≥3k时，若 G中任 

意两个不相邻的点“， 都满足d( )+d(“)≥4k，则 G包含 

个点不相交圈。容易得知该结果为 Corrddi—Hajanl定理更一 

般的情形。WangE lj证明了当志，S为正整数，且 ≥sk，s≥3， 

72一 +r(O≤ 是一1)时，若 G中任意一个点 “都满足 (“)≥ 

(s一1)k，则 G包含 k个点不相交圈 C1，c ，⋯，C ，并且 s≤ 

L(c )≤q(1≤ ≤k～r)，s≤L(c )≤q+1(志一r< ≤志)，其中 

L(c )Ca示圈 C 的长度。Enomoto等人[221与 Wang等人__2胡分 

别独立证明了当 k为不小于 2的整数，且 ≥3k时，若 G中任 

意两个不相邻的点 “， 都满足 ( 十 (“)≥4是一1，则 G包含 

k个点不相交圈。该定理对 Justesen提出的定理做了小的改 

进。Matsumura等人证明当k为不小于 2的整数，且 ≥3k+ 

2时，若 G中任意 3个互不相邻的点 U， ，W都满足 d( )+ 

( )+ (叫)≥6k一2，则 G包含 志个点不相交圈。Egawa等 

人_25_证明当k为不小于 3的整数 ，d为某个整数且 d≥4k一 

1， ≥3k时，若 G中任意两个不相邻的点 “， 都满足d( )4- 

(“)≥ ，则 G包含k个点不相交圈，并且这些圈至少覆盖 G 

中min{d， )个点。该定理在这方面首次给出加入限制的最 

大点不相交圈的结论。Kawarabayashi等人[2 ]证明当d， 为 

两个整数且d≥7，72≥6时，若 G中任意两个不相邻的点 “， 

都满足d(u)+ (“)≥ ，则 G包含 2个点不相交圈并且这些 

圈至少覆盖 G中min{d， }个点。Brandt等人E 证明当 志，t't 

为两个整数且 ≥4志一1时，若 G中任意两个不相邻的点 U，73 

都满足d( )+ (“)≥ ，则G包含k个点不相交圈，并且这些 

圈覆盖G中所有点。Enomoto等人E。。]证明当k， 为两个整数 

且 ≥是时，若 G中任意两个不相邻的点 U， 都满足 ( + 

(“)≥7z一是+1，则除非 k一2并且 G为一个长度为 5的圈， 

否则 G包含k个点不相交子图并且这些子图覆盖 G中所有 

点，这些子图要么是圈，要么是孤立点或孤立边 。Kawaraba— 

yashi等人 2̈ 9l证明当 忌， 为两个整数且 k≥2， ≥4k时，若 G 

中任意两个不相邻的点 “， 都满足 d( )+ (“)≥ll--1，则下 

列 3条至少满足一条。 

1)G包含 是个点不相交圈，并且这些圈覆盖 G中所有点； 

2)G中删除某个大小为( 一1)／2的点集后，剩下的点为 

原图G的独立集； 
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3)G为一个 n个点的图，该图由一个 n一1个点的团再加 

上一个点和该点与团上某个点的一条边构成。 

Hu等人_30_证明当志，”为两个整数且 7"／≥10k+3时，若 

G中任意两个不相邻的点 U，73都满足d( )+d( )≥n一志+ 

1，则 G包含k个点不相交子图并且这些子图覆盖 G中所有 

点，这些子图要么是圈，要么是孤立点。Fujita等人_31]证明当 

k，n，r为整数且 ≥7k，2≤ 志一2时，若G中任意两个不相 

邻的点“， 都满足d(u)+d(“)≥ —r，则 G包含 志个点不相 

交子图并且这些子图覆盖 G中所有点，这些子图有 r个是孤 

立点，k—r个是圈。Fuiita等人[32]综合上述结论，得到一个 

推理，证明当k， ，r为整数且 7"／≥10k+3，04r≤忌一1，忌≥2 

时，若G中任意两个不相邻的点M， 都满足d( )+d(“)≥ 

—r，则 G包含k个点不相交子图并且这些子图覆盖 G中所 

有点，这些子图有 r个是孤立点或圈，忌一r个是圈。Chiba等 

人[。 ]证明当 k，r为两个整数且 r为某个常数，n≥r时，若 G 

中任意一个点 U都满足d(“)≥2k，则以下两点必定满足一 

点。 

1)G包含走个点不相交的偶圈； 

2)(2志一2)Kl+pK2 G 三K2女一1+pK2(2≤忌≤ )，或是一 

1且 G中的每一个块是一个K z或一个偶圈。特别地 ，G的每 

一 个末端块都为～个偶圈。 

2．2 有向图 

Erd6s-Pbsa定理讨论的是无向图中的情形。研究人员猜 

想在有向图中是否也有类似的定理存在，于是 Younger[ ]提 

出了如下猜想：对于每一个 自然数 k，都存在一个 自然数 ，(是) 

(g(忌))对于任何一个有向图 G=(V，E)都至少满足下列一 

条。 

1)G中有 k个点(边)不相交的圈，这些圈组成集合 C； 

2)X为 的子集(E的子集)，fXf≤厂(是)(IXf≤g(忌))， 

且 C中所有的圈都至少有一个点(一条边)在 X中。 

人们把该猜想称为 Younger猜想。 

Gallai证明了志一1时猜想成立。McCuaig[19]证明当是一 

2时猜想成立，且 厂(2)一3，即对于任意的有向图G，要么 G有 

两个点不相交的有向圈，要么存在一个由 3个点组成的顶点 

反馈集。Soares证明如果 ，(忌)和 g(忌)存在，则 ，(忌)与 g(最) 

相等。Metzlar等人_43]证明如果限制在平面图 G上，并且 G 

中每个点的最大出度与最大入度都不大于 2，Younger猜想成 

立。特别地，本文还得到了一个很好的顶点反馈集的上界，即 

图G中要么含有志个点不相交的有向圈，要么包含一个大小 

为4是的顶点反馈集。Reed[。 ]证明Younger猜想在平面有向 

图上成立，并给出平面图G中要么含有 k个点不相交的有向 

圈，要么包含一个 大小 为 0(klogkloglogk)的顶点反馈集。 

Seymourc 。]证明如果 厂(忌)存在，则 ，(忌)=D,(klogk)，该猜想 

最终由 Reed等人证明。Reed等人I2 巧妙地应用了 Ramsey 

定理和网格方法证明了 Younger猜想，证明过程使用了归纳 

法，由于是一1时猜想成立已被证明，因此通过对 志进行规约， 

假设 Younger猜想在 志时成立，再证明 是+1时也成立，从而 

证明了对任意整数 点，猜想均成立。在归纳的过程 中，通过构 

造一种很大的网格得到有 志个 VDCP的图，在构造的过程中 

使用了很多有向无环图的性质，最典型的是，若 T是所有有 

向圈的一个最小碰撞集(Minimum Hitting Set)，那么 G一丁 

为一个有向无环图。 

随后人们考虑了更一般化的 Younger猜想，即要求有向 

图G得到的k个圈必须为S圈。Kakimura等人[3 ]证明了对 

于任意的正整数 k，存在一个函数 ．厂(是)，对每一个有 向图 G 

与G 中点集V(G)的一个子集 S，使得 G要么包含 是个 S圈， 

且 G中的任何一个点至多同时在这k个圈的某 5个圈中，要 

么有一个大小为 ，(五)的顶点反馈 集。Kawarabayashi等 

人D ]证明了对于任意的正整数 k，存在一个函数 厂(正)，对每 

一 个有向图G与G中点集V(G)的一个子集S，使得G要么 

包含忌个 S圈，且 G中的任何一个点至多同时在这k个圈的 

某两个圈中，要么有一个大小为 厂(走)的顶点反馈集。本文通 

过改进 Reed等人[21]提出的方法，多次应用 Ramsey定理 ，得 

到了该结论。文中举出了一个反例，说明在有向图 G中不可 

能有如下性质，即对于任意的正整数 k，存在一个函数 厂(惫)， 

对每一个有向图 G与 G中点集 V(G)的一个子集 S，使得 G 

要么包含忌个点不相交的S圈，要么有一个大小为 ．厂(志)的顶 

点反馈集。构造该实例的思路同样是在 Reed等人l2lj提出的 

构造大规模网格方法的基础上加入新的技术，从而得到该结 

论，该结论也证明了文献[34]得到的关于一般化的 Younger 

猜想的结论即为最优解 ，从而证明了一般化的 Younger猜想 

是不成立的。 

3 最大圈分解问题在近似算法与不可近似性方面 

的研究 

本节主要介绍 CP问题的近似算法与该问题的不可近似 

性[g]方面的研究，分别从一般形式 CP问题(即有向图与无向 

图上的EDCP问题与 VDCP问题)和特殊形式的 CP问题两 

个方面来介绍。 

3．1 一般形式的CP问题 

HolyerE6J通过把 3-SAT问题多项式规约到边分割问题， 

证明了边分割问题是 NP-hard的，并在推论中得到一系列经 

典问题是 NP-hard的，其中包括 EDCP问题，而且可以很容易 

得到 VDCP问题也为 NP-hard的。由于 CP问题是 NP-hard 

的，除非 NP=P，否则 CP问题没有多项式时间算法，因此人 

们希望得到一个多项式时间的近似算法。对于近似算法，如 

果求最大化问题，问题的最优解除以近似算法在最坏情况下 

找到的解被定义为近似比；如果求最小化问题，近似比为近似 

算法在最坏情况下找到的解除以问题的最优解。近似比的大 

小是衡量近似算法好坏的一个重要标准，近似比越接近 1，则 

近似算法得到的解越接近最优解。近似比的值减去 1称为误 

差值。若一个问题存在一个常数近似比的多项式时间近似算 

法，则称该问题在 APX(Approximable)中。若一个问题能在 

O(ne~“ )的时间复杂度内得到一个 1+ 近似 比的近似算 

法，则称该 问题为 PTAS(Polynomial Time Approximation 

Scheme)的。PTAS规约是指一个问题 A规约到一个问题 B 

使用 3个多项式时间可计算函数．厂，g，h并且满足以下条件： 

1)对于函数 ，，输入问题A 中的任意一个实例，输出为问 

题 B中的某个实例； 

2)对于函数g，输入问题A的一个实例Iz、问题B的实例 

，(z)的一个解和一个误差参数 ，输出为实例 的一个近似 

解； 
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3)对于函数 h，输入为问题 A的某个实例的误差参数 ， 

输出为问题 B的某个实例的误差参数h( ； 

4)如果 为实例厂( )的近似解且近似 比为 1+ (̂ )，则 

实例 的解 g(x，Y， 的近似比为 1+ 。 

如果 APX中的所有问题都可以通过 PTAS规约规约到 

某个问题 A，那么就称问题 A为 APX-hard的。如果一个问 

题是 APX-hard的，说明该问题多项式的时间近似算法的近 

似比不会小于某个常数 C，除非 P—NP。 

Caprara等人[3]最早给出了无向图上的EDCP问题的近 

似算法并证明了该问题是 APWhard的。他们通过简单的贪 

心方法给出了一个近似 比为 O(1ogn)的多项式时间近似算 

法 ，但并没有证明该近似比是否为最佳近似比。文中还给出 

了一个实例说明贪心算法不可能做出某个多项式时间近似算 

法使得其 近似 比优于 Q((1ogn／(1oglogn))“ )。文 中使用 

PTAS规约把 MAX-2一SAT问题规约到 EDCP问题，由于 

MA 2一SAT问题是 APX-hard的，因此 证 明了无 向图 的 

EDCP问题为 )x—hard的。最后对问题做了线性规划松弛， 

从整数间隙的角度再次简单地证明了 Erd6s-P6sa定理的正确 

性。 

Krive[evich等人_7 通过改进文献[3]中使用的贪心方法， 

得到了无向图的EDCP问题的一个近似比为 O((1ogn)1／2)的 

多项式时间近似算法。若要求无向图的 EDCP问题中得到的 

圈都为 S圈，则可以得到一个近似比为 O(n2／。)的多项式时间 

近似算法。本文还对有向图的 EDCP问题给出了一个近似比 

为 O(n )的多项式时间近似算法，并证明该问题不可能有近 

似比为 O((1ogn)卜 )的多项式时间近似算法，除非 NP 

ZPTIME(W~ ogn)。对于有向图的 VDCP问题，同样有近似比 

为 O(n“ )的多项式时间近似算法。 

Friggstad等人_8]证明了无 向图的 EDCP问题有一个大 

小为 fl((1ogn)l／ ／(1oglogn))的整数间隙；还证明了对于无向 

图的EDCP问题 ，如果有近似比为 0((1ogn) )的多项式时 

间近似算法，则会导致 NP~ZPTIME(W~ 炯 )，该证明思路来 

源于对最大路径分解问题的不可近似性证明，其证明方法是 

构造 3SAT问题的实例，得出如果无向图的 EDCP问题有近 

似比为 O((1ogn)1／2-~：)的多项式时间近似算法，则 3-SAT在 

co_RPTIME( po gn)中，即 3SAT有一个时间复杂度为 ZP— 

TIME(T／P~ ylogn)的 精 确 算 法，从 而 得 到 NP ZPTIME 

( ylogn)。由于任意的点不相交圈一定是边不相交圈，并且 

用类似方法证明了无向图上的 EDCP问题的不可近似性，得 

到无 向 图 的 VDCP 问 题 同样 不 可 能 有 近 似 比 为 

0((1ogn)1／2--$)的多项式时间近似算法 ，除非 NP ZPTIME 

(r／p~ ogn)。本文使用改进的贪心方法得到了无向图的 VDCP 

问题的一个近似比为 O(1ogn)的多项式时间近似算法。 

综上可知，对于无向图的EIX：P问题 ，人们已经找到了一 

个 O((1ogn)“ )的多项式时间近似算法，并且证明该近似 比 

很有可能是该问题的近似比下界。对于有 向图的 EDCP问 

题，最好的多项式时间近似算法的近似 比为 O(n )，近似比 

下界为 0((1ogn) )。对于无向图的 VDCP问题 ，最好的多 

项式时间近似算法 的近似比为 0(1ogn)，近似 比下界为 0 

((1ogn) 。 )。对于有 向图的 VDCP问题，最好 的多项式时 

间近似算法的近似比为 O(n )。因此除了无向图的 EDCP 

问题，其余问题的近似算法或近似比下界还存在很大的改进 

空间。 

3．2 特殊情形的 CP问题 

对于图 G一(V，E)，其中 一 i Vi，m— I E f，若有 in≥ 

H l／ 
，t为正整数，a与 为任意固定的正实数，则称该图 

为 g(a， ，9图。对于g(a，t， )图上的 EDCP问题，Holyer等 

人l6]证明了该问题是 NP-hard的。Caprara等人[3]通过改进 

一 般图上的EDCP问题的贪心算法，给出了该问题的一个近 

似比可无限趋近于 2t／3的多项式时间近似算法，但没有证明 

该问题是否为 APX-hard的。 

对于平面图上的EDCP问题，Caprara等人l3]证明了在平 

面图上即使所有点的度不大于 3，该问题仍为 NP-hard的。 

证明的方法是把平面 3-SAT问题规约到该问题上，从而得到 

上述结论。Caprara等人l_4]发现该问题与独立集问题的一些 

独特关系，通过独立集问题的近似算法得到了该问题一个近 

似比为 2+ 的多项式时间近似算法。 

对于平面 Eulerian图上的 EDCP问题，Frank等人E4,5]证 

明该问题是 P的，并给出了时间复杂度为 O(mn)的精确算 

法，该证明方法利用了 Gallai-Edmonds结构理论。 

给定图G，对于 g-EDCP问题，当g一3时，Garey等人[ ] 

证明了该问题为 NP-hard的。Caprara等人[113证明了 G中最 

大度大于 4时，该问题是 NP-hard的，最大度小于或等于 4时 

该问题在 P中。文中的证明方法为按图中顶点的最大度进 

行分类讨论，在最大度为 3的图中，由于已知 3-VDCP问题是 

P的，因此很容易通过 3-VIX；P问题转换得到 3-EDCP问题 

也在 P中；若最大度为 4，通过构造 G的一个辅助图，把该问 

题转换成在辅助图上的最大独立集问题 ，而该辅助图是一个 

不包含 claw形状 的诱导子图的图(即 claw-free图)，而在 

claw-free图上，最大独立集问题是 P的，从而证明了最大度 

小于或等于 4时 3-EDCP在 P中。Caprara等人 1 通过把 

MAX-2一SArr_3问题 PTAS规约到 3一EDCP问题上 ，证明了最 

大度等于 5时，该问题是 APX-hard的。在平面图上 ，最大度 

等于 5时，Caprara等人L1 通过把平面 3-SAT多项式规约到 

该问题上，证明了该问题是 NP-hard的。 

给定图 G，对于g-VDCP，当 g一3时，Garey等人l6]证明 

了该问题为NP-hard的。Caprara等人E“]证明了G中最大度 

大于 3时，该问题是 NP-hard的。最大度小于或等于 3时该 

问题在 P中，证明时把图分为两类 ：一类是图中顶点最大度 

为 2，这种情况下该问题在 P中是显然的；另一类是图中顶点 

最大度为 3，对于这类，G中任意4个点要么为 4的团，要么为 

钻石结构，通过处理这两种结构得到该种情况也在 P中。综 

合以上两种情况，最终得到在最大度小于 4的图上 ，该问题在 

P中。 

Kann等人__4 ]证 明了 3-VIX；P问题是 APX-hard的。图 

G中最大度等于4时，Caprara等人_1】]证明该问题是 APX- 

hard的，文中通过把 MAX-2一SAT-3问题 PTAS规约到该问 

题上，证明了该结论。Hurkens等人Ⅲ4。]得到了该问题的一个 

近似比为 1．5+ 的多项式时间近似算法。 

对于平面图上的 3-VDCP问题，最大度等于 4时，Ca— 

prara等人口 证明了该问题是 NP-hard的，文中通过把平面 
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3-SAT多项式规约到该问题上证明了它的难度。 

Rautenbach等人l_l ]证明了g一4，5并且 G中最大度大于 

或等于 4时，g-EDCP与 g-VDCP问题为 APX-hard的，若 G 

中最大度小于4，则该问题在 P中。对于g≥6并且 G中最大 

度大于或等于 3时，g-EI)CP与 g-VDCP问题为 APX-hard 

的，若 G中最大度小于 3，则该问题在 P中。文中首先证明了 

一 个中间问题 3—0CC MAX 2-SAT是 APX_hard的，然后将 

该问题 PTAS规约到上述问题中，从而证明了上述结论。 

4 最大圈分解问题在参数计算方面的研究 

在实际应用中，近似算法得到的解并非在所有情形下都 

能得到很好的应用。近些年，随着参数计算理论[19 23]发展得 

越来越成熟，许多使用精确算法与近似算法得不到好的结果 

的问题在使用参数算法时能得到满意的结果。参数计算成了 

处理 NP难问题的一个新思路，它把理论和实践很好地结合 

到了一起。一个问题参数化版本的输人由两部分构成 ，一部 

分是问题的某个实例，另一部分是该实例对应的参数 k。如 

果处理该问题的算法的时间复杂度为 厂(是) ”，即该算法的 

时间复杂度的指数部分只与 忌有关而与实例的长度 无关， 

就称该问题是 固定参数可解 的(Fixed-Parameter Tractable， 

FI )。当且仅当问题可以核心化时一个问题是 FPT的。参 

数计算理论中，对于参数化问题，如果按问题的参数复杂性分 

类，则可分为 FPT和W 谱系，其中w 谱系又可分为 W[1]， 

w[2]，Wf3]⋯，人们一般认为FPT与w[ ]( 一1，2，3，⋯)两 

两之间互不相等，而且一个问题只有在 FPT中才说这个问题 

是有有效参数算法的。对参数计算理论的进一步了解可参考 

文献[24，52，533。 

参数化的 Ⅵ)CP，EDCP与 SVDCP，SEDCP问题的定义 

如下。 

(1)有向图或无向图上的 VIX2P(EDCP)问题的参数形 

式。 

输入：图G一(V，E)(有向图或无向图)，其中V，E分别为 

G的点集和边集。 

参数：k。 

输出：G中是否有k个点(边)不相交的圈。 

(2)有向图或无向图上的 SVI~P(SEDCP)问题的参数形 

式。 

输入：图G一(V，E)(有向图或无向图)，其中 ，E分别为 

G的点集和边集，S为V的子集。 

参数：k。 

输出：G中是否有k个点(边)不相交的 S圈。 

(3)有向图或无向图上的 g-VDCP(g-SEDCP)问题的参 

数形式。 

输入：周长为 g的图G一(V，E)(有向图或无向图)，其中 

V，E分别为G的点集和边集。 

参数 ：k。 

输出：G中是否有k个点(边)不相交的长度为 g的圈。 

对于有向图上参数化的 VDCP问题 ，Grohe等人[】 ]参考 

Slivkins[1a3证明最大边不相交路径问题(Edge-Disjoint Paths) 

为Will完全的方法，证明了参数化的VDCP问题是Will完 

全的，即该问题没有有效参数算法，除非 FPT=WF1]。Gro— 

he等人l1 ]对参数化的 VDCP问题做了第一个 FPT近似算 

法，即如果图 G中最大点不相交圈的个数为k，那么可以在 

FPT时间内得到一个 k／p(k)的解，并且函数 k／p(忌)关于 k 

是一个非递减的函数。该问题使用的方法是以文献[21]的结 

论为基础的。 

对于无向图上的VDCP问题，Bodlaender等人l】朝证明了 

该问题没有多项式核，除非 PH (Polynomial Hierarchy)垮到 

第三层。文中首先给出了一个被称为不相交因子 (Disjoint 

Factors)的中间问题，并证明了该问题满足蒸馏算法(Distil— 

lation Aglorithm)的性质，从而得到不相交因子问题没有多项 

式核的结论，再把该问题规约到无向图上的参数化的 VDCP 

问题上，从而证 明了该问题没有多项 式核。Bodlaender等 

人[1 ]证明该问题如果限制在平面图上有线性核，对于 3-ED- 

CP问题的参数形式，有一个大小为 4是的核。 

对于有向图上的 SVIX2P问题的参数形式，Kakimura等 

人_3 ]得到了该问题的一个 FPT近似算法，即如果图中存在 k 

个点不相交的S圈，则算法在 f(k)n 的时间内可以得到一 

个 k／p(k)的解，其中 (是)为 k的函数 ，并且 k／p(k)是一个关 

于 k的非递减函数。Kawarabayashi等人r3 在解决一般化的 

Younger猜想的过程中，对有向图上参数化的 SVDCP问题有 

了更深一步的观察，从而得到了该问题的一个更好的 FPT近 

似算法。 

结束语 CP问题是一类重要的算法与图论问题，它在很 

多领域都有重要的应用。本文阐述了 CP问题的研究现状， 

可以看出，该问题的主要研究集中在图论方面，而算法方面的 

研究相对较少。人们在对该问题研究的过程中得到了丰富的 

结论，并且更深一步地认识了 CP问题，但很多方面还可做进 

一 步的研究，可主要从以下方面出发。 

图论方面的大量研究加深了人们对 CP问题的认知，文 

章提到 的各类 图论方 面 的结果 仍 可继 续进 行 优化，如 

Corrddi-Hajanl定理是否能够改进到更好的形式? 

近似算法与不可近似性方面，对于有向图的 EDCP问题， 

最好的多项式时间近似算法的近似比为 O(n ／)，近似比下界 

为 0((1ogn) )。对于无向图的 VDCP问题，最好的多项式 

时间近似 算法 的近 似 比为 O(1ogn)，近似 比下界 为 o 

((1ogn)“卜 )。对于有向图的 VDCP问题，最好 的多项式时 

间近似算法的近似比为 O(n“ )，没有相关的近似下界。理论 

上这些问题的近似算法或者近似比下界还有很大的改进空 

间。许多特殊情形的 CP问题仅得到了它们的复杂度，而没 

有相关的近似算法与不可近似性的研究，这方面有大量的工 

作需要完善。 

该问题参数算法的研究结论还不多，对于有向图 VDCP 

问题，可以对其进行改进以得到更好的参数近似算法，可以考 

虑平面图上 的 VDCP问题是不是 FPT的。对无向图中的 

VDCP问题可以设计参数算法。特殊形式的 CP问题在参数 

理论方面的研究很少，这些问题在参数领域中的未知结论都 

可以成为研究方向。 

据作者所知，各类 CP问题没有精确算法方面的研究，得 

到各类 CP问题一些好的精确算法，在理论与实践中都是有 

意义的。 
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