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泛逻辑的基本形式系统中的广义重言式理论 

马盈仓 何华灿 

(西北工业大学计算机学院 西安710072) 

摘 要 本文首次时泛逻辑的广义重言式理论进行研究。给出了泛逻辑的基本形式系统中的广义重言式的一系列性 

质。主要结果有：在泛逻辑的基本形式系统中，时于[0，1]内的任意有理数，均有可达重言式，对于其中的无理数，均没 

有可达重言式；给出F(s)的一个分划；给出[a]一MP(aEIQ)规则成立的一个充分条件。 
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Abstract Generalized tautologies theories of universal logic are studied for the first time．A series of properties of 

generalized tautologies of the basic formal system of universa
．

1 logic are discussed．The main results are：In the basic 

formal system of universal logic，for each rational number in[0，1]，it has arrivable tautology，for each irrational num— 

ber in[0，1]，it has no arrivable tautology；A partition about F(s)is provided；The sufficient condition which makes 

[a]一MP rule hold for d∈IQ is obtained． 
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泛逻辑学是在研究柔性世界逻辑规律时发现的一个全新 

的连续可控的逻辑体系[1 ]。在研究中，本文第二作者把中国 

古典哲学的思想(gp世间万事万物都是相关的，不是相生就是 

相克，非此即彼)引入到柔性逻辑学中，用相关性来解释命题 

连接词的运算模型不唯一的原因。它反映了事物间的内在特 

性，用它可以反映事物间作用的真正原因。相关性包括广义相 

关性(模糊命题之间的关联性)和广义自相关性(命题真值的 

测量误差)。并且可以将其量化为广义相关系数(一般用 h表 

示)和广义自相关系数(一般用 表示)。h和 在[0，1]中连 

续取值。当 h与 均取0．5时，所得的系统为泛逻辑的基本系 

统。文[3]讨论了基本形式系统的形式化。 

广义重言式的概念是多值逻辑系统中一个非常重要的概 

念，它可以反映逻辑系统中公式的层次，并且对逻辑系统的语 

义研究和推理起到重要的作用。王国俊教授在文[4]中对修正 

的 Kleene系统中广义重言式的研究，起到开创性的作用。之 

后文[5～12]分别对不同的逻辑系统的广义重言式进行了研 

究，对广义重言式理论的深入发展起到了促进作用。本文则是 

在前面研究的基础之下，对泛逻辑的基本形式系统中的广义 

重言式进行系统的研究，得到一系列结果。对于泛逻辑中h与 

取其它值的一些情形，我们将在另文中研究。 

1 基本概念和引理 

定义1 设 一{P ，P。，⋯}是可数集，一是一元运算，0， 

0与一是二元运算，由S生成的(一，0，0，一)型自由代数 

记作F( )，称S中的元素为原子公式或原子命题，称F )中 

的元素为公式或命题。 

定义2 在Jr一[0，1]中规定一n一1一a，aQb=max(0， 

+ 一1)，n①b=min(1， + )，n一6=min(1，1一n+6)。则[0， 

1]成为(一，0，0，一)型代数，称为连续值泛逻辑的基本系 

统，记为Jr。把[0，1]限制在[0，1]中的有理数集时，即若用Qn 

[0，1]代替 Jr，称相应的(一，0，0，一)型代数为有理值泛逻 

辑的基本系统。记为 。若用L一(0，1／(，l一1)，⋯，(，t一2)／(n 
一 1)}，1代替 Jr，称相应的代数系统为 值泛逻辑的基本系 

统，记为 Jr。。 

定义5 设R∈(Jr， ，I。}， ：F( )一R是映射，若 满足 

(—7A)一—7 (A)， (A0B)一 (A)0 (B)， (A— B)一 (A) 

一 )。则称 是 F( )的一个赋值，以 记全体赋值之集。 

R可用Jr， ，L之一代替。 

定义4 设A∈F )，aE[0，1]，R∈(Jr， ，L}，若对任意 

的 ∈ ，恒有 (A)≥a，则称 A为 一(口-重言式)，简称 a一重 

言式，其全体之集记为 a-T(R)；又若存在 ．∈ ，使得仉(A) 

一a，则称A为可达a一重言式，记全体之集记为[a]一 (R)。若 

对任意的 ∈ ，恒有 (A)>a，则称 A为 一(a 一重言式)， 

简称a+-重言式，其全体之集记为 a+-T(R)。特别地，1一重言 

式简称为重言式，其全体之集记为 (R)。 

定理1 设a，b∈[0，1]，则有min(n，6)一a0(n一6)， 

max(a，6)一min(((乜— 6)— 6)，((6广+乜) 乜))。 

证明：当 n≤6时，a0(n一6)=n01一n— min(a，6)；当b 

<n时，a0(n一6)一 a0(1一a+6)一6一min(a，6)。类似的 

可 以证明max(n，6)= min(((n一6)一6)，((6一n)一n))。得 

证 。 

由上面的定理1，我们在 F )中可以引入二元运算 ，̂ 与 

-)基金项目：国家自然科学基金(批准号：60273087)；国家863项目(2002AA412020)；北京市自然科学基金项目(40320009)．马盈仓 讲师。博 

士生，主要研究方向为代数学、泛逻辑学．何华灿 教授。博士生导师。主要研究领域为人工智能及应用、泛逻辑学． 

·96· 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


V，其语义解释为取小与取大。定义为： A B=A0( 一B)， 

A V B一 ((A— B)一 B)A ((B— A)一 A)一 ((A— B)一 B) 

0 (((A—B)一B)一((B—A)一A))，A，B∈F( )，且对任一 

赋 值 t，有：口(A A B)=rain(t，(A)，t，(B))，t，(A V B)一max(t， 

(A)，t，(B))。实际上，如果引入命题常元旦，表示假命题，真值 

为0，即对任意赋值t，，t，(旦)一0。则F( )中的运算均可由一及 

常元0表示。即：_7 =A一0，A0B=一( 一．7B)， 0B一 
—  A— B 

2 多值泛逻辑的基本形式系统的一种升级算法 

定义5[ 。 设 ∈F( )，定义算子序列 )如下： 

(1)厂】(A)一A； 

(2)̂ +1(A)=．7̂ (A)一A，k一1，2，⋯ ， 

显然有A =“r̂ (A)∈F( )，k=1，2，⋯。特别地，对某一 

命题变元 P∈S，有 户1—户，P2=．7户一户，P =．7(．7户一户)一 

户，⋯ o 

引理1[5 设 A∈F( )，则对任意的 t，∈ 及 m，n∈ 

N，有：t，(．7A VA )≥ml(n+m)，并且当v(A)一1／(n+m) 

时等号成立。 

由我们前面的分析可以看出，在泛逻辑的基本形式系统 

中，．_7 VA 一((．7 一 )一A )^(( 一 ．7 )一_7 ) 

一 ((．7A — A )一 A )0 (((_7A — A )一 A )一 ((A 一 

． 7A )一．7A))。由此，立即得到下面的推论： 

推论1 设 A∈F( )，则对任意的 t，∈ 及 m，n∈N， 

有 ：口(((_7A 一A )一A )0(((．7A —A )一A )一 ((A 一 

A)一A．)))≥m／(n+m)，并且当t，(A)一 1／(n+m)时等号成 

立。特别的有，t，(((．7 —l一．一 )一户 )0(((．7 —l一．一 )一 

)一 ((户．一．7 —l— )一_7 一1一．)))≥i／(n一1)。 一0，1，⋯ ，，1 

．

一 1。 

定理2 对任意的a=i／(n一1)，i一0，1，⋯，n一1，有[a]一 

T(L)≠0。 

证明：因为，对任意的赋值t，，t，(_7(户一户))=0，t，(户一户) 
一 1，所以，[0]一T(I．)≠0，[1]一T(I．)≠0。只需考虑i=1， 

2，⋯，n一2，的情形即可，任取 a—i／(n一1)，由推论1知，t， 

(((一7 —l— — )一 )0 (((．7 —l— — )一 )一 ((A一 

_7户一一 )一 一 一．)))≥ ／ 一1)=a，又因为P是命题变元， 

故存在 t，。∈OI．，使得 t，。(户)一1／(n一1)。由此可知在赋值 t，。 

下 ：t，。(((．7 —l—i— )一户．)0(((_7 ～l一。一 )一户．)一 (( 

一 _7 —

l一．)一．7户．一l一．)))= ／(，l一1)=口。即有[口]--T(I ) 

≠0。定理得证。 

定理5 设a，卢∈I．，且a≠卢，~OJ[a]--T(1 )：／：：fl--T(I．)。 

证明：不失一般性设a> ，用反证法。由定理2，存在A∈ 

F )，使得A∈[卢]一丁( ．)，即对任意的赋值t，，t，(A)≥卢，且 

存在一个赋值t，。，使得 t，。(A)=卢，假设[a]一T( ．)一卢一T 

( 。)，即A∈[a]一丁( ．)，即是说对任意的赋值t，，t，(A)≥ot，显 

然是不可能的。从而假设错误，定理得证。 

定理4(升级算法) 若 ∈[ ／ 一1)]一丁(L)，令B= 

_ 7A一 (((_7 一：一 q)一 q)o ((_7q．一：一q)一 q)一 ((q一 _7q．一2) 

一  
一

：))(q不在 A中出现)，贝I：B∈[( +1)／(n一1)]一T 

( ．)． 

证 明：对 于 任意 的赋值 t，∈nL，t，(B)=t，(_7A一 

(((’7 一。一 口)一 g)o ((_7 一：一 口)一 口)一 ((g一 ．7 一2)一 

q．-1)))一口(．7A一 (一7 一l V q))一min((口(A)+ 口(一7q一2 V 

q))，1)≥min((f／(，l一1)+1／(，l一1))，1)≥( +1)／ 一1)。又 

由于 ∈[ ／(，l一1)]一丁( )，故存在t，。∈nL，使得 t，。(A)= 

／(n一1)，此时由于约定 g不在 A中出现，即令 t，。(g)一 1／(n 
一 1)，故此时t，。(B)=( +1)／(，l一1)。所以定理得证。 

5 泛逻辑的基本形式系统 F(s)的一个分划 

定理5 对任意的aE ，有[a]一丁( )≠0。 

证明：对于aEIa，因为a限制在有理数集上，所以a可以 

表示为真分数m／(m+n)，m，n均为自然数。任取 P∈S，根据 

前面的定义，令 A一((．7 一户 )一 )0 (((．7 一户 )一 

P )一(户 一．7 )一_7户 )，由推论1可知，对任意的赋值 t，，t， 

)≥m／ +n)=a，又存在赋值t，。，使得 ,oo(户)=I／ +m)， 

则有t，。(A)=m／(m+n)一a。从而命题得证。 

定理6 设 a，卢∈ ，且 a≠卢，则[a]一T( )≠[卢]一T 

( )。 

类似于定理3的证明，更一般的有如下的定理。 

定理7(广义重言式类类互异定理) 设 口，J9∈ ，且 a≠J9， 

则 口一丁( )≠卢一丁( )。 

证明：不失一般性设a>卢，因为有理数在数轴上稠密，故 

存在’，∈Ia，使得a>’，>卢。由定理5知，[’，]一丁( )≠0，即存 

在A∈F( )，使得A∈D'3一丁( )。从而A∈卢一丁( )，且 A 

不在 a一丁( )中，故 a一丁(，)≠卢一丁( )。命题得证。 

对于 一重言式，类似的有如下的类类互异定理： 

定理8 设 口，卢∈ ，且 口≠卢，则 口 丁( )≠ 丁( )。 

设 口，卢∈IQ，且 口≠卢，则 a+-T(IQ)≠ 一丁(IQ)。 

现在我们知道，对于任意的a∈Ia，均有可达 口一重言式。 

那么对于无理数a来说，是否也有可达 重言式?回答是否定 

的。即在泛逻辑的基本形式系统 F( )中，不存在无理数的可 

达重言式。首先引入下面的定义： 

定义6[13] 一个n元函数 厂：[0，1] 一[0，1]叫做Mc— 

Naughton函数，如果它满足： 

1)厂是连续函数； 

2)[0，1] 可分成有限多个部分，在每个部分上厂都可由 
一

个整系数的n元一次函数去表达。 

对任意的A∈(户 ，P：，⋯， )∈F( )，我们定义由A所 

导出的函数为 ( l， 2，⋯， ．)=a．zv(A(pl， ，⋯，P ))(口为 
一 赋值，且把A中的原子命题P ，P ”，P．分别映到 ， ：， 
⋯

， ． ，每一 。∈10，13)，比如 一户一g，则导出的函数为 一 

：。这样判别公式 A的可达 口-重言式同题，即转化为所导 出 

函数的最小值同题。若 ( ， ：，⋯， )的最小值为 a，则 A为 

可达 a一重言式。现在只需说明， ( ， ：，⋯， )的最小值不为 

无理数 

已经证明，在Lukasiewicz逻辑系统中的每一公式 所 

导出的函数均为McNaughton函数口”，由前面的分析，对于 

泛逻辑基本形式系统来说，其每一公式均可表示为只含蕴涵 

联结词的形式，即只含有Lukasiewicz蕴涵，所以其每一公式 

所导出的函数也均为McNaughton函数。也就是说，对每一公 

式 A∈F( )，其所导出的函数在[O，1]。可分成有限多个部 

分，在每个部分上 都可由一个整系数的n元一次函数去表 

达，对于任意这样两个整系数的n元一次函数 ( t， ：，⋯， 

厶)，厂J(j|1， 2，⋯， ．)，或者 ( l， ：，⋯， 。)≤厂j( l， ：，⋯， 

“)，或者 (zl，．7c2，⋯， )≥ 厂J( l， ：，⋯，矗)，或者有一个超 

平面目把[O，1]。分成两个半空间H 和H一，使得 (z ， 。， 

⋯ ， ．)≤ (z rl，⋯，矗)，对任意的(zI，以，．．·， )∈H ，而 

对任意的( I， ，⋯， )∈H一，有 ( l， 2，⋯， ．)≥厂j(zI， 
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z：，⋯，z．)。更一般地，如果分为 个部分 ，对于{1，2，⋯， )的 

每一个排列 ，定义P 如下： 

P 一{(z1，z2，⋯，z )∈[O，1] l P 1(z1，z2，⋯， )≥P 2 

(zl，-272，⋯，z )≥⋯≥户̈ (zl，z2，⋯ ，z )) 

其 中{ 1， ：，⋯， )为{1，2，⋯， )的一个排列，户 (xl，zz， 

⋯ ，z )为整系数的 n元一次函数 P ，Pz，⋯， 中的某一个。 

这样[O，1]‘就可由有限个闭半空间组成，要求 在[0，1] 上 

的最小值可以转化为考虑P。在 P 上的最小值，然后在取小。 

而 P 在 P 上的最小值问题又可转化为线性规划的问题，由 

线性规划知识，由于P 是有限个闭半空间的交，因此它是一 

个多面体，且有有限个顶点，又因为P。(z ，zz，⋯，z )为整系 

数的n元一次函数，所以 P 的每个顶点坐标都是有理数，故 

A的极小值也必为有理数。从而有下面的定理： 

定理9 如果a为[O，1]上的无理数，则[a]一丁(，)一 。 

这样我们可以看到，在泛逻辑的基本系统F( )中，只存 

在有理数的可达重言式，而又因为任一公式 ∈F(S)，其导 

出的函数为连续函数，那么在定义域内一定存在最小值，也就 

是说，对任意的 ∈ ， (A)≥a且等号成立，并且 a只能为有 

理数。由此有下面的定理： 

定理10(分划定理) 在泛逻辑的基本系统中，F( )一 

U．([口]一丁(，))，其中口∈／Q。 

4 广义语义MP规则和广义语义 HS规则 

定理11(广义语义 MP规则) 如果，A∈a一丁(，)，A—B 

∈ 一丁(，)，贝4 B∈y—T(，)，这里 y≥max(0，口+ 一1)。A， 

∈ 。 

(广义语义 HS规则)如果，( —B)∈口一丁(，)，(B—C) 

∈ 一丁(，)，则(A—C)∈7--T(，)，这里 y≥max(O，口+ 一 

1)。口， ∈／Q。 

证明：对于广义语义 MP规则，如果 口( 一 )=1，则 口 

(B)≥t，(A)≥口≥ +口一1，如果 口(A—B)<1，则 t，(A—B)一 

1一t，(A)+t，(B)≥ ，即t，(B)≥ +t，(A)一1>1 +口一1。又最 

小取0，所以 B∈y一丁(，)，y≥max(O，口+ 一1)。对于广义语 

义 HS规则，对 t，(A)，t， )，t，(C)分情况讨论 ，类似以上的证 

明可得结论。定理得证。 

定义7 设a∈[O，1]，称从A∈a一丁(，)与(A—B)∈a一 

丁(，)推得BEa一丁(，)的规则为口一MP规则，称从(A—B)∈ 

R一 (，)与(B---~C)∈口一丁(，)推得(A—C)∈口一丁(，)得规则 

为 口一HS规则。 

定义8 设a∈／Q，称从A∈[a]一丁(，)与(A---~B)∈[a]一 

( )推得B∈[a]一丁(，)的规则为[a]一  ̂’规则，称从( — 

B)∈[口]一丁(，)与(B—c)∈[a]一丁(，)推得(A--~C)∈[a]一 

丁(，)得规则为[a]一Hs规则。 

有以下的一些性质(证明略)： 

1)RE／Q，如果[a]一MP规则成立，则a—MP规则成立； 

如果[a]一Hs规则成立，则a—HS规则成立。 

2)RE／Q，如果[a]一MP规则不成立，则[a]一Hs规则不 

成立． 

3)[0]一MP规则，[1]．MP规则，[1]．HS规则成立，从而0． 

MP规则，0-HS规则，1·HS规则成立。[o3·HS规则不成立，0． 

HS规则成立。 

命题1 在泛逻辑基本形式系统中，[I／23一MP规则与 

[1／2]--HS规则不成立。进而1／2一MP规则与1／z—Hs规则 

也不成立． 
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证明：举一反例。A一一户VP，B一一(( 一一户)^(一户 

一 ))( 为命题变元，V，̂ 记号见前面)。易知对任意的赋值 

t，，t，(A)≥1／2，t， 一B)≥1／2，但是 t，(B)≥0。从而得证。 

定理12 在泛逻辑基本形式系统中，如果 A与 B没有共 

同的命题变元，则[口]一MP规则成立。进而a—MP规则成 

立 。口∈ 。 

证明：只需讨论 a∈Qn(O，1)。首先证明，对任意的A∈F 

( )，如果对任意的赋值t，， (A)≥a≠0，则一定存在某一赋 

值t，o，使得t，o(A)一1。 

由前面的分析可知，在泛逻辑基本形式系统中，每一公式 

所导出的函数均为McNaughton函数。在定义域内，给其每一 

变元均赋值0，则某一n元一次函数 (z ，zz，⋯，z )的常数 

项一定为1，假如不为1，则必为0，此时的值即为0。这与A为 a 

(≠O)一重言式矛盾。故常数项一定为1。即此时的值为1。也就 

是说，存在赋值t，。，使得t，。(A)一1。 

下面证明：如果 与 没有共同的命题变元，则[ ]一 

MP规则成立。 

首先证明对任意的赋值 t，，t，(B)≥R。假设存在 t， m (B) 

= <a，因为由前面分析存在赋值 。，使得 。(A)=1。而又因 

为A与B没有相同的命题变元，所以， o与 在公式A—B中 

可以合并成一个赋值 t，，，显然t，，(A—B)= <a，这与(A—B) 

∈[a]一丁(，)矛盾。所以对任意的赋值t，，t，(B)≥a。 

下面证明，存在某一赋值 ．，使得 ．(B)一R。假如对所有 

的赋值t，，t，(B)>口。则 t，(A—B)≥1--~v(B)>1一口>R。这与 

(A—B)是可达 R重言式矛盾。故而存在某一赋值 ·，使得 · 

(B)一a。命题得证。 

小结 泛逻辑的基本形式系统在泛逻辑中具有十分重要 

的地位，本文对其广义重言式理论进行了系统的研究。对[O， 

1]区间的有理点来说，均是可达重言式，并且是类类互异的。 

而对无理数没有可达重言式。通过广义语义规则可以看到，在 
一 般推理过程中，具有真值的损耗。而由定理1z可以看出，A 

与 B没有共同的命题变元时，[a]一MP规则看起来十分有 

效。这对于指导我们推理是有用的。 
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