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理想状态下泛逻辑的形式演绎系统 的完备性 

罗敏霞 何华灿 

(西北工业大学计算机学院 西安710072) 

摘 要 UB代数是理想状态(广义相关系数h一0．5，广义自相关系数 一0．5)下泛逻辑的代数系统。本文引入 UB代 

数滤予的概念 ，讨论 了UB代数的一 系列性质。证明了理想状态下泛逻辑形式演绎 系统 曰的完备性与强完备性。 
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The Completeness of the Formal Deductive System B of Universal Logic in the Ideal Condition 

LUO Min—Xia HE Hua—Can 

(School of Computer Science，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072) 

Abstract UB algebra is universal logic algebra system in the ideal condition(the generalized correlative coefficient h 

一0．5 and the generalized self—correlative coefficient k一0．5)．In this taper，we introduce the concept of filter in UB al— 
gebra．Some properties of UB algebra aye discussed．Moreover，we prove the completeness and strong completeness of 

the formal deductive system B of universal logic in the ideal condition． 
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1965年 Zadeh建立了模糊集理论[】]，他提出用三角范数 

Tu(x，y)=min(x，y)、三角余范 M(z，y)一max(x，y)、标数 

非 肌 ( )一1一 分别作为模糊集的交、并和补运算，随即形 

成一种初始形态的模糊逻辑0]。然而模糊逻辑的理论远不完 

善，模糊推理的方法还没有严格的逻辑基础。近年来，以王国 

俊教授为首的一批学者成功地将模糊逻辑的模糊推理结合起 

来，取得了一系列有意义的成果0 ]。一种新的模糊逻辑形式 

演绎系统L 被建立[3 ；1998年模糊逻辑的广义重言式理论被 

提出[‘ ；1999年模糊推理三 方法问世[ ]；2002年成功地解决 

了形式系统L’的完备性问题”]，从而为模糊推理在语构上奠 

定了严格的逻辑基础。 

本文第二作者为了探索逻辑的一般规律，提出建立能包 

容各种逻辑形态和推理模式的泛逻辑学理论 。在长期从 

事人工智能理论和实用专家系统的研究中发现，模糊命题之 

间的关系柔性是不可回避的客观存在，需要用连续可变的逻 

辑运算模型来描述，也就是说，在对立不充分的柔性世界中， 

不仅要考虑模糊性对命题逻辑真值的影响，而且要考虑关系 

柔性对命题联结词运算模型的影响 事物之间的广义相关性 

和广义自相关性是引起关系柔性的根本原因。泛逻辑学给出 

了命题联结词的运算模型： 

(1)泛非命题联结词_7。的运算模型： 

N(x， )一 (1一 ) 

(2)泛与命题联结词^¨的运算模型： 

T(x，Y，h， )=r [( 一+y一一1) 一] 

(3)泛或命题联结词V 的运算模型： 

S(z，y，h， )一(1一r [((1一 ) +(1--y ) 一1)“ ) ] 

(4)泛蕴涵命题联结词一“的运算模型： 

I(z，Y，h， ) ite{1 I ≤y；0Im≤0且y一0且z≠0；r [(1 
一  

一+y--) ]) 

其 中：，l一一1／logz ， ∈[0，1]。m一(3—4h)／(4h(1一 

)̂)，h∈[0，1]。r ]表示把 限制在[0，1]内， >1取1； < 

0或为虚数时取0．S— { la；y)是条件表达式，表示“如果 a 

为真，则S— ；否则S—y”。 

除了上面四个运算模型之外，还有泛等价命题联结词，泛 

平均命题联结词和泛组合命题联结词的运算模型，详细内容 

参阅文[-103。泛逻辑学的研究目标是提供一个逻辑生成器，通 

过运用各种规则，可以构造出满足某种需要的具体逻辑。这个 

目标的标准命题泛逻辑学层在上已经实现[1 。 

泛逻辑学的研究思想是从现实世界的柔性逻辑 出象出 

发，通过一个连续单调映射，在理想世界中建立理想柔性推 

理，再通过这个映射的塑映射，把它应用于现实世界中。几年 

来 ，泛逻辑学已经成为人工智能领域最具活力的研究方向之 
一

。 文[n]从理想世界(Jl兰o．5， 兰o．5)出发，给出理想状态 

下泛逻辑的形式演绎系统 。完备性对一个形式系统来说至 

关重要，它反映了一个系统在语法与语义两个方面的和谐性。 

经典逻辑系统之所以成为数学、计算机科学以及其它学科的 

严格的逻辑基础，就是因为它具有语法与语义的和谐性。这种 

和谐性也是泛逻辑形式系统研究的目标，本文的目的是解决 

理想状态下泛逻辑形式系统 的完备性。 

本文只讨论广义相关系数 =̂0．5与广义自相关系数 = 

·)本文得到中国国家自然科学基金(60273087)和北京市自然科学基金(4032009)资助．罗敏霞 副教授，博士生，主要研究方向为代效学，人工 

智能原理及应用；何华灿 教授，博士生导师，主要研究方向为人工智能原理及应用，泛逻辑学． 
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0．5的情形。联结词一。 一。-s．。-s，V。．s-o．s，̂ o-s-o-s，以下我们 

简记为一，一 ， ， 。在本文中，我们记 zVy=max(x，y)，z 

Ay=min(x，y)。 

1 理想状态下的命题演算形式系统 

定义1．1[“ 形式系统B由以下几部分构成： 

(i)公式集 F( )。设 一{P ，P。，⋯}为无穷集，F( )是由 

生成的(一，一)型自由代数，其中一(非)为一元联结词，一 

(蕴涵)为二元联结词。 

(ii)公理集 Axm(B)。Axm(B)由以下形式的公式组成。 

(B1)A—．-(B—．- )； 

(B2)(A—B)一 ((B—C)一 (A— C))； 

(B3)((A—B)一B)一 ((B—A)一 A)； 

(B4)(．_7A一 一B)一 (B—A)； 

(B5)A一 一 _7A。 

(iii)推理规则 MP，MP指分离规则：由A和 A—B推得 

B。 

以下我们约定，对于系统口中的公式A，B，A B是一A 

—B的简写，A B是．_7(．_7A ．_7B)的简写．以下我们用记 

号 A，r A分别表示A是系统 B的定理和 r一推论，并记 

Thin(B)一{A∈F( )I A}； 

Ded(r)一{A∈F( )Ir A} 

命题1．2E” (三段论规则HS)设r一{A—B，B—C}，则 

r A—．-C。 

定理1．5[“ 以下公式都是系统B的定理 

(D1)_7_7A— A 

(D2)A—．-A 

(D3)A—．-((A—．-B)—．-B) 

(D4)(A一 (B—C))一 (B一 (A— C)) 

(D5)(B—C)一 ((A—B)一 (A— C)) 

(D6)(A—B)一 (一B一 一A) 

(D7)A—．-A B 

(DS)A 一 BV A 

(D9)A B—A 

(D1o)A B—．-B A 

(D11)((A VB)—．-(C)—．-(A—．-C) 

(D12)(A— C)— ((A ^B)—．-C) 

(D13)(C—．-A)— (C—．-(A V B)) 

(D14)(C—．-(A A B))—．-(C—．-A) 

(D15)((C—．-A)A(C—．-B))—．-(C—．-(A VB)) 

(D16)((A VB)一C)一 ((A— C)V(B—C)) 

(D17)(B—．-C)—．-(A V B—．-A V C) 

(D18)(B— C)—．-(A ^B—．-A ^C) 

定义1．4 设A，B∈F( )，如果 (A—B)且 (B—A)， 

则称A与B可证等价。记作A～B。容易证明，关系～是F( ) 

上的同余关系。 

2 uB代数的性质 

定义2．1 E12] 设M是(_7，一)型代数，其中_7是一元运 

算，一是二元运算，如果M上有偏序≤使得(M，≤)是有界偏 

序集，_7是关于≤的逆序对合对应且满足以下条件，任意a， 

6，c∈M 

(UB1)．_7口 一6一 ÷口 

(UB2)1—．-口一口 

(UB3)口—6≤( 一c)一 (口一c) 
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(UB4)(口—．-6)—．-6一 (6r‘+口)—．-口 

其中1是M的最大元，口≤6当且仅当口一6—1，称M为UB代 

数。 

如果M是一个链，则称M为UB链。全体UB代数之集 

记为 11．。 

在[O，1]上，任取a，6∈Eo，1]，定义一口一1一a，口一6一 

mln(1，1一a+6)，则([O，1]，一，一)做成UB代数，这个UB 

代数称为UB区间，简记为Eo，1]∞。 

形式系统B的公式集F( )关于可证等价关系～的商代 

数[F]一F( )／～一{EA]IA∈F( )}关于下面的序关系： 

EA3≤EB3当且仅当 A—B 

做成UB代数，这个代数又称为B—lindenbaum代数。 

定理2．2 设 M是有界偏序集，一是 M上的一元运算， 

一是 M 上的二元运算，则 M 做成 UB代数的充要条件是 

(uB1)一(UBS)成立，其中 

(UBS)— 口==口—．-O． 

由定理2．2可知，全体UB代数之集构成一个代数簇，因 

此，“关于子代数、同态象以及直积封闭n 。 

命题2．5[ 设 M 是一个 UB代数，任意 a，6，cEM，则 

下结论成立： 

(P1)口—．-口一1 

(P2)a≤(口一6)一6 

(P3)若口≤6，则 6一c≤口一c 

(P4)口—．-(6一十c)一6_+(口—．-c) 

(P5)6一c≤ (口一6)一(口一c) 

(P6)a≤6—4 

(P7)((口一6)一 6)一6一口一6 

(P8)-_7口 6=-_76 口口 -_76—6 -_7口 

命题2．4[ 设 M 是一个UB代数，任意 a，6，c∈M，在 

M 中定义运算：口 6一_7(口一一6)，则下结论成立： 

(P9)若口≤6，则 口 c≤6 c 

(PlO)a 6==6 口 

(P11)(口 6) c一口 (6 c) 

(P12)1 口=口 

(P13)(口 6)一 c一口一 (6一c) 

(P14)a 6≤c当且仅当ld≤6一c 

(P1S)a 口一1，a~b--,-b=1 

(P16)口一6≤口 f一6 c 

(P17)口一 ( (口 6))一 1 

(P18)a _74—0 

(P19)a A b=a (口一6) 

(P20)a。≤口-，，l≤，，1． 

其中a‘ 一口‘ 口，五∈N． 

在UB代数中引入MP滤子的概念如下。 

定义2．5 设M是UB代数， ≠FC_．M， 

(i)如果1∈F，并且a，口一6∈F时，6∈F，则称F是M的 

滤子； 

(ii)若F是 的MP滤子，且V a，6∈M，有口一6∈F，或 

口∈F，则称F是M的素MP滤子。 

命题2．6 设M是 UB代数， ≠F M，则 F是 M的 

MP滤子当且仅当F关于 封闭，并且F是上集，即当a∈F 

且 口≤6时，6∈F． 

命题2．7 设ME11．，F是M的MP滤子，在M上定义二 

元关系～，为口～，6当且仅当口一6∈F，6一口∈F．则： 

(i)～，是M上的同余关系， ～，一([n][，】Ia∈M)(下 

面简记为 F)关于商运算做成UB代数，其偏序为 
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[d]，≤[6]，当且仅当口一6∈F。 

(ii)若 F是 M的素 MP的滤子，则 M 是UB链。 

命题2．8 设 M6 ，口∈M／{1}，则M中有素 滤子F 

满足口在F。 

证明：我们用 F表示 M 中所有不含 a的 滤子之集， 

由于{1}∈F，则 F≠＆。在偏序集(F， )中，任一个链 { } 

以U 为上界。由Zorn引理，F中有极大元 F。下面证明F 

是 M 的素 MP滤子。 

如果存在6，c∈M，使得 c F，且 c一6 F，令 

Fl={z∈M旧 y6F，j，z∈N，Y ( c) ≤z} 

F。={ ∈MIj t，∈F，j rtt∈N，t， (c一6) ≤ } 

可以证明Fz， 都是 M 的 滤子，且 

6-+c∈Fl，FC Fl，c—，6∈F2，F(二F2 

我们只需证明Fl， 至少有一个在F中，即 口 F 与口 F。至 

少有一个成立。 

假设口∈Fl且口∈F。同时成立，则3 Y， ∈F，j，z，rtt∈N， 

使得口≥y (6一c)。，口≥ (r ) 。不妨设 n≥rtt，则 口≥ 

(c— 6) 

口≥(y (6一c)‘)V(t， (c一6)。)≥Y t， ((6一c)‘V(c 

一 6)‘)= t，。 

因为 y t，∈F，则口∈F与假设矛盾。 

定理2．9 设 M6 ，则存在UB链{厶It∈I}，使得 M可 
1T  

同构嵌入 M。=上上 厶。 

证明：设 P={FlF是 M 的素 滤子)，则 P≠n。由命 

题2，7，V F∈P， 是一个 UB链。可以证明映射 i：M— 

M。， ( ]，)，∈，是从M到M。的嵌入映射，即从 到M。 

的单同态。 

事实上，i显然是同态映射。V a，b∈M，如果a#b，不妨设 

口 b，则 口一6≠1，由命题2．8，M有素  ̂ 滤子F，使得口一6 

F。这样，在M／F中，[d]， [6]，，因此，[d]，≠[6]，，即 (d) 

≠ (6)。 

形式系统 的语义及完备性 

定义5．1 设 M∈tI，从系统 矗的公式集 F( )到 M 的 

(_7，一)型同态称为系统 矗的一个M 赋值。 

系统矗的全体M赋值之集n(M)称为系统矗的 语 

义 。 

定义5．2 设 M∈tI，r F( )，A∈F( )， 

(i)如果V t，∈n )，有t，(A)=1，则 A称为 重言式， 

记为} A。 

(n)如果V t，∈n( )，当t，(r) {1}时，有t，(A)一1，则 A 

称为r的 一语义结论，记为 f A。 

全体 f̂_重言式这集记为 (M)，即 ( )一{A∈F( )I 

} A}。显然＆} A与} A是一致的。 

定 理5．5( 可靠性) V M∈tI，V A∈F( )，V r F 

(S)，若J1 A，则l-~=uA。特别地，T．Il ) T(M)。 

证明：V t，∈n(M)，我们有V B∈Axm )，t，(B)=1．若 t， 

(r) {1}，又因为r A，则A∈Axm(B)，或者A∈r，或者A 

是由 C，C'-~A通过 MP规则得到的，其中 C，C—A∈Ded 

(r)，并且t，(c)—口(c—A)=1。对于前两种情形，显然t，(A) 

=1。对于后一种情形，因为t，(A)≥t，(C) ( (C)一t，(A))= 

t，(C) t，(( +A)=1，贝4 t，(A)=1。 

容易证明下面两个命题： 

命题5．4 设 Mt，Mz∈tI，如果 M ，则 (M )一T 

( )． 

命题5．S 设 ， ∈“，且Ml是 的子代数，则 ( ) 

T(M1)． 

命题5．6 设 A∈F( )，如果任意 UB链 M，有 A∈ 

(M)，则任意 UB代数M ，有 A6 ( )。 

证明：由定理2．9，命题3．4，命题3．5，我们只需证明对任 

意 UB链{ } ，当V t∈I，A∈ ( )时，A∈ 。，这里M。 

一 Ⅱ Mt。 
事实上，V t，∈n(M。)，我们有 t，∈n( )，其中 ：M。 

一  为投影映射。若v(A)一(m) ≠1，则存在t∈I，使得m 

≠1，即 t，(A)一 (t，(A))≠1，与 A∈ ( )矛盾。 

定理5．7( ]一完备性) A当且仅当}[，]A。 

证明：由定理3．3必要性显然。 

在IF]中， ]≤ ]当且仅当 A—B，[A]= ]当且仅 

当A～B。若B∈Thin(B)，则任意A∈F( )，有 A—B成立， 

即[A]≤ ]。因此 ]一1是[F]的最大元。又若[A]一1，则 

【A]一 ]，则A～B，即A∈Thin(B)。因此，IF]的最大元1恰 

由系统 矗的全部定理组成。 

设 A∈ ([明)，则V t，∈n( ])，恒有v(A)一1。特别对 

于映射 

t，：F( )一[F]，A一[A]，A∈F( ) 

应有 (A)一1，即[A]一1。因此，A∈Thin(B)，即 A。 

定理5．8(完备性) 设 A∈F(S)，则下条件等价 ：(i) 

A；(ii)对任意【，B链 f̂，A∈T(M)；(iii)V M∈t‘，A∈T(M)。 

证明：由定理3．3(i) (ii)成立；由定理3．6(ii) (iii)成 

立；由定理3，7(iii) (i)成立。 

定理5．9(强完备性) 设 r F( )，A∈F(S)，则下条件 

等价：(i)r A；(ii)对任意UB链 M，r}：ⅣA；(iii)y M6 ，r 

} A。 

证明：由定理3．3(i) (ii)成立；由定理3．6(iii)成立。下面 

证 明(iii) (i)。 

在F( )上定义关系～r： 

A～rB当且仅当 r A—B，r B—A 

容易证明，～r是 F(S)上的同余关系，商代数 ]厂一F 

(S)／～r一([A]rlA∈F( )}是一个 UB代数，且V t，∈n 

([F]厂)，总有t，(r) {1}。类似于定理3．7可证， ]r中的最 

大元为1一Ded(r)。 

若n=【，]rA，则V ∈／2([Fir)， (A)一1。特别地，对于映 

射 

t，：F( )—，[F]r，A—-[A]r，A∈F( ) 

我f门有[A]r一1一Ded(1")。因此A∈Ded(1")，即r A。 

至此，我们证明了理想状态下的泛逻辑形式演绎系统矗 

的完备性与强完备性，充分说明形式系统矗在语法与语义两 

个方面的和谐性，为下一步柔性推理提供严格的逻辑基础。 
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