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摘　要　通过引入新的形状控制参数,提出一类可以精确插值混合型指数多项式的非静态插值细分法.其基本思想

是,通过生成指数多项式空间的指数B样条细分法,得到具有相同空间再生性的插值细分法.与具有相同再生性的其

他插值细分法相比,所提细分法具有更小的支撑与更大的自由度.从理论上对细分法的再生性进行了分析,并进一步

通过图例分析了初始形状控制参数及自由参数对极限曲线的影响.最后展示了取特殊的初始形状控制参数时,所提

细分法对于一些特殊曲线的再生性.
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Abstract　Byintroducingnewshapecontrolparameter,thispaperpresentedafamilyofunifiedinterpolatorysubdivision

schemeswhichcanaccuratelyinterpolatemixedandhighＧorderexponentialpolynomials．Thebasicideaistoobtainnew

interpolatorysubdivisionschemeswiththesamesparereproducingthroughgeneratingexponentialBＧsplinesubdivision

schemesexponentialpolynomialspace．Theseschemeshavesmallersupportandgreaterfreedom degreethanother

schemeswiththesamereproduction．ThispaperanalyzedthereproductionpropertyoftheinterpolatoryschemesintheoＧ

ry．Finally,theinfluenceofinitialshapecontrolparametersandfreeparametersonthelimitcurvewasanalyzed．For

specificinitialcontrolparameter,thepresentedschemescanbeusedtoreproducesomespecialcurveswhicharerepreＧ

sentedbymixedandhighＧorderexponentialpolynomials．ThispaperfurthershowedthatvarietyofschemeswillbeobＧ

tainedbychoosingdifferentfreeparameters．
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１　引言

细分法是一种生成光滑曲线/曲面的有效工具.对于任

意给定的初始控制顶点集,一个线性细分规则即为通过计算

前一层点的局部线性组合,迭代产生更加密集的控制点集的

过程.若细分规则与细分的次数无关,则称此细分法为静态

细分法,反之则称为非静态细分法.若某细分法的极限曲线/

曲面经过所有的控制顶点集,则称该细分法为插值细分法,反
之则称为逼近细分法.

相较于静态细分法,非静态细分法具有更加良好的性质,

其中一个非常重要的原因是非静态细分法可以精确表示一些

复杂的几何图形,如圆锥曲线、双叶线、玫瑰线、心形线等.复

杂图形的精确表示(即再生)问题,通常可以通过再生其指数

多项式表示的参数方程来解决.对可再生指数多项式空间的

细分法的研究是非常有价值的.相较于逼近细分法,插值细

分法的可控性好、定位准确、细分规则简单.在几何造型和计

算机图形学中,人们更期望精确且可控地表示几何图形.因

此,本文立足于非静态插值细分法,研究了具有良好再生性的

细分法的构造及其统一表示.

关于非静态细分法再生性的理论研究,已有许多优秀的

结论[１Ｇ４,６,８Ｇ１５].然而,除了最常用的圆锥曲线外,较少有研究

对二阶曲线(心形线、三叶线及内摆线等)、三阶曲线(星形线、

心脏线及四叶线等)乃至更高阶混合曲线(螺旋线等)的再生

性进行分析并提出对应的插值细分法.这些曲线在实际应用

中是非常重要的,尤其是能构造更加复杂的曲线.Beccari
等[１]于２００７年基于拉格朗日插值思想,提出了一个可再生圆

锥曲线的４点插值细分法.该方法在构造再生空间维数较大

的细分法时计算复杂度较大.Romani等[２]于２００９年基于可



再生星形线和心形线的６点逼近细分法,提出了具有相同再

生性的插值细分法.该方法的适用情形较为单一,对于具有

丰富再生性的细分法的构造没有统一的框架.Conti等[３]于

２０１１年提出了可再生指数多项式空间VT,γ＝Span{xreθlx,r＝

０,􀆺,τl－１,l＝１,􀆺,N}的细分法所满足的充要条件,其中

{θl,τl}(l＝１,􀆺,N)为定义指数多项式的微分方程的特征值

与特征向量集.然而,通过求解其充要条件得到的细分法多

为逼近细分法.Novara等[４]于２０１５年基于经典的 DubucＧ

Deslauriers(DＧD)细 分 法[５],提 出 了 可 再 生 空 间 Span{１,

x,􀆺,x２n－３,etx,e－tx}的２n(n∈NN,n≥２)点插值细分法的统一

框架.该框架首次给出了具有指数多项式再生性的非静态插

值细分法的统一表示.然而,对于由代数多项式和指数多项

式生成的混合型指数多项式,通过上述框架无法得到对应的

细分.Conti等[６]于２０１６年基于混合型的指数多项式,提出

了指数拟样条细分法.指数拟样条细分法的提出首次系统地

解决了混合型指数多项式的再生问题,然而其再生的指数多

项式仍然具有一定的局限性,如特征值单一等.

本文在上述工作的基础上,从定义指数多项式空间的微

分方程及特征多项式出发,通过引入特征值扩散因子m(m∈

NN,m≥１)和特征值重数n(n∈NN,n≥１)来刻画混合指数多项

式中指数项的阶数和代数项的次数,提出能够再生高阶指数

多项式空间Span{e±tx,e±２tx,e±３tx,􀆺,e±mtx}与混合高阶指数

多项式空间Span{e±mtx,xe±mtx,x２e±mtx,􀆺,xn－１e±mtx}的插

值细分法的统一框架,并给出其生成多项式的统一表示.

２　理论基础

为给后续内容提供理论基础,本节对非静态细分法及其

指数多项式的再生性进行简单的介绍.

２．１　非静态binary细分法

给定初始控制点集P０∶＝{p０
i,i∈ZZ},非静态binary细分

法{Sa(k)}第k次细分后的控制点集为:Pk∶＝{pk
i,i∈ZZ}(k∈

NN０∶＝NN∪{０}),则第k＋１次细分后的控制点集为:

Pk＋１
i ＝∑

j
a(k)

i－２jPk
j (１)

其中,a(k)∶＝{a(k)
i ∈RR∶i∈ZZ}称为第k层细分的 mask.对

a(k)做z变换得:

a(k)(z)＝∑
i
a(k)

i zi

a(k)(z)称为{Sa(k) }的symbol.若a(k)(z)满足:a(k)(z)＋a(k)

(－z)＝２,则称{Sa(k)}是插值的.若a(k)(z)满足:a(k)(z)＝a(k)

(z－１),则称{Sa(k)}是奇对称的.若a(k)(z)满足:za(k)(z)＝a(k)

(z－１),则称{Sa(k)}是偶对称的.若存在一个以a(z)为symbol
的静态细分法{Sa},使得非静态细分法{Sa(k) }的symbola(k)

(z)满足:lim
k→∞

a(k)(z)＝a(z),则称{Sa(k)}渐进相似于{Sa}.

若初始数据集P０ 使得S∞
a(k)P０＝０当且仅当P０≡０,则称

{Sa(k) }是非奇异的.通常研究的细分法均为非奇异的.若存

在连续且不恒为零的函数f(x)(x∈RR),使得:

lim
k→∞

　sup
i∈ZZ

|pk
i－f(t(k)

i )|＝０

其中,t(k)
i (k＞０)是对数据集pk

i 的参数化,且满足t(k)
i＋１－t(k)

i ＝

２－k,则称f(x)为{Sa(k) }关于P０ 的极限函数,且满足f(x)＝

S∞
a(k)P０.特别地,若p０

i＝δ０
i,i∈ZZ,则称f(x)为细分法{Sa(k) }

的基极限函数.

细分法的收敛性、光滑性、生成性及支集均与t(k)
i 的选取

无关,只有再生性依赖于t(k)
i .讨论细分法的再生性时,通常设:

t(k)
i ＝２－k(i＋p),i∈ZZ,p∈RR,k≥０

通过选择适当的平移参数p,可以使细分法达到最优再生性.

对于插值细分法,插值的特性保证了其再生性与生成性等价,

因此通常选取p＝０,即t(k)
i ＝２－ki.称p＝０时的参数化为基

本参数化.

下面介绍细分法生成和再生指数多项式空间的相关结论.

２．２　细分法再生指数多项式空间的概念和定理

令T∈ZZ＋ ,γ＝(γ０,γ１,􀆺,γT)为一有限实数或虚数集

合,其中γT≠０,令Dn∶＝dn/dtn为n阶微分算子,则指数多项

式空间为:

VT,γ∶＝{f:RR→CC,f∈CT(RR),∑
T

j＝０
γjDjf＝０}

其中,微分方程∑
T

j＝０
γjDjf＝０的解可通过特征多项式γ(z)＝

∑
T

j＝０
γjzj 求解.定义{θl,τl}为使得γ(z)满足:γ(r)(θl)＝０,r＝

０,􀆺,τl－１,l＝１,􀆺,N 的零点和重数的集合,因此VT,γ可显

式地表示为:

VT,γ＝Span{xreθlx,r＝０,􀆺,τl－１,l＝１,􀆺,N} (２)

其中,T＝∑
N

l＝１
τl.

下面给出细分法{Sa(k) }生成和再生指数多项式空间VT,γ

的充要条件.

定理１[３]　令{Sa(k) ,k≥０}为非静态细分法,VT,γ如式(２)

所示,z(k)
l ∶＝e

－θl

２k＋１ ,l＝１,􀆺,N,则{Sa(k),k≥０}生成VT,γ当且

仅当a(k)(z)满足:

dra(k)(－z(k)
l )

dzr ＝０,l＝１,􀆺,N,r＝０,􀆺,τl－１ (３)

进一步,{Sa(k) ,k≥０}再生VT,γ当且仅当存在p∈RR使得

a(k)(z)同时满足条件(３)及

a(k)(z(k)
l )＝２(z(k)

l )p

dra(k)(z(k)
l )

dzr ＝２(z(k)
l )p－r∏

r－１

q＝０
(p－q)

其中,l＝１,􀆺,N;r＝１,􀆺,τl－１.

若VT,γ中θl 成对出现,则利用VT,γ可更方便地生成常用

函数.θl 取纯虚数时,可以生成正(余)弦函数;θl 取实数时,

可以生成双曲正(余)弦函数.不妨设VT,γ对应的特征多项式

γ(z)的零点及重数集合如下:

Λ∶＝{(±θl,τl):θl∈RR/iRR,l＝１,２,􀆺,N/２}

则

􀭾VT,γ＝Span{xre±θlx,r＝０,􀆺,τl－１,l＝１,􀆺,N/２} (４)

下面给出可再生􀭾VT,γ的充要条件.

引理１[８]　令{Sa(k),k≥０}为非静态插值细分法,􀭾VT,γ如

式(４)所示,则{Sa(k)}再生􀭾VT,γ当且仅当存在洛朗多项式b(k)

(z)满足:

２－a(k)(z)＝b(k)(z)(１－e±θl/２k＋１
z)τl

其中,l＝１,􀆺N/２;r＝１,􀆺,τl－１.

从特征多项式的角度考虑􀭾VT,γ:
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１)Λ＝{(０,s):s∈NN}时
􀭾Vs,γ＝Span{１,x,􀆺,xs－１}

２)Λ＝{(±mt,n):t∈{０,s,is|s＞０},mt≠０,m,n∈NN}时
􀭾V２n,γ＝Span{xre±mtx,r＝０,􀆺,n－１}

对于任意的s∈NN,由１)确定的代数多项式空间􀭾Vs,γ可通

过静态的 DＧD细分法[５]再生.

固定n＝１,对于任意给定的 m＝m０∈NN,m０≥１,即对应

特征多项式的非零特征值为单根时:
􀭾Vm０

２,γ＝Span{em０tx,e－m０tx} (５)

进一步,对于任意的m∈NN,m≥１,可以得到:
􀭾V２m,γ＝Span{e±tx,e±２tx,e±３tx,􀆺,e±mtx} (６)

固定m＝m０,对于任意的n∈NN,n≥１,即对应特征多项

式的非零特征值为n重根时,有:
􀭾Vm０

２n,γ＝Span{e±m０tx,xe±m０tx,x２e±m０tx,􀆺,xn－１e±m０tx}(７)

空间式(６)和式(７)在实际应用中非常重要,如星形线、摆

线等参数方程均可由空间式(６)的基线性表示.对于更一般

的曲线,可以考虑用式(７)表示.因此,构造可再生空间式(６)

和式(７)的细分法是非常有意义的.

下面分别构造可再生高阶指数多项式空间式(６)及混合

高阶指数多项式空间式(７)的插值细分法.

３　可再生高阶指数多项式空间􀭾V２m,γ的插值细分法

下面从指数B样条细分法出发,提出可再生空间式(６)

的插值细分法.

首先引入vk＋１＝１
２

(e
t

２k＋１ ＋e
－ t

２k＋１ ),则

L＝

２vk＋１ １ ０ 􀆺 ０

２ ２vk＋１ １ 􀆺 ０

０ １ ２vk＋１ 􀆺 ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ １

０ ０ 􀆺 １ ２vk＋１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

∈RRm×m

其中,k≥－１,t∈{０,s,is|s＞０},m∈NN,m≥１.

令λm(vk＋１)＝det(L),通过对矩阵L的行列式进行数学

归纳,不难得到:

λm(vk＋１)＝det(L)＝e
mt

２k＋１ ＋e
－ mt

２k＋１ (８)

指数B样条[８]即为具有紧支撑的分段指数多项式.已

知一个对称集合:

Λ＝{(±mt,１)∶mt≠０,m∈NN}

对于任意的k≥０,定义对应的指数B样条细分法的symbol为:

B(k)
２,m(z)＝

(e
mt

２k＋１z＋１)(e
－ mt

２k＋１z＋１)

(e
mt

２k＋１ ＋e
－mt

２k＋１ )z
＝z＋λm(vk＋１)＋z－１

λm(vk＋１)

(９)

其中,λm(vk＋１)如式(８)所示.利用插值条件及定理１,不难验

证以B(k)
２,m(z)为symbol的细分法是插值的且再生􀭾Vm

２,γ＝Span
{emtx,e－mtx}.

对于任意给定的j∈{１,２,􀆺,m},令z(k)
j ＝－e

－jt
２k＋１ ,则以

B(k)
２,j(z)＝１＋z＋z－１

λj(vk＋１)为symbol的细分法再生 􀭾Vj
２,γ ＝Span

{ejtx,e－jtx},即B(k)
２,j(z)满足:

B(k)
２,j(z(k)

j )＝０,j∈{１,２,􀆺,m} (１０)

对于任意的j＝１,２,􀆺,m,若存在洛朗多项式􀭾B(k)
２m,Λ(z)

满足:
􀭾B(k)

２m,Λ(z(k)
j )＝０,j＝１,２,􀆺,m (１１)

则以􀭾B(k)
２m,Λ(z)为symbol的插值细分法再生空间式(６).

结合式(１０)中B(k)
２,j(z)的表达,不妨设:

􀭾B(k)
２m,Λ(z)＝１＋(z＋z－１)C(k)

m (z) (１２)

则式(１１)等价于

１＋(z(k)
j ＋(z(k)

j )－１)C(k)
m (z(k)

j )＝０,j＝１,２,􀆺,m
即

C(k)
m (z(k)

j )＝ －１
z(k)

j ＋(z(k)
j )－１＝ １

λj(vk＋１),j＝１,２,􀆺,m

也就是说,若存在多项式C(k)
m (z)满足:

C(k)
m (z(k)

j )＝ １
λj(vk＋１),j＝１,２,􀆺,m (１３)

则以式(１２)为symbol的插值细分法再生空间式(６).

事实上,C(k)
m (z)的求解可以转化为拉格朗日插值问题:

已知插值节点z(k)
j ,j＝１,２,􀆺,m,求满足插值条件式(１３)的

插值函数C(k)
m (z).需要注意的是,为保证细分法的插值性与

对称性,需要对插值基函数进行变换:z→(z－１
z

)２.

下面给出再生式(６)的插值细分法的统一表示.

定理２　令λm(vk＋１)如式(８)所示,则以:
􀭾B(k)

２m,Λ(z)＝１＋(z＋z－１)C(k)
m (z)

为symbol的指数B样条细分法是插值的且再生指数多项式

空间:
􀭾V２m,γ＝Span{e±tx,e±２tx,e±３tx,􀆺,e±mtx}

其中,

C(k)
m (z)＝∑

m

j＝１
C(k)

j L(k)
j (z),C(k)

j ＝ １
λj(vk＋１)

L(k)
j (z)＝ ∏

m

i≠j,i＝１

(z－１
z

)２－λ２
i(vk＋１)＋４

λ２
j(vk＋１)－λ２

i(vk＋１)

证明:通过验证插值条件,插值性容易得证;下面证明再

生性.

令z(k)
j ＝－e

－jt

２k＋１ ,j＝１,２,􀆺,m,则

􀭾B(k)
２m,Λ(z(k)

j )＝１＋(z(k)
j ＋(z(k)

j )－１)∑
m

j＝１
C(k)

j L(k)
j (z(k)

j )

＝１－λj(vk＋１)∑
m

j＝１
C(k)

j L(k)
j (z(k)

j )＝０

又因为􀭾B(k)
２m,Λ(z)满足􀭾B(k)

２m,Λ(z)＝􀭾B(k)
２m,Λ(z－１),所以有:

􀭾B(k)
２m,Λ(－e

－jt

２k＋１ )＝􀭾B(k)
２m,Λ(－e

jt

２k＋１ )＝０
即细分法满足再生性条件.

例１　再生􀭾V４,γ＝Span{e±tx,e±２tx}的非静态插值细分法.

令m＝２,λm(vk＋１)如式(８)所示,由定理２有:

􀭾B(k)
４,Λ (z)＝ －１

３２v５＋１６v４－３２v３－８v２＋８v
(z３ ＋z－３ )＋

１６v４＋８v３－１２v２－４v＋１
３２v５＋１６v４－３２v３－８v２＋８v

(z＋z－１)＋１

即对应的插值细分法为:
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Pk＋１
２i ＝Pk

i

Pk＋１
２i＋１＝ １６v４＋８v３－１２v２－４v＋１

３２v５＋１６v４－３２v３－８v２＋８v
(Pk

i＋Pk
i＋１)＋

－１
３２v５＋１６v４－３２v３－８v２＋８v

(Pk
i－１＋Pk

i＋２)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１４)

当k→∞时,细分法式(１４)收敛于

Pk＋１
２i ＝Pk

i

Pk＋１
２i＋１＝９

１６
(Pk

i＋Pk
i＋１)－１

１６
(Pk

i－１＋Pk
i＋２){

即静态４点 DＧD细分法.故细分法式(１４)渐进相似于静态

的DＧD细分法.细分法式(１４)的连续性可通过静态的 DＧD
细分法刻画.与静态 DＧD细分法的连续性相关的知识可参

考文献[５],非静态细分法与静态细分法连续性的关系可参考

文献[７,１７].这里给出结论:细分法式(１４)的连续性与静态

的 DＧD细分法的连续性相同.

下面通过３个图例展示细分法式(１４)对于特殊曲线(二

阶曲线)的良好再生性.图１表示取v０＝ ２
２

时,心形线的再

生.图２表示取v０＝cos(π
５

)时,三叶线的再生.图３表示取

v０＝cos(π
１０

)时,内摆线的再生.

图１　由细分法式(１４)再生的

心形线

Fig．１　Cardioidreproduced

byformula(１４)

图２　由细分法式(１４)再生的

三叶线

Fig．２　Trifoliumreproduced

byformula(１４)

图３　由细分法式(１４)再生的内摆线

Fig．３　Pascal’slimaconreproducedbyformula(１４)

对于更高阶的曲线,可以通过选取更大的m 来实现.

注１:目前,已有许多细分法可用于构造工程应用中的诸

多曲线.然而,本节提出的细分法较已有细分法具有更小的

支撑,如通过例１中４点插值细分法再生的心形线、三叶草及

内摆线等在已有工作中[２,４]至少需要６点的细分法才能达到

精确再生.因此,在实际应用中,本文提出的细分法更为简单

高效.

事实上,工程中还有一类很重要的曲线,即螺旋线,其参

数方程大多为混合的指数多项式.因此,对于任意的 m,n∈

NN,m,n≥１,构造形如xn－１e±mtx 的可再生混合高阶指数多项

式的细分法是必须要解决的问题.下面依然从指数 B样条

出发,提出一类可再生混合高阶指数多项式空间(７)的插值细

分法.

４　可再生混合高阶指数多项式空间􀭾Vm
２n,γ的插值细分法

　　已知一个对称集合:

Λ＝{(±mt,n)∶mt≠０,m,n∈NN}

对于任意的k≥０,定义可生成空间(７)的指数 B样条细分法

对应的symbol为:

B(k)
m,２n,Λ(z)＝z－n(e

mt
２k＋１z＋１)n(e

－ mt
２k＋１

z＋１)n

＝(z＋(λm(vk＋１))＋z－１)n

其中,λm(vk＋１)如式(８)所示.对再生式(７)的细分法的构造

是非常困难的.本文从可生成式(７)的细分法出发,逐渐增强

其再生性.

首先,通过引入修正因子K(k)
m,n对指数B样条细分法进行

修正,使修正后的细分法可再生其中最简单的两个指数多项

式emtx和e－mtx.

命题１　令λm(vk＋１)如式(８)所示.以

􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)＝K(k)

m,nB(k)
m,２n,Λ(z)

为symbol的指数B样条细分法再生emtx和e－mtx.

其中:

K(k)
m,n＝ １

２n－１(λm(vk＋１))n

B(k)
m,２n,Λ(z)＝(z＋(λm(vk＋１))＋z－１)n

证明:令z(k)
１ ＝e

－mt
２k＋１ ,z(k)

２ ＝(z(k)
１ )－１＝e

mt
２k＋１ ,则

􀭾B(k)
m,２n,Λ(z(k)

１ )＝
(z(k)

１ ＋(λm(vk＋１))＋(z(k)
１ )－１)n

２n－１(λm(vk＋１))n ＝２

􀭾B(k)
m,２n,Λ(－z(k)

１ )＝
(－z(k)

１ ＋(λm(vk＋１))－(z(k)
１ )－１)n

２n－１(λm(vk＋１))n ＝０

又因为􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)关于z是对称的,故

􀭾B(k)
m,２n,Λ(z(k)

２ )＝􀭾B(k)
m,２n,Λ(z(k)

１ )＝２
􀭾B(k)

m,２n,Λ(－z(k)
２ )＝􀭾B(k)

m,２n,Λ(－z(k)
１ )＝０

根据定理１,再生性即证.

进一步引入变异多项式C(k)
m,２n,Λ(z)对修正的指数 B样条

细分法进行乘法变异,以达到空间式(７)的再生性.

定义生成空间式(７)的以􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)为symbol的指数 B

样条细分法为{S􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)},再生式(７)的以I(k)

m,２n(z)为symbol

的非静态 插 值 细 分 法 为 {Sm,n
I(k)

m,２n
}.不 妨 设 存 在 洛 朗 多 项 式

C(k)
m,２n,Λ(z)使得I(k)

m,２n(z)满足:

I(k)
m,２n(z)＝􀭾B(k)

m,２n,Λ(z)C(k)
m,２n,Λ(z) (１５)

其中,C(k)
m,２n,Λ(z)为使得{Sm,n

I(k)
m,２n

}再生式(７)的变异多项式.因

此,细分法{Sm,n
I(k)

m,２n
}的构造问题转化为多项式C(k)

m,２n,Λ(z)的求解

问题.

首先,令θ１ ＝ －θ２ ＝mt,z(k)
l ＝e

－θl
２k＋１ ,l＝１,２.为保证

{Sm,n
I(k)

m,２n
}的再生性,即I(k)

m,２n(z)满足:
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drI(k)
m,２n(－z(k)

l )
dzr ＝０, r＝０,１,􀆺,n－１

I(k)
m,２n(z(k)

l )＝２,

drI(k)
m,２n(z(k)

l )
dzr ＝０, r＝０,１,􀆺,n－１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１６)

对式(１６)在z＝z(k)
l 处采用乘法求导的Leibniz规则,即有:

∑
r

i＝０

r

i
æ

è
ç

ö

ø
÷
diC(k)

m,２n,Λ(z(k)
l )

dzi
dr－i􀭾B(k)

m,２n,Λ(z(k)
l )

dzr－i ＝２δr,０ (１７)

其中,r＝０,１,􀆺,n－１;l＝１,２.

对于给定的z＝z(k)
l ,􀭾B(k)

m,２n,Λ(z(k)
l )≠０,因此式(１７)有唯一解:

drC(k)
m,２n,Λ(z(k)

l )
dzr ＝２drG(k)

m,２n,Λ(z(k)
l )

dzr (１８)

其中:

G(k)
m,２n,Λ(z)＝

１
􀭾B(k)

m,２n,Λ(z)
＝ ２n－１λn

m(vk＋１)
(z＋z－１＋λm(vk＋１))n (１９)

对式(１９)采用复合函数求导的FaàdiBruno规则[１６],即有:

drG(k)
２n,Λ(z)
dzr

＝λn
m(vk＋１)
２１－n ∑

r

j＝１

n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷

(－１)jj!Qj,r(z)
(z＋z－１＋λm(vk＋１))n＋j

其中:

Qj,r(z)＝ ∑
q∈Mj,|q|＝r

　r!(－１)rz－r－j

q!∏
r

i＝１
N(q,i)!

(２０)

其中,Mj＝{q＝(q１,q２,􀆺,qj)∈NNj,q１≥q２≥􀆺≥qj≥１},且

|q|＝q１＋q２＋􀆺＋qj,N(q,i)表示i出现在q中的次数.

结合式(１８)及式(１９)的 FaàdiBruno求导结果,可以得

到C(k)
m,２n,Λ(z)满足:

C(k)
m,２n,Λ(z(k)

l )＝１

drC(k)
m,２n,Λ(z(k)

l )
dzr ＝∑

r

j＝１

n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷
(－１)jj!Qj,r(z(k)

l )
(２λm(vk＋１))j{

(２１)

其中,r＝１,２,􀆺,n－１;Qj,r(z)如式(２０)所示.

其次,为保证{Sm,n
I(k)

m,２n
}的对称性,令I(k)

m,２n(z)满足I(k)
m,２n(z)＝

I(k)
m,２n(z－１),即C(k)

m,２n,Λ(z)满足C(k)
m,２n,Λ(z)＝C(k)

m,２n,Λ(z－１).为方

便求解C(k)
m,２n,Λ(z),不妨设存在洛朗多项式ρ,使得C(k)

m,２n,Λ(z)

满足:

C(k)
m,２n,Λ(z)＝ρ(z＋z－１) (２２)

对式(２２)在z＝z(k)
l 处使用复合函数求导的FaàdiBruno

规则,即有:

C(k)
m,２n,Λ(z(k)

l )＝ρ(λm(vk＋１))

drC(k)
m,２n,Λ(z(k)

l )

dzr
＝∑

r

j＝１

djρ(λm(vk＋１))

dzj
Qj,r(z(k)

l )

ì

î

í

ïï

ïï

(２３)

其中,r＝１,２,􀆺,n－１;Qj,r(z)如式(２０)所示.

比较式(２１)和式(２３)可以得到:

ρ(λm(vk＋１))＝１

djρ(λm(vk＋１))
dzj ＝

(－１)jj!
２－jλ－j

m (vk＋１)
n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷{ (２４)

其中,j＝１,２,􀆺,n－１.

显然,式(２４)可以看作ρ在z＝λm (vk＋１)处的插值问题.

利用 Hermite插值规则,即可得到多项式ρ的表达式,进而得

到C(k)
m,２n,Λ(z)的表达式.

C(k)
m,２n,Λ(z)＝ρ(z＋z－１)

＝∑
n－１

j＝０

n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷
(－１)j(z＋z－１－λm(vk＋１))j

２jλj
m(vk＋１)

下面给出再生式(７)的插值细分法的统一表示.

定理３　令􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)为修正的２n阶的指数 B样条细分

法的symbol,􀭾Vm
２n,γ如式(７)所示.对于任意给定的 m∈NN,

m≥１,任意的n∈NN,n≥１,以

I(k)
m,２n(z)＝􀭾B(k)

m,２n,Λ(z)C(k)
m,２n,Λ(z)

为symbol的细分法{Sm,n
I(k)
m,２n

}是插值的且再生

􀭾Vm
２n,γ＝Span{e±mtx,xe±mtx,x２e±mtx,􀆺,xn－１e±mtx}

其中:

􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)＝ １

２n－１(λm(vk＋１))n(z＋(λm(vk＋１))＋z－１)n

C(k)
m,２n,Λ(z)＝∑

n－１

j＝０

n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷
(－１)j(z＋z－１－λm(vk＋１))j

２jλj
m(vk＋１)

证明:其再生性显然.下面证明非静态细分法{Sm,n
I(k)

m,２n
}是

插值的.

由{Sm,n
I(k)

m,２n
}的再生性及引理１知,存在一个洛朗多项式b(k)

(z)使得:

I(k)
m,２n(z)＝２＋b(k)(z)􀭾B(k)

m,２n,Λ(－z)

利用式(１５),可以得到:

２＋b(k)(z)􀭾B(k)
m,２n,Λ(－z)＝􀭾B(k)

m,２n,Λ(z)C(k)
m,２n,Λ(z)

对上式进行变换得:

２＋b(k)(－z)􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)＝􀭾B(k)

m,２n,Λ(－z)C(k)
m,２n,Λ(－z)

即存在b(k)(z)＝－C(k)
m,２n,Λ(－z)使得:

I(k)
m,２n(z)＋I(k)

m,２n(－z)＝２

因此{Sm,n
I(k)

m,２n
}满足插值条件,得证.

注２:对于任意的n∈NN,n≥１,定理３的结论仅对于任意

给定的m＝m０ 成立.令 m＝１时,该结论恰好与文献[６]中

的结论一致.而对于任意的j＝１,２,􀆺,m,可再生空间

Span{e±tx,􀆺,xn－１e±tx,􀆺,e±mtx,􀆺,xn－１e±mtx}

的插值细分法理论上可以通过对定理３进行推广得到.这个

问题正在进一步的研究中.

下面对{Sm,n
I(k)

m,２n
}的点数(支撑)给出说明.

Romani等人[２]指出,若一个非静态插值细分法{Sm,n
I(k)

m,２n
}的

生成多项式的最高次数与最低次数的差为４n－２,则该细分

法为２n点的插值细分法.由定理３知,对于任意的 m 和n,

I(k)
m,２n(z)的次数差为 ２n－１－ (－２n－１)＝４n－２.因 此,

{Sm,n
I(k)

m,２n
}为２n点的非静态插值细分法.

下面给出非静态的２n点插值细分法{Sm,n
I(k)

m,２n
}与静态的２n

点插值 DＧD细分法的关系.

定理４　令{Sm,n
I(k)

m,２n
}为由定理３所确定的２n点非静态插值

细分法,则{Sm,n
I(k)

m,２n
}渐进相似于静态的２n点 DＧD细分法.

证明:由式(１５)知,I(k)
m,２n(z)可以表示为:

I(k)
m,２n(z)＝􀭾B(k)

m,２n,Λ(z)C(k)
m,２n,Λ(z)

其中:
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􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)＝ １

２n－１(λm(vk＋１))n(z＋(λm(vk＋１))＋z－１)n

C(k)
m,２n,Λ(z)＝∑

n－１

j＝０

n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷
(－１)j(z＋z－１－λm(vk＋１))j

２jλj
m(vk＋１)

且λm(vk＋１)如式(８)所示.

由式(８)易得lim
k→∞

　λm(vk＋１)＝２,故

lim
k→∞

　􀭾B(k)
m,２n,Λ(z)＝

(z＋z－１＋２)n
２２n－１

lim
k→∞

　C(k)
m,２n,Λ(z)＝∑

n－１

j＝０

n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷(－１)j２－２j(z＋z－１－２)j

即

lim
k→∞

　I(k)
m,２n(z)

＝
(z＋z－１＋２)n

２２n－１ ∑
n－１

j＝０
(－１)j

n＋j－１

j
æ

è
ç

ö

ø
÷２－２j(z＋z－１－２)j

上式等号右侧为 DＧD细分法的生成多项式,得证.

与对定理２中细分法的连续性分析同理,可通过静态 DＧ

D细分法的连续性刻画{Sm,n
I(k)

m,２n
}的连续性.

下面对细分法{Sm,n
I(k)

m,２n
}举例进行说明.

例２　再生􀭾Vm
６,γ＝Span{e±mtx,xe±mtx,x２e±mtx}的非静态

插值细分法{Sm,３
I(k)

m,６
}.

固定n＝３,对于任意给定的m(m∈NN,m≥１),由定理３得:

I(k)
m,６(z)＝ ３

８λ５
m(vk＋１)(z５＋z－５)＋１５－１０λ２

m(vk＋１)
８λ５

m(vk＋１) (z３＋

z－３)＋１５λ４
m(vk＋１)－３０λ２

m(vk＋１)＋３０
８λ５

m(vk＋１) (z＋z－１)＋１

故对应的细分法{Sm,３
I(k)

m,６
}为:

Pk＋１
２i ＝Pk

i

Pk＋１
２i＋１＝１５－１０λ２

m(vk＋１)
８λ５

m(vk＋１) (Pk
i－１＋Pk

i＋２)＋ ３
８λ５

m(vk＋１)

(Pk
i－２＋Pk

i＋３)＋
１５λ４

m(vk＋１)－３０λ２
m(vk＋１)＋３０

８λ５
m(vk＋１)

(Pk
i＋Pk

i＋１)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

若给定m＝１,则{S１,３
I(k)

１,６
}为:

Pk＋１
２i ＝Pk

i

Pk＋１
２i＋１＝１５－４０(vk＋１)２

２５６(vk＋１)５ (Pk
i－１＋Pk

i＋２)＋ ３
２５６(vk＋１)５

(Pk
i－２＋Pk

i＋３)＋１２０(vk＋１)４－６０(vk＋１)２＋１５
１２８(vk＋１)５

(Pk
i＋Pk

i＋１)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

且{S１,３
I(k)

１,６
}再生􀭾V１

６,γ＝Span{e±tx,xe±tx,x２e±tx}.

若给定m＝２,则{S２,３
I(k)

２,６
}为:

Pk＋１
２i ＝Pk

i

Pk＋１
２i＋１＝１５－１０(４(vk＋１)２－２)２

８(４(vk＋１)２－２)５ (Pk
i－１＋Pk

i＋２)＋

３
８(４(vk＋１)２－２)５(Pk

i－２＋Pk
i＋３)＋

１５(４(vk＋１)２－２)４－３０(４(vk＋１)２－２)２＋３０
８(４(vk＋１)２－２)５

(Pk
i＋Pk

i＋１)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

且{S２,３
I(k)

２,６
}再生􀭾V２

６,γ＝Span{e±２tx,xe±２tx,x２e±２tx}.

若给定m＝３,则{S３,３
I(k)

３,６
}为:

Pk＋１
２i ＝Pk

i

Pk＋１
２i＋１＝１５－１０(８(vk＋１)３－６vk＋１)２

８(８(vk＋１)３－６vk＋１)５ (Pk
i－１＋Pk

i＋２)＋

　 ３
８(８(vk＋１)３－６vk＋１)５(Pk

i－２＋Pk
i＋３)＋

１５(８(vk＋１)３－６vk＋１)４－３０(８(vk＋１)３－６vk＋１)２＋３０
８(８(vk＋１)３－６vk＋１)５

(Pk
i＋Pk

i＋１)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

且{S３,３
I(k)

３,６
}再生􀭾V３

６,γ＝Span{e±３tx,xe±３tx,x２e±３tx}.

下面从理论上分析细分法{Sm,n
I(k)

m,２n
}对于特殊曲线的再生

性,并以{Sm,３
I(k)

m,６
}为例,通过基极限曲线分析初始控制参数v０

及参数m 和n对细分法的影响.

首先引入一个引理.

引理２[１]　 令{Sm,n
I(k)

m,２n
}为由定理３确定的２n点非静态插

值细分法.初始控制数据p０
i(i∈ZZ＋ )以参数u＞０等距采样

于空间式(７)的基所表示的某一曲线.若取初始控制参数

v０＝１
２

(etu＋e－tu),t∈{０,s,is|s＞０}

则细分法{Sm,n
I(k)

m,２n
}可以精确再生该采样曲线.

对于t∈{０,s,is|s＞０},分别分析{Sm,n
I(k)

m,２n
}对于特殊曲线的

再生性.

１)t＝０时,v０≡１.即vk≡１,λm(vk＋１)≡２.{Sm,n
I(k)

m,２n
}可以精

确再生参数方程属于Span{１,x,x２,􀆺,x２n－１}的曲线.

２)t＝s＞０时,v０＝cosh(su)＞１,vk＝cosh(su/２k).

λm(vk＋１)＝２vk＋１λm－１(vk＋１)－λm－２(vk＋１) (２５)

其中,λ１(vk＋１)＝２vk＋１.{Sm,n
I(k)

m,２n
}可以精确再生参数方程属于

Span{cosh(msx),sinh(msx),􀆺,xn－１cosh(msx),xn－１sinh
(msx)}的曲线.

３)t＝is(s＞０)时,v０＝cos(su)∈(－１,１),vk＝cos(su/

２k),λm(vk＋１)如式(２５)所示.{Sm,n
I(k)

m,２n
}可以精确再生参数方程

属于Span{cos(msx),sin(msx),􀆺,xn－１cos(msx),xn－１sin
(msx)}的曲线.

下面以{Sm,３
I(k)

m,６
}为例,通过基极限曲线分析初始控制参数

v０ 及参数m 和n对细分法的影响.

令v０＝１,{Sm,３
I(k)

m,６
}即为６点DＧD细分法.图４给出当v０＝

１时,{Sm,３
I(k)

m,６
}的基极限曲线.图５以 m＝１为例,给出v０ 对

{Sm,３
I(k)

m,６
}的基极限曲线的影响:v０ 越大,基极限曲线越逼近控制

多边形.图６给出对于固定的v０,参数m 对{Sm,３
I(k)

m,６
}的基极限

曲线的影响.图６(a)表明当v０＝０．８５∈(－１,１)时,m 越小,

基极限曲线越逼近控制多边形;图６(b)表明当v０＝１．８＞１

时,m 越大,基极限曲线越逼近控制多边形.

最后以y＝f(x)＝x２cos(２x)＋x２sin(２x)为 例 分 析

{Sm,３
I(k)

m,６
}对特殊曲线的再生性.对于不同的参数m＝１,２,３,可

以确定对应的初始控制参数v０＝π
４

,π
８

,π
１２

,使得{Sm,３
I(k)

m,６
}均可

以再生上述曲线.图７给出{Sm,３
I(k)

m,６
}对f(x)的再生性.
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图４　{Sm,３
I(k)

m,６
}的基极限曲线

Fig．４　Basiclimitcurveof{Sm,３
I(k)

m,６
}

图５　v０ 由外往里依次取－０．２,０．８,１０,２００时{S１,３
I(k)

１,６
}的基极限曲线

Fig．５　Basiclimitcurvesof{S１,３
I(k)

１,６
}withv０＝－０．２,０．８,１０,２００

(Fromoutsidetoinside)

(a)m 由外往里依次为３,２,１时{Sm,３
I(k)

m,６
}的基极限曲线及其局部展示

(b)m 由外往内里依次为１,２,３时,{Sm,３
I(k)

m,６
}的基极限曲线

图６　参数m 对{Sm,３
I(k)

m,６
}的基极限曲线的影响

Fig．６　Effectofparametermonthebasiclimitcurveof{Sm,３
I(k)

m,６
}

图７　不规则曲线的再生性

Fig．７　Reproductionofirregularcurve

结束语　本文从定义指数多项式空间的微分方程及特征

多项式出发,通过引入参数m,n(m,n∈NN,m,n≥１)分别刻画

混合指数多项式中指数项的阶数及代数项的次数.进一步对

指数B样条细分法进行修正及变异,提出了两类具有良好再

生性的非静态插值细分法,并从理论上对其再生性进行了严

格的分析.定理２提出了一类可以再生高阶指数多项式空间

􀭾V２m,γ＝Span{e±tx,e±２tx,e±３tx,􀆺,e±mtx}的细分法,该类细分

法可被用于构造再生心形线、三叶线等曲线的细分法.与前

人提出的可再生同一曲线的细分法相比,本文的细分法具有

更小的支撑.定理３提出了一类可以再生混合高阶指数多项

式空间􀭾Vm
２n,γ＝Span{e±mtx,xe±mtx,x２e±mtx,􀆺,xn－１e±mtx}的

细分法,该类细分法可被用于构造再生螺旋线等更为一般的

曲线的细分法.关于再生混合指数多项式的细分法,文献[６]

也给出了一些结论,而与文献[６]不同,本文提出的细分法具

有更大的自由度,可以通过调整参数m 和n 的取值得到丰富

多样的细分法.

虽然本文的定理３对前人的工作进行了推广,但依然存

在一些问题,如对于任意的m 和n,可再生更丰富的指数多项

式空间Span{e±tx,􀆺,xn－１e±tx,􀆺,e±mtx,􀆺,xn－１e±mtx}的插

值细分法正在进一步研究中.
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Newton方法相比,本文方法在 Newton方法发散的某些情况

下仍可以快速收敛到正确的根.

本文方法仍有不足,即目前假定给定的小区间内只有一

个单实根.理论上,对于单变量的多项式方程,有很多方法可

以用于隔离出所有的实根.但是,对于非多项式的方程,今后

还需要研究相应的实根隔离方法.另外,对于重实根,目前只

是简单地应用F(t)＝
f(t)

f′(t)
来处理.在小区间内当f′(t)有实

根时,F(t)变成无界,从而会削弱上述方法的处理效率.研究

更好的重根处理方法以提高相应的收敛速度和计算稳定性,

也将成为今后的工作之一.
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