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随机时间 Petri网综述 
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葛运建 
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摘 要 随机时间Petri网作为一种灵活有力的建模机制，被广泛应用于计算机和通信系统的性能与可靠性评价。综 

述了随机时间Petri网各主要 予类的发展历程与研究现状 。首先介绍 了随机时间 Petri网的一些基本概念 ，然后回顾 了 

广义随机 Petri网，简要总结了处理状态空间爆炸问题的主要途径，讨论了非马尔科夫随机Petri网及其分析技术，最 

后详细分析 了流体随机 Petri网。 
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1 引言 

随着计算机和通信系统的日趋复杂，分析其性能与可靠 

性越来越重要，这就需要寻求合适的建模机制，以得到反映这 

些系统行为和性质的数学模型，在此基础上进行性能和可靠 

性分析。 

性能评价领域最普遍使用的状态分析法是将物理系统抽 

象为连续或离散时间马尔科夫链模型，然后建立描述该模型 

动态行为的微分方程，最后编制程序对方程进行数值求解。虽 

然已有自动求解马尔科夫链的软件包，但仍需人工建立马尔 

科夫链模型，而系统的马尔科夫链模型完全不同于物理系统 

给设计者的直观感觉，因此将性能评价问题直接转化为马尔 

科夫链模型的求解问题非常困难，尤其是当状态空间较大时， 

这个过程特别繁琐且易出错。于是人们开发了许多新的建模 

机制，用于自动地产生反映系统动态行为的随机过程。 

Petri网作为一种适合于描述和分析那些具有并发、同步 

和冲突等特征的系统的建模机制，由于其直观的图形表现能 

力和严密的数学基础，在广泛的领域得到了成功的应用。利用 

Petri网的各种拓展形式，不仅有助于定性地理解被建模系统 

的动态行为，还可以定量地计算各种性能指标，为系统结构的 

设计和参数的选择提供依据。本文在文[1]的基础上，结合近 

几年来的研究成果，系统地描述了随机时间 Petri网各主要 

子类的发展历程与研究现状，内容安排如下：第2节介绍了随 

机时间Petri网的一些基本概念，第3节回顾了广义随机 Petri 

网，简要总结了处理状态空间爆炸问题的主要途径，第4节和 

第5节分别讨论了非马尔科夫随机 Petri网和流体随机 Petri 

网，最后是结束语。 

2 随机时间 Petri网 

Petri网由德国科学家C．A．Petri于1962年在他的博士 

论文中首次提出，用于描述具有因果关系的并发系统。Petri 

网提出之初，并没有明确考虑时间因素，为了将其用于定量化 

分析，必须引入时间概念(由于 Petri网主要用于分布式系统 

的建模，因此有人从相对论的角度反对全局时间概念的引 

入)。活动的持续期可与库所或托肯关联，这种情况下，变迁的 

发射是瞬间完成的，仅表示状态的改变。更 自然地、也是更多 

地被采用的是将活动的持续期与变迁关联，这时变迁表示活 

动，而变迁的使能表示活动的进行，变迁的发射表示活动的结 

束，活动的持续期即为变迁的发射期(严格地说，为变迁的使 

能期)，表示活动的变迁简称时间变迁。 

本文中的随机时间Petri网(Stochastic Timed Petri net， 

STPN)泛指变迁的发射时间为随机的各种赋时 Petri网，图1 

描绘了各种随机时间 Petri网相互之间及与排队系统的关 

系，图中实线箭头表示直接的子类关系，虚线箭头表示受其影 

*)国家自然科学基金资助项目(批准号：60175027)．卢光松 博士研究生．研究方向为随机Petri网理论及应用．葛运建 研究员，博士生导师， 

研究方向为机器人学、智能信息处理． 
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响或相互间有一定的相似性，但不是继承关系。 

混合 Petri网 l l随机时间Petri网 

· 

广义随机 Pctri网 

流体随机 Petri同 

非 马 尔 科 j 

随机 Petri网 

图1 随机时间Petri网主要子类之间的关系 

随机时间Petri网的状态定义为托肯在库所中的分布，即 

Petri网的标识(marking)，状态转移则是由变迁的发射引起， 

状态随时间的演化过程是一个随机过程，称为标识过程，通过 

对标识过程的分析得到被建模系统的各种量化指标。这方面 

的理论与应用研究最重要的国际会议每两年举办一届，至今 

已举办了十届International Workshop on Petri Nets and Per— 

formance Models—PNPM 。 

为了利用随机时间Petri网准确描述实际系统的各种随 

机行为，对于每个时间变迁需要定义两个连续变量，一个叫时 

钟变量，用于表示变迁已经被使能的时间，只要变迁处于使能 

状态，则该变量值随时间同步增长；另一个叫抽样值变量，用 

于表示变迁的发射时间抽样值。当时钟变量与抽样值变量数 

值相等，则变迁发射。变迁的使能被中断后，如何处理这两个 

变量就是所谓的变迁记忆策略(memory policy)，目前常用的 

记忆策略有以下三种： 

(1)中断后再继续(preemptive resume，采取此种记忆策 

略的变迁称为 prs变迁)：变迁使能状态的中断只是中止时钟 

变量的增长，对抽样值变量没有影响，抽样值变量的重新赋值 

(即重新抽样)和时钟变量的复位为0仅发生在变迁发射之后。 

这种记忆策略用于表示活动的中断仅暂停执行现有的工作， 

活动重新开始后，继续完成被暂停的工作。 

(2)中断后以另一值开始(preemptive repeat different， 

prd变迁)：变迁的使能被中断后，时钟变量复位为0，抽样值 

变量重新赋值，用于表示活动被中断后，完全抛弃已部分完成 

的工作。 

(3)中断后以相同值开始(preemptive repeat identical，pri 

变迁)：变迁的使能被中断后，时钟变量复位为0，但抽样值变 

量不变，其重新赋值仅发生在变迁发射之后。表示活动重新开 

始后，执行刚才被暂停的同一工作，但已完成的不算，而是重 

新开始。 

在文[2]中考虑了交错记忆策略(interlaced memory poll— 

cy)，通过引入记忆重置弧(memory resetting arc)，允许变迁 

在不同的标识下具有不同的记忆处理方法，这时根据记忆策 

略对变迁进行分类需要具体到特定的标识，但分析手段并没 

有本质的不同，只是更复杂一些。 

除记忆策略外，还需考虑发射策略(firing policy)，发射 

策略决定相互冲突的变迁在并发使能时，哪一个变迁先发射。 

有两种发射策略：竞争策略(race policy)和预选策略(prese— 

lection policy)，竞争策略指剩余发射时间最少的变迁最先发 

射，预选策略指预先按照一定的概率随机选取某个变迁发射， 

各变迁的发射概率与发射时间分布无关，而是在建模时根据 

实际情况给定的。对于预选策略，可通过在冲突的时间变迁前 

添加后面提到的立即变迁，从而将表示活动的时间变迁之间 

的冲突转化为立即变迁之间的冲突，然后就可以按照等同于 

竞争策略的情况进行分析，因此一般只考虑竞争策略． 

5 广义随机 Petri网及其状态空间爆炸问题 

5．1 广义随机 Petri网 

如果变迁的发射期是服从指数分布的随机变量且变迁采 

取 prs或 prd记忆策略，这就是随机 Petri网(Stochastic Petri 

net)，这时prs和 prd记忆策略没有实质上的差别。由于随机 

Petri网中所有变迁的发射时间都假定服从指数分布，因此描 

述其动态行为的随机过程与排队系统一样，为连续时间马尔 

科夫链，但在Petri网中可允许并发与同步等现象的存在，因 

此与排队系统相比具有更强的建模能力。 

然而，在随机 Petri网中不能表现纯粹逻辑上的同步，于 

是引入了立即变迁(immediate transition)，立即变迁的发射 

时间为零，主要用于表示逻辑关系，也可用于表示持续时间很 

短、相对于问题的时间尺度其持续期可忽略的活动，这种建模 

机制就是在性能与可靠性评价领域广泛使用的广义随机 

Petri网(General Stochastic Petri net)，它也是后来开发其它 

许多机制的出发点。在广义随机 Petri网的基础上 ，引入回报 

结构就得到随机回报网(Stochastic Reward net)[ ，另一个类 

似的机制是随机活动网(Stochastic Activity network)-‘j，其 

中为变迁添加了输入输出条件函数，随机活动网和随机回报 

网都有表示回报的额外结构，因而特别适合于回报建模，这两 

种机制本质上都可看作为广义随机 Petri网。 

在排除掉消失标识(vanishing marking)之后，广义随机 

Petri网的潜在随机过程也是连续时间马尔科夫链，广义随机 

Petri网模型与马尔科夫链(回报)模型可以相互转换，而基于 

广义随机Petri网的各种性能评价正是通过对其潜在的马尔 

科夫链的求解实现的。与随机过程模型相比，利用广义随机 

Petri网建模，不需要穷尽地列举系统的状态空间，所得模型 

符合直觉，更具有可扩展性。广义随机 Petri网虽然是一种灵 

活有力的建模机制，但实际应用中仍存在很大的局限性，主要 

有两方面：变迁发射时间服从指数分布的假设和状态空间爆 

炸问题。 

5．2 状态空间爆炸问题 

广义随机 Petri网的可达标识数随模型中库所、变迁和 

托肯数量的增长呈指数增长，导致所谓状态空间爆炸问题 ，严 

重限制着此类建模机制在现实中的应用。状态空间爆炸问题 

主要关系到模型的数值求解，利用仿真方法分析仍然可行，但 

庞大的状态空间会导致仿真时间很长。已有大量的文献研究 

状态空间爆炸问题[1 ，这里仅对最具代表性的几种途径作 

简要说明，因为广义随机Petri网的定量分析是基于其潜在的 

马尔科夫链的求解，所以处理大型马尔科夫链问题的各种技 

术都可用于该类模型的分析。 

(1)分解与集成 将满足一定结构要求的大型Petri网模 

型分解为一系列相互作用的子模型，利用不动点迭代法求解 

每个子模型，再将结果传递到总模型。这方面最典型的是基于 

Kronecker代数的方法，将马尔科夫链的转移概率矩阵表示 

为若干子矩阵 Kronecker乘积的和，相应的子模型一般通过 

同步变迁交互，最近提出的一些改进是将 Kronecker代数与 

矩阵图(matrix diagram)等结合使用[7 ]。这类方法既可用于 

稳态分析[9]又可用于暂态分析。[1 ，能有效减少存储空间和 

计算时间，但局限于特定的结构，而且目前分解过程一般只能 

人工进行。文[11]对一类有色随机 Petri网提出了一种全自动 

化分解技术。 

与此类 似 的是 构建高 级 随机 Petri网 (High Level 
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Stochastic Petri net)模型，如 Stochastic Well—formed net模 

型，对这类模型可利用其行为上的对称性，将状态空间集总为 

等价类空间，不需要产生完整的可达图，直接在集总的马尔科 

夫 链上进行计算。文[12～14]等讨论了 Stochastic Well— 

formed net模型的复合与分解技术以及模块化构建方法，对 

标号广义随机 Petri网(Labeled General Stochastic Petri net) 

也可开发等价关系以简化状态空间_】 。 

另外，近年来的一个趋势是在建模时直接构建层次化、模 

块化模型，总的系统模型可以是同构的，也即所有子模型都是 

随机时间Petri网类型，也可以是异构的，子模型分别是基于 

不同的建模机制，以不同机制描述的子模型之间可以相互作 

用，每个子模型单独求解，结果被传递到上一级子模型，直至 

总模型。这种 自上而下的结构化设计方法直接在建立模型时 

就避免了单一层次 Petri网模型规模过大的问题，符合现代 

复杂系统的设计思想，还可以利用不同建模机制在表现能力 

和求解方法上各 自独特的优势。已开发或正在开发的集成多 

个 建 模机 制 的软 件 包 有 SHARPEn 、Mobius 和 Os— 

MoSys[ 等。 

(2)寻求乘积形式解 具有乘积形式平稳分布的排队网 

络已有非常有效的求解方法，广义随机 Petri网模型中由于允 

许建模同步、并发、竞争等现象，往往不存在乘积形式解，但乘 

积形式解的存在与否本质上不取决于建模机制，而是由潜在 

马尔科夫链的性质决定，为了克服状态空间爆炸问题，很多文 

献讨论了如何识别并计算具有乘积形式解的随机 Petri网 

(Product—Form Stochastic Petri net)【6]，以及为非乘积形式随 

机 Petri网寻求近似的乘积形式解。文[19]给出了随机 Petri 

网具有乘积形式解的必要条件，文[2o，213说明可将满足某些 

结构约束的广义随机 Petri网转化为乘积形式随机 Petri网， 

文[22]讨论了非乘积形式解随机 Petri网的近似求解方法。 

(3)计算性能指标边界值 解决性能指标计算问题的一 

种辅助方法是寻求指标的上下边界值，相对于指标确切值的 

计算来说 ，边界的计算要简单得多，一般仅需在随机时间 

Petri网模型层次进行评价，不需要产生完整的可达图，再者， 

边界的评价不局限于马尔科夫随机系统。文[233基于操作分 

析技术提出了边界计算的一般性方法，该方法对模型的定时 

语义很少限制，只需要变迁发射时间的期望值，对发射时间具 

体为何种分布不敏感，并且仅具有多项式时间复杂度。 

(4)分布式算法 这种算法既可用于产生可达图又可用 

于求解马尔科夫链，可极大地减少计算时间，文[243说明在处 

理大型的刚性问题时，分布式算法计算连续时间马尔科夫链 

稳态解比一般的技术具有更高的收敛速率，文E253指出将分 

布式算法与决策图、Kronecker代数等结合应用于复杂随机 

模型的数值求解是一个重要的研究方向。 

解决状态空间爆炸问题的其它途径还有很多，例如将变 

迁分为快变迁和慢变迁的时间尺度分解法、产生状态空间之 

前识别并忽略概率值较小的状态的状态约简法、结构性等价 

化简技术乜 等。如果状态空间爆炸的主要原因是 Petri网模 

型中某一个库所的托肯数无限增长造成，还可以采用矩阵几 

何法(Matrix—geometric method)或谱扩张法(Spectral expan— 

sion)[2 7]求解。如果是因为模型中某一个或几个库所含有大量 

的托肯，则可考虑直接用流体随机 Petri网建模。 

4 非马尔科夫随机Petri网 

指数分布特有的无记忆性给随机 Petri网和广义随机 
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Petri网模型的求解带来了很大的方便，但现实系统中的大量 

活动的持续期并不服从指数分布，勉强用指数分布来表示这 

些活动的持续期得到的结果往往会有较大的误差。 

在拓展广义随机 Petri网用于建模非马尔科夫随机系统 

方面，一种方法是利用连续或离散时间阶段型分布(phase— 

type distribution)近似各种非指数分布，但这种方法是以状态 

空间的急剧膨胀为代价，所以必须与处理大状态空间技术结 

合使用，另外目前只能表现 prs和prd记忆策略，该方法的好 

处是允许任意数量的非指数变迁并发使能，允许 prs和 prd 

记忆策略的任意组合，近似过程可通过软件自动实现，对于分 

析者来说完全是透明的。早期主要使用连续时间阶段型分布， 

通过在扩展的状态空间上定义的连续时间马尔科夫链来近似 

非马尔科夫随机过程，文E283首先提出了基于离散时间阶段 

型 分布的近似方法，文 [29]定义的阶段 型延迟 Petri网 

(Phased Delay Petri net)允许在模型里同时出现离散和连续 

阶段型发射时间分布，可获得更高的精确度。 

另一种更直接的途径是允许变迁具有非指数分布的发射 

时间，在这方面首先提出的是确定随机 Petri网(Determinis— 

tic and Stochastic Petri net)0 ，允许变迁的发射时间取确定 

值，后来考虑了更一般的情况，变迁的发射时间可取任意的概 

率分布，这种变迁叫一般变迁，当然，确定变迁是一般变迁的 

特殊情况。由于其标识过程不再是一个马尔科夫过程，这类 

Petri网被称为非马尔科夫随机 Petri网(Non—Markovian 

Stochastic Petri net)。 

在非马尔科夫随机 Petri网中，如果不允许两个或两个 

以上的一般变迁同时被使能，则描述其动态行为的随机过程 

是一个马尔科夫再生过程，相应的 Petri网叫马尔科夫再生 

随机 Petri网(Markov Regenerative Stochastic Petri net)E31]。 

文[32]将率 回报(rate reward)和冲量回报 (impulse reward) 

引入马尔科夫再生随机Petri网，可用于自动产生马尔科夫再 

生回报过程。 

马尔科夫再生随机 Petri网主要是通过马尔科夫更新理 

论求解，文[33]给出了可在模型中集成不同记忆策略的建模 

框架，并讨论了基于马尔科夫更新理论的暂态和稳态分析方 

法。也可利用辅助变量法求解【3 ，即在状态描述中加入一个 

连续变量用于表示一般变迁的使能时间，使得随机过程仍然 

是马尔科夫随机过程，但状态空间是离散、连续状态并存的混 

合状态空间，由于辅助变量的规范性质(仅表示时间，因而其 

值线性增长)，结果的微分方程为一阶常微分方程，可用均匀 

化技术(uniformization technique)求解。 

文[35]对以上的两种解法在暂态分析方面进行了比较， 

结果显示对于大状态空间情况，辅助变量法计算时间更短些， 

而如果采取较小的离散化步长，则马尔科夫再生方法更为有 

效。文[36]讨论了采用 prs和prd策略时，这两种方法在暂态 

和稳态分析方面的形式关系，表明两种方法所得的结果可互 

为对方所用。 

在建模事件活动时间服从非指数分布的随机系统方面， 

最近开发的流体随机 Petri网与非马尔科夫随机 Petri网相 

比，具有更大的建模灵活性。 

5 流体随机 Petri网 

流体随机 Petri网(Fluid Stochastic Petri net)是将在通 

信及制造系统建模中使用的随机流体模型引入到广义随机 

Petri网而得到的。一阶流体随机 Petri网首先被K．S．Trive— 
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di和V．G．Kulkarni提出DT]，在文[38]中得到进一步的拓 

展，允许连续标识影响变迁的使能及流体流动速度。在流体随 

机 Petri网中存在两类库所：离散库所包含离散的托肯，正如 
一 般的离散 Petri网；连续(流体)库所包含连续的托肯(流 

体)，也即其标识是非负实数。离散库所的标识在建模中被用 

来表示系统状态的离散部分，连续库所的标识表示状态的连 

续部分，标识空间或状态空间则部分连续、部分离散。 

M．Gribaudo等在文r-39-1~j}入了清空弧(flush—out arc)， 

使得流体随机 Petri网可以建模持续时间服从非指数分布的 

活动。对于仅含有 prd和 prs记忆策略的非马尔科夫随机 

Petri网，文[39]通过添加表示非指数变迁时钟变量的连续库 

所，将其映射为一阶流体随机 Petri网，而被映射后的模型中 

仍然只含有指数变迁和立即变迁，其标识过程仍然为马尔科 

夫过程，直接可利用现有的方法进行求解，这种结构化的表示 

方法允许同时有多个非指数变迁被使能，并且允许非指数变 

迁具有交错记忆策略。但该结构化表示方法不能直接处理变 

迁的使能度大于1或禁止弧的权重大于1等情况，图形表示也 

较为复杂，对于这些，可考虑利用变迁的使能条件函数来实 

现。另外，正如文中指出的，该方法 目前还不能处理具有 pri 

记忆策略的变迁，如何利用连续库所记忆 pri变迁的抽样值 

还需进一步研究。 

在一阶流体随机Petri网中，流体流动速度为常数或为连 

续标识的确定函数，描述模型动态行为的随机方程是一阶偏 

微分方程。K．Woher在文[40]中，定义流体流动速度为服从 

正态分布的随机变量，相应的动态方程是二阶偏微分方程，因 

而这种流体随机 Petri网被称为二阶流体随机 Petri网(Sec— 

ond Order Fluid Stochastic Petri net)，并在文[41]中加入了 

流体跳跃弧(jump arc)，允许连续标识的跳跃性变化。二阶流 

体随机 Petri网是将排队理论中的二阶流体扩散近似引入广 

义随机 Petri网而得到的。 

另一类带有连续库所的Petri网是 H．Alla和 R．David 

首先提出的连续 Petri网[ 和混合 Petri网 ，混合 Petri网 

来自于连续Petri网和离散Petri网的结合，而连续 Petri网则 

可看作是将确定时间Petri网中托肯无限分割得到的极限情 

况。混合 Petri网和流体随机 Petri网相比，虽然都含有连续库 

所，并且混合 Petri网已被拓展为可具有随机的离散部分 ， 

但它们在连续标识的处理上有着本质的不同，在混合Petri网 

中，变迁分离散变迁和连续变迁，连续变迁的发射改变连续标 

识，但在流体随机 Petri网中连续标识的改变是通过连续弧的 

输入和输出流体实现的。 

在随机回报网和马尔科夫再生随机回报网等建模机制 

中，累积回报(accumulated reward)都是被动的，既不能影响 

系统的动态行为，也不能影响各状态下的回报率，一般情况下 

只能求出累积回报的期望值，即使对于很简单的模型，计算累 

积回报的概率分布也几乎是不可能。在文[45]中，率回报被引 

入流体随机Petri网，通过累积回报在模型中的结构化表示， 

第一次使得累积回报可影响系统行为及回报率本身。文[46-] 

给出了两个例子，说明率回报和冲量回报都可以引入二阶流 

体随机 Petri网，并可直接求出累积回报的概率分布。流体随 

机 Petri网不仅可用于解决某些离散模型的状态空间爆炸问 

题和产生非马尔科夫随机(回报)过程，还可用于建模离散成 

分和连续成分并存的混合系统，文[47-]将主流的混合系统建 

模机制与流体随机Petri网进行了比较。 

对于流体随机 Petri网的求解，由于涉及到偏微分方程， 

目前数值分析方法的有效性严重局限于连续库所较少的情 

况[48--so]，也可用仿真方法求解[Sl,SZ]．但现有的仿真方法会影 

响到二阶扩散近似的随机性，所以还不能应用到二阶流体随 

机 Petri网。 

结束语 Petri网的建模原语很少 ，具有符合直觉、易于 

理解的图形表示功能，既能描述系统的状态，又能表现系统的 

行为，且全局的状态和行为是由局部的状态和行：r 单叠加 

得到的，特别适合于越来越多的分布式系统的建模。本文综述 

了在性能评价领域广泛使用的几种随机时间Petri网的发展 

历程与研究现状。进一步的研究工作主要有：发展完善现有的 

各种随机时间Petri网机制 ，在这过程中要注意借鉴、结合其 

它性能评价方法，比如故障树、可靠图、排队网络、性能评价进 

程代数等，尤其是与进程代数的结合；开发新的数值分析技 

术，处理随机时间Petri网之类状态分析法共同存在的状态空 

间爆炸问题、流体随机Petri网分析中遇到的偏微分方程的求 

解问题 ，以及系统参数存在数量级上的差异而导致的刚性问 

题等；研究如何根据模型的结构与问题的性质等 自动寻找合 

适的求解方法。 
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