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Krylov子空间方法及其并行计算 

李晓梅 吴建平 
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摘 要 Krylov子空间方法在提高大型科学和工程计算效率上起着重要作用。本文阐述了Krylov子空间方法产生 
的背景、Krylov子空间方法的分类，在此基础上，研究 了分布式并行 计算环境下 Krylov子空间方法的并行计算方法 ， 

给 出了Krylov子空间方法的并行化策略 。 
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1 引言 

在科学与工程计算领域，如流体力学计算、结构与非结构 

问题的有限元分析、石油地震数据处理、数值天气预报、电力 

系统优化设计、高维微分方程数值解中，线性代数方程组的求 

解，特别是稀疏线性代数方程组的求解处于核心地位。大量的 

实践经验表明，线性代数方程组的求解时间在整个问题的总 

计算时间中占有非常大的比重，如油藏数值模拟软件中，其解 

法器部分涉及油藏模拟方程离散化后得到的大型稀疏线性代 

数方程组的求解，后者占据了 80 以上的计算量，是整个问 

题计算的瓶颈。由于稀疏矩阵包含着大量零元素，需要设计专 

门的存储格式和算法，才能达到高效求解此类方程组的目的。 

求解稀疏线性方程组的方法有直接法和迭代法二种，直 

接法中，由于要对稀疏矩阵进行分解，而在分解过程中将引入 

许多填充元素(即非零元素)，从而增加存储开销，为了减少这 

种开销，需要在分解过程中，对矩阵的行与列进行重新排序 

(即对矩阵进行置换)，这就必须为减少填充元付出一定代价。 

相对直接法，迭代法的存储开销大大减少。一般地，每步迭代 

的计算开销与矩阵本身所需的存储开销同量阶，但迭代法的 

收敛性依赖于矩阵本身的特性，对某些条件不好的问题 ，迭代 

法可能不收敛。所以，要对矩阵特性进行分析，不同问题采用 

不同的迭代方法。 

目前，Krylov子空间方法是求解稀疏线性方程组最流行 

和最有效的方法之一，也是当前研究的热点，其主要思想是为 

各迭代步递归地构造残差向量，即第 n步的残差向量 rl通过 

系数矩阵A的某个多项式与第一个残差向量 r-相乘得到： 

一P。一l(A)r】 

通常，迭代多项式的选取应使所构造的残差向量在某种 

内积意义下相互正交，从而保证某种极小性(极小残差性)，达 

到快速收敛的目的。 

随着科学计算技术的发展，求解问题的规模越来越大、复 

杂性越来越高，例如二维电磁等离子体集体行为的模拟，如要 

模拟 10 个粒子，在 R 。。处理机上计算 2000个迭代步需要 

14个小时，要实现真正的模拟，还需要将粒子规模扩大几个 

数量级[】]。显然单处理机的计算已不能适应各领域科学计算 

的发展，应用问题的并行化是必由之路，由此，面向并行计算 

环境，研究求解大型稀疏线性方程组的高效并行算法十分重 

要 。 

2 Krylov子空间概念及其方法的分类 

1．Krylov子空间的概念 

给定线性方程组 

A32=6 (1) 

其中 ∈R ， ，b∈R 。 

设 K 为m维子空间，一般投影方法是从 m维仿射子空 

间 x +K 中寻找(1)式的近似解 x ，使相应的残差满足 

Petrov—Galerkin条件： 

r 一b--Az 上 (2) 

其中 为另一个 m维子空间，x ’为迭代初值。如果K 一 

(A，r口)，则称 K 为Krylov子空间，而上述投影方法称为 

Krylov子空间方法，其中r口为初始残差，K (A，ro)定义为： 

K (A，r0)一span{ro，Aro，A ro，⋯，A 一 ro} (3) 

通常，针对(1)式设计的Krylov子空间方法具有如下二 

个特征： 

(1)极小残差性(或极小误差性)，以保证收敛速度快； 

(2)每一迭代步的计算量与存储量较少，以保证计算的 

高效性。 

2．Krylov子空间方法的分类 

根据 K 和 的不同选取，可得到不同类型的 Krylov 

子空间方法，主要可分为以下四类[2。]： 
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(1)正 交投 影方 法 

取 L 一K (A，r。)，则这类 Krylov子空间方法称为正交 

投影法。Hestenes和Stiefe[4]提出的共轭梯度法(CG法)是其 

中最重要的方法，此时，要求A为对称正定矩阵 该法使d 一 
—

X ’在子空间 +K 中的能量范数达极小，且具有短 

的迭代计算公式，从而保证了计算的高效性。此后，该法由 

Cencus_5 发展成预条件 CG方法。目前与各种预条件子相结 

合的方法是求解大型对称正定稀疏线性方程组最主要的方 

法。 

全 正交 化方 法 (FOM)[6]以及正 交 残差 方 法 (OR— 

THORES)_7 也属于正交投影方法，它们不要求A是对称正 

定的。这二种方法都具有极小残差性，但不具备短迭代计算公 

式。 

(2)正 交化 方法 

取 L 一A (A，r。)，则这类 Krylov子空间方法称为正 

交化方法。Saad[8]提出的广义极小残差法(GMRES)是这类方 

法中的典型代表，由于该类方法具有良好的数值稳定性，因此 
一 直是人们研究的热点，并产生了许多变形方法 。 

共轭剩余(Conjugate Residual—CR)方法及其推广 GCR 

(Generalized Conjugate Residua1)方法[11]也属于正交化方法， 

1996年 Sturler将GCR法的正交性与 GMRES等方法结合， 

产生了一大类新的收敛性好的算法[1 。正交化方法具有极小 

残差性，但由于随迭代步数的增加，计算量和存储量呈线性增 

长，从而不具有实现的高效性，因此，在计算过程中要采用重 

启动和截断技术。 

(3)双 正 交化 方法 

取 L．一 ．(A ，ro)，则这类Krylov子空间方法称为双正 

交化方法。显然，当 A为对称矩阵时就是正交投影方法，因 

此，这类方法常用于A为非对称的情形。I，anczos[1 提出的双 

共轭梯度法(BiCG法)是其中最基本的方法。BiCG法在计算 

过程中要用到A ，且收敛性不好。为避免这些缺陷，许多研究 

者在 BiCG法的基础上，发展了一系列收敛性好的方法，如共 

轭梯度平方法 (CGS法)【1“、广义共轭梯度平方法(GCGS 

法)[】 、共轭梯度稳定性方法(BiCGSTAB法)[1 、拟最小残差 

法(QMR法)[】 ]以及 TFQMR法等。 

(4)法方程组方法 

取L．一 ．(A A，A ro)，则这类Krylov子空间方法称为 

法方程组方法。这类方法是将CG法应用于法方程组A Ax---- 

A b或A Au=b，x=A “上，CGNR和 CGNE方法[】妇是这类 

方法的典型代表。由于 A A和A 的特征值分布比A更分 

散，因此收敛速度更慢，对其研究较少，但 Manneback将 

CGNR法用于求解一类不规则稀疏线性方程组时产生了较 

好的效果【1 。 

5 Krylov子空间方法的主要计算 

为方便研究，下面以CG法和预条件 CG法为例，说明 

Krylov子空间方法的主要计算。 

CG迭代法 
1．任选初值 。’，计算初次残差 6一A 。’一 r。’和内积(r。 ， 
r‘”)，并置 户‘。’一r ’ 

2．对五一 0，1，⋯直到收敛，计算 
2．1埘(‘)一 A由(‘) 

2．2 一一(r(”，r‘‘’)／(户‘”，W‘‘’) 
2．3 (蚪 )一 (‘)一 (‘) 

2．4 r(蚪 )一 r(‘’+ 埘(‘) 

2．5 一(r‘‘+ ，r‘‘+ )／(r“ ，r‘‘ ) 
2．6 P‘蚪 )一 r(蚪 ’+ 户‘‘’ 

PCG迭代法 

·2O· 

1，任选初值 z。 ，计算初次残差 b—Ax。)_r ，并置 户。l_ 
r
(O) 

2．对k一 0，1，⋯直到收敛，计算 
2．1 Mz‘ 一 r‘ 

2．2 ‘ =Ap‘ 

2．3 Ot̂一一(z ，r‘ )／( ‘n，训‘ ) 
2．4 ‘ 一 z‘“一 Ot P‘ 

2．5 r‘抖 一r‘ +m ‘ 

2．6 一 ( ，r‘ )／(z‘ 一̈ ，r 一 )， 一0 
2．7户“州)_ z + 户“ 

从CG法和PCG法可以看出，Krylov子空间方法的主要 

计算包括： 

(1)稀疏矩阵向量乘(如CG法中的2．1步的计算)； 

(2)预条件步(如 PCG法中的 2．】步)，即 为 的一 

个近似，求解 Mz—r； 

(3)内积计算，(如 CG法中 2．2和 2．5步的计算)； 

(4)向量校正(如 CG法中2．3和 2．6步的计算)。 

4 Krylov子空间方法的并行化策略 

我们在分布存储并行计算环境下来讨论Krylov子空间 

方法的并行化策略。在讨论并行化策略之前，首先讨论单机高 

效执行问题。 

在单机上要避免频繁访问主存。对大型稀疏矩阵问题，如 

果所需的数据不能整个地保存在快速存储器 Cache中，那么， 

对每个运算必需将数据从慢速存储器传送到 Cache，且同时 

又没有足够多的计算任务去执行，这时，从慢速存储器传送数 

据成为高效计算的瓶颈。对这种情况，需要重排迭代法中的运 

算，使其充分使用局存中的数据，以提高 Cache的利用率。 

在上述CG法和PCG法的主要计算中，有的数据是每个 

计算机节点都要用到的，需要进行全局通信(如 和 的计 

算)，通信时间依赖于每步迭代中向量内积的个数，且随处理 

机台数的增加而显著增加；有的数据处于计算机本地局部存 

储器中，不需要通信(如 z“’和 户“’的计算)，这时，不需要通信 

的计算就可以与通信重叠进行，如CG法中2．3步和 2．4步 

的计算可以与 2．2步中内积(r“ ，r“’)的计算重叠进行，从而 

屏蔽通信(或部分通信)时间。 

关于稀疏矩阵向量乘的并行计算，尽管有许多文献论及， 

但它仍是分布式并行计算环境下的一个挑战。为了使通信达 

到最小和改善负载平衡，人们对稀疏矩阵提出了多种划分方 

法(如块行划分方法、二维网格块划分方法)来进行并行化，使 

矩阵在各处理机上的分布尽量做到只在邻居间通信，同时尽 

量使通信与计算重叠。 

关于内积计算的并行处理，由于内积计算需要全局通信， 

因此在分布式并行计算环境下，它成为高效计算的主要瓶颈。 

对于由P台处理机组成的并行机 ，其通信开销与P成正比。 

文[20]指出，在 Parcytec Gcel并行机上，对每行只有 5个非 

零元的 90000P阶矩阵，当处理机台数P大于 400时，内积计 

算的通信占主导地位 许多文献提出了内积计算的并行处理 

方法，其中文[Z1]提出的方法是这些方法的代表，该法的基本 

思想是：将二个分离的内积通过数学变换，用可并行执行的三 

个连续内积代替，从而减少全局通信的次数，提高计算效率， 

但可能会降低数值稳定性。文[22，23]提出了另一种并行处理 

方法，其基本思想是：重排迭代法的计算顺序，使解的校正延 

迟一个迭代步，即解的校正不必等待内积计算的完成，从而达 

到通信与计算的重叠，这样既提高了计算效率，又保持了迭代 

法的数值稳定性。尽管有了这些并行处理方法，但内积计算中 

的全局通信仍是 Krylov子空间方法有效并行的障碍，因此该 

问题的研究仍是目前的一个挑战。 (下转第40页) 
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(a)带宽分配情况：动态WRR，订购量60％ 

时间(sec) 

(b)公平性指数计算结果 

图 5 动态带宽调度克服动态负载的影响 

结论 在本文中，我们针对网络负载动态变化时多级别 

服务网络中带宽分配公平性的问题，提出了一种周期性的动 

态权值调度算法。该动态算法与具体的权值调度算法无关，计 

算过程依赖本地缓存区队列的测量值，计算开销小。实验仿真 

结果表明该算法不但可以快速地将调度权值调整到实现带宽 

公平分配的理想值，而且可以对输入流量负载(流数目)的变 

化作出有效的响应，与普通权值调度算法相比，大幅提高了多 

服务队列间的带宽分配的公平性 
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综合上述分析．在分布式并行计算环境下，Krylov子空 

间迭代法的并行化策略可归结如下： 

(1)重排迭代法中的运算，使其充分使用局存中的数据， 

以提高Cache的利用率； 

(2)将系数矩阵A按行分配到各处理机上，以尽量达到 

负载平衡； 

(3)分析数据的依赖关系，使数据分布尽量做到只在邻 

居间通信，避免全局通信； 

(4)通过数学变换，将二个分离的内积用可并行执行的 

三个连续内积代替，以减少全局通信的次数； 

(5)将校正延迟一个迭代步，使解的校正不必等待内积 

计算的完成，以达到通信与计算的重叠，从而提高计算效率。 

结论 大型稀疏线性方程组经常出现在科学和工程计算 

中，因此寻找稀疏线性方程组的高效计算方法及其并行算法 

是提高科学与工程应用问题计算效率的有效途径 本文介绍 

了 Krylov子空间方法的概念及其分类，在此基础上，研究了 

分布式并行计算环境下 Krylov子空间方法的并行算法，给出 

了 Krylov子空间方法的几种并行化策略。 
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