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基于覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵 ) 

徐菲菲 苗夺谦 李道国 魏 莱 

(同济大学计算机科学与工程系 上海200092) 

摘 要 覆盖约简是研究覆盖去冗余问题的一种有效方法。本文在基于最简覆盖的粗糙集模型的基础上，将粗糙度 

和粗糙熵的概念引入基于最简覆盖的粗糙模糊集，用来度量其不确定性程度；讨论 了它们的一些性质，并通过 实例说 

明粗糙熵比粗糙度更能精确地反映基于最简覆盖的粗糙模糊集的不确定性程度。 
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Abstract Covering reduction is an efficient way of research on simplifying covering problem．On the basis of study on 

generalized rough sets covering reduction，roughness and rough entropy are introduced tO discuss the uncertainty of 

rough fuzzy sets based on covering reduction，and their properties are established．Moreover，we give an example tO 

show that，as an accuracY measUre，rough entropy lS better than roughness． 

1 引言 

模糊集理论是美国计算机与控制专家 Zadehl】】于 1965 

年提出的刻画模糊现象和模糊概念的重要方法。粗糙集理论 

是波兰数学家PawlakE。]在 20世纪 80年代提出的用于数据 

分析的理论，是一种处理不精确、不完全和不相容数据的强有 

力工具。这两种理论尽管都是用来处理不精确信息的，但彼 

此的出发点和侧重点却有所不同，具有很强的互补性。于是， 

M．Baneriee和S K．Palc朝将两种理论融合起来，提出了粗糙 

模糊集的概念，为研究更复杂问题提供了一种理论工具。 

粗糙模糊集的要素之一是论域上的等价关系。然而，等 

价关系的要求过于严格，在一定程度上限制了粗糙模糊集理 

论的应用范围。因此，一些学者研究了一般二元关系下的粗 

糙模糊集，提出了基于覆盖的粗糙模糊集模型l_5]，从而丰富了 

粗糙模糊集理论。 

如何去刻画基于覆盖的粗糙模糊集的不确定性程度呢? 

本文在文[3，6]的基础上，将粗糙度的概念引进基于最简覆盖 

的粗糙模糊集，重新定义了基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗 

糙度，给出了它的一些性质，如正规性、单调性等。通过实例 

表明，粗糙度虽然在一定程度上能描述基于最简覆盖的粗糙 

模糊集的不确定性程度，但在某些特定情况下并不理想。因 

此，本文又给出了基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵的定 

义，例证了粗糙熵比粗糙度更能精确地刻画基于最简覆盖的 

粗糙模糊集的不确定性程度，最后得出基于最简覆盖的粗糙 

模糊集的粗糙熵随着最简覆盖的变细(知识粒度变小)而单调 

递减。 

2 基本概念 

设U为有限非空论域，记U上模糊集的全体为F(U)。 

定义2．1 E。 设(U，R)为近似空间，R为论域U上的一 

个等价关系，A∈F(U)， ，yEU，称U上的一对模糊集胜  

一 ( ， A)为粗糙模糊集，其隶属度函数为： 

卧( )一j f 4(．y) 
Yt L 

融 ( )一 P A( ) 
t Lx IR 

与 分别称为A在(U，R)中的下近似和上近似。 

显然，同一等价类中的元素对上、下近似的隶属程度相 

等。 ( )可理解为 至少属于模糊集A 的隶属程度，而 

( )可理解为 可能属于模糊集A的隶属程度。当A为普 

通集合时，RA、旦 退化为经典粗糙集定义中的上、下近似。 

为了书写简洁，本文中 ( )简记为△( )， ( )简记 

为一A( )。 

定义2．2c。] 设(U，R)为近似空间，R为论域U上的一个 

等价关系，A∈F(U3，0<p≤ 1，模糊集A的粗糙度 为 

一  

其中 表示 的旷上截集，即A_n一{ lA_( )≥a，xEU}； 

A p表示RA的 上截集，即A e一{ A( )≥ ，xEU}。 

再介绍一下关于覆盖的基本概念。 

定义2．3c 设U为论域，c足U的一个集类。如果 c 

中的子集非空且Uc—U，则称 c是U的一个覆盖，称序对 

(U，c>为一个覆盖近似空间。 

定义2．4E ] 设(U，c>为一个覆盖近似空间，xEU，则定 

义 关于(U，c>的最小描述为rod(x)一{K∈C{xEK  ̂

(VS∈C^xES^SC K=>K=S)} 

定义 2．5c ] 设 U为有限非空论域 ，C是 U的一个覆盖， 

NEC。如果K是c一{K}中某些集合的并，则称 K是c的 
一 个可约简元素，否则称 K是c的一个不可约简元素。 

定义 2．6c 设 U为有限非空论域，C是 U的一个覆盖， 

c中去掉所有可约简的元素后所得到的覆盖称为覆盖的约 
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别与智能系统、粗糙集理论、粒度计算；苗夺谦 教授，博=}：生导师，主要研究方向：人工智能、模式识别、知识发现、粗糙集理论等。 
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简，也称为最简覆盖，记为reduct(C)。 

容易验证 ]，mdc( )=rodc一㈣( )一rnd,~a ㈤Cr)，并且 

V ∈ (U)， 相对于覆盖近似空间(U，c)和近似空间(U， 

reduct(C))的上下近似是分别相等的。 

3 基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙度 

首先让我们来看一下基于最简覆盖的粗糙模糊集的定 

义。 

定义3．1 设U是有限非空论域，c是U的一个覆盖，A 

∈F(U)，则A关于覆盖近似空间(U，c)的下近似 (A)和上 

近似c(A)定义为一对U上的模糊集合，其隶属度函数分别 

为： 

(A)Cr)一inf{A( )jyE(U ( ))}， ∈U 

C(A)( )一sup{A( )jyE(U ( ))}， ∈U 

若 (A)一c(A)，则称A关于近似空间(U，c)是可定义 

的，否则称A是粗糙模糊的。 

A关于覆盖近似空间(U，C)的下近似 (A)和上近似 c 

(A)具有以下性质： 

(1)C(A)CA (A )； 

(2) (～A )一～C(A )，C(～A )一～ (A )； 

(3)C(A U磨)一C(A)UC(B)； 

(A nB)一 (A)f3c_(B)； 

(4) (U)一U， (j2『)一j2『。 

其中，～A表示A的补集，A，B∈F(U)。以上性质根据定义 

易证 。 

定义3．2 设U是有限非空论域，c是 U的一个最简覆 

盖，A∈F(U)，O<J9≤a≤1。基于最简覆盖的粗糙模糊集( 

(A)，C(A))的粗糙度 为 

一  

其中 (A)一{ j (A)(-z)≥a， ∈U}， (A)一{ l C(A) 

( )≥口， ∈U}。 

由于 (A)、C(A)是两个模糊集合，因此可以通过不同 

的截集水平得到两个精确集合 (A)、 (A)。参数a，卢的 

取值会分别影响c(A)、C(A)的相应截集中的元素个数，所 

以这样定义得到的粗糙度是和参数a，J8有关的。条件O<p≤ 

a≤1是为了确保j (A)j≤I (A)j，即』D 的非负性。 

对参数a， 的具体取值可依据实际问题而定。 

基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙度 p 具有如下一些 

性质： 

性质3。1(IT规性) 如果O< ≤a≤1，A∈F(U)，则O≤ 

J0 ≤1。 

证明：因为 (A) A c(A)，且O<a≤1，所以j (A) 

j≤{C0(A){。又因为o< a≤1，故j (A)l≤{ (A)l， 

所以j (A)I≤I (A)l，即可得O≤艘 ≤1。 

粗糙度．0 的正规性将基于最简覆盖的粗糙模糊集的不 

确定性度量归一化，使得我们能很直观地根据[O，1]区间中的 
一 个数值来判断基于最简覆盖的粗糙模糊集的不确定性程度 

大小。lD 一O表示该粗糙模糊集在参数a，卢下是可定义的 

或c(A)的 截集与C(A)的 截集均为空集； —1表示 

C(A)的 截集为空，而C(A)的 截集不为空。 
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性质3．2 若模糊集A的隶属度函数为一常数，即A( ) 
一  

． Vz∈U， 

(1)当卢≤ <a，lD冀 一1； 

(2)否则，p O。 

证明：(1)当 a， (A)一j2『且 (A)一u，所 以 

—1： 

(2)当 p≤a，co(A)一j2『且 (A)一j2『，所以 — 

0； 

当 a≤ ， (A)一u且cp(A)一u，所以 lD 一o。 

我们按照约定 一1。 

该性质表明当模糊集A的隶属度函数为一常数时，粗糙 

度．0 的取值不为 1即为0。 

性质3．3(单调性) A，叠∈F(U)，设A 届， 

(1)当 (A)一 (毋)时，有 ≤ 。 

(2)当 )一 (B)时，同样有 

≤ 。 

证明：我们只证明(1)式，(2)类似。因为A B，所以 

(A) (B)且 C(A) c(B)，故 (A) (B)， (A) 

(四)，由于 (A)一 (B)，则， 

1一 ≤1一 ： 御 。 

由性质 3．3易知，满足条件A B，并不能简单地得到 

p≤； 或 ’p≤ p，只有在一定的条件下，最简覆盖的 
粗糙模糊集的粗糙度才具有单调性。单调性使得我们只要满 

足相应的条件，就可以直接用模糊集隶属度函数值的大小来 

判断粗糙度的大小。 

4 基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵 

有了上述基于最简覆盖的粗糙模糊集粗糙度的定义，在 
一 定程度上可以用来衡量基于最简覆盖的粗糙模糊集的不确 

定性程度。但是，我们发现在某些情况下这个粗糙度并不能 

客观地反映出基于最简覆盖的粗糙模糊集的不确定性程度。 

例 对于覆盖近似空间(U，c)，U一{ ， z， 。， ， s， 

zs，z }，我们有两个知识(最简覆盖)： 

C】一{{ 1， 2}，{-z3，z6， 7}，{ 3， 7}，{ 4， 5， 6}}， 

C2一{{ 1}，{ 2}，{ 3， 6}，{ 3， 7}，{ 4，I5}，{ 6}，{X7}} 

所讨论的对象模糊集A一{0．5／x1，0．3／x2，0．2／x。，0．1／ 

z }。根据基于覆盖的粗糙模糊集上、下近似的定义，可以得 

到： 

1(A)一{0．3／：rl，0．3／：c2)， 

C1(A)一{0．5／z1，0．5／x2，0．2／x3，0．1／ ，0．1／x5，0．2／ 

6，0．2／x7}； 

C2(A)一{0．5／z1，0．3／x2}， 

C2(A)一{0．5／z1，0．3／x2，0．2／x3，0．1／ ，0．1／x5，0．2／ 

6，0．2／x7}。 

取 一O．2，a一0．3，则 

一 1一 
X l X 2 X 3 X 6

—

X 7丌一詈 ‘ l 1 ， ’ ， ’ 『l 0 

一雨Xl尝X2 X3 X6—X7丌一詈 ‘ I 1 ， ， ’ ， 
很明显覆盖c 要比覆盖C。细，而A的粗糙模糊集在覆 
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盖C 和覆盖 下的粗糙度却一样。因此有必要定义一个新 

的关于粗糙模糊集不确定性的度量标准。为此，我们引进基 

于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵。 

在引入基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵之前，我们 

介绍一下知识的粗糙熵的概念 。 

定义4．1【 设 U是有限非空论域，C是U的一个最简 

覆盖，C一{ ， ，⋯， ， }，我们定义知识的粗糙熵为 
卅 I 

E(C)一∑上 坐__log2[ [ 
i= 1 ， 

信息熵表示信源提供的平均信息量的大小，即信源提供 

的平均信息量越大，熵就越大，不确定性就越小。但从知识粗 

糙性来看，知识粗糙性越小，即颗粒越小，则不确定性就越小。 

因此，将信息熵和粗糙熵作为知识粗糙性度量，会得出相反的 

结果。然而，这两种度量标准是从不同的角度考察知识的不 

确定性，事实上是并不矛盾的。 

根据上面的定义，当且仅当C一{{．27 }，{zz}，⋯，{ }}，E 

(C)取到最小值0，这表示我们具有最大的信息量，论域中每 

个对象都可以通过知识C来区分，也就是说知识的不确定性 

程度最小；而当C一{U}时，E(C)取到它的最大值IUIlogz IU 

I，此时表示我们由该知识得到的信息量为 0，即论域中任意 

两个对象都不能通过知识C被区分，此时知识的不确定性程 

度最大。 

对前面的例子来说，覆盖 C 的粗糙熵为 
9 9 

E(C1) 寺log2 2+-~10g23+~-1og2 2+寺logz 3 1+专 
log23 

覆盖 C2的粗糙熵为 

1 9 

E(C2)=4×_专-log2 1+3×号l0g2=昔 

所以E(C1)>E(C2)。 

定义 4．2I6 设 U是有限非空论域，C 、C2是 U的两个 

最简覆盖，C1={C⋯C1z，⋯，C1 }，C2一{C21，C2 2，．”，C2 }，如 

果对于V．32 EU，．32 ∈C1f(1≤z≤ )且 五ECzf，(1≤z ≤q)，都 

有 C c2 则称最简覆盖 C。细于 C2，记为 C C2。如果 

C1 C2，并且存在3Ji EU，Cll EC1，C2f， EC2，使得37i ECll 

C2 ，则称最简覆盖C 严格细于Cz，记为c C2。 

性质 4．1[6] 设 【，是有限非空论域 ，C 、C2是 【，的两个 

最简覆盖，如果C】 ，则E(C】)≤E(Ce) 

特别地，当C1CCz时，E(C1)<E(C )。 

由性质4．1可以看出，知识的粗糙熵随着最简覆盖变细 

(知识粒度变小)而单调减小。 

定义 4．3 设 U是有限非空论域，C是 U的一个最简覆 

盖，A∈F(U)，O< ≤a≤1，基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗 

糙熵的定义如下： 

，Z(A )一 譬忸 (c) 
i 

很显然，当艘 —0时， ’ (A)一0。 

从这个定义可以看出，基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗 

糙熵大小不仅和它自身的粗糙度大小有关，还和最简覆盖的 

粗细(知识的粗糙熵的大小)有关 。 

这样，对前例 中，在覆盖 C 下， 
一  一  1 0 0 

E}’ (A)一 E(C1)一寺×(号+昔log23)--0．896 

在覆盖 C 下， 
一  一  1 0 0 

’ (A)一 肼忸(c2)一÷×一号-一 

很明显 

ta(A )> ，Z(A )。 

显然，基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵比粗糙度更 

能准确地反映基于最简覆盖的粗糙模糊集的不确定性程度。 

性质 4．2 设 U是有限非空论域，C 、Cz是 U的两个最 

简覆盖，A∈F(U)，如果 C1CCz，则 Eli (A)< (A)。 

证明：V 5cEU， 

mdc ( )一{K∈( f ∈K  ̂

(VSEC2̂ 5c∈S^S K： K—S)}， 

rndc
、 ( )一{K∈C1 I 5cEK  ̂

(VS∈C1̂ xEŜ S K K—S)}，因为 C1 C2，所以 

rnde Crnd ( )，根据基于最简覆盖的粗糙模糊集的下近似 

定义 (A)( )一inf{A( )IyE(Umd(x))}，所以 (A)≥ 

C (A)；同样，根据基于最简覆盖的粗糙模糊集的上近似定义 

C(A)( )一sup{A( ){yE(Umd( ))}，所以Cl(A)≤Cz 

(A)；根据基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙度的定义，任取 

o< ≤a≤1，都有 10；_． ≤ 10夤． 。又根据性质 4．1，可得E(C ) 

<E(C2)，所以 Elj’p(A)< (A)。证毕。 

性质4．2表明，基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵随 

着最简覆盖的变细而单调减小。 

结论 经典粗糙集理论认为知识具有颗粒性，即知识是 

粗糙的。知识粒度越大，就越粗糙，信息含量就越少，则不确 

定性就越大。粗糙度作为粗糙集的不确定性的一种度量已被 

广泛研究，而基于覆盖的粗糙模糊集模型是经典粗糙集理论 

的推广。本文将粗糙度的概念引入基于最简覆盖的粗糙模糊 

集，讨论了它的一些相关性质。通过实例表明了基于最简覆 

盖的粗糙模糊集的不确定性不仅与其本身粗糙度有关，同时 

与知识的不确定性有关，即仅靠粗糙度并不能很好地反映基 

于最简覆盖的粗糙模糊集的不确定性程度。因此，我们将知 

识的粗糙熵和基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙度结合，给 

出了基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵的定义。通过比较 

说明了基于最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵能更有效地刻画 

基于最简覆盖的粗糙模糊集的不确定性程度，并论证了基于 

最简覆盖的粗糙模糊集的粗糙熵随着最简覆盖的变细(知识 

粒度变小)而单调递减。 
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