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摘 要 对经典的四点细分格式进行推广，提 出了可通过对形状参数的适当选择 来实现对极限曲线形状调整和控制 

的四参数四点细分曲线造型方法，并把该方法扩展到曲面上，对其连续性和收敛性进行了分析。把四参数四点细分法 

运用于山地模拟，由于其中四个参数选取的灵活性，可对生成的地形形状进行适当的调整，生成比较丰富的地貌形状。 

细分方法具有多尺度特点，所以可对地貌进行细节描述。试验证明能够较好地生成模拟山地地形，为山地地形模拟仿 

真提供 了一种有效的方法。 
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Abstract This paper extends the classical 4 point interpolating subdivision scheme．and brings forward a new 4-point 

subdivision scheme with four parameters for curve design，which can be controlled by choosing these four parameters 

appropriately．At the same time，we expand it to surface design．The sufficient conditions of the uniform convergence 

property and continuity properties of the subdivision scheme are proved．It can generate expectable terrain shapes using 

4 point subdivision scheme with four parameters in terrain simulation． Through selecting four parameters flexibly，we 

can adjust generating terrain shape suitably and produce ample physiognomy shape．We can describe physiognomy de 

tail because subdivision scheme has multi-scale character．The method can generate terrain simulation preferably and of 

fer an effective scheme for terrain simulatiorL 
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1 引言 2 四参数四点细分法 

细分法是计算机辅助几何设计和计算机图形学中一个重 

要的研究课题，是曲线曲面造型中的一类很有效的方法，其处 

理过程比较简单、速度快、生成的曲线曲面光滑性较好，因而 

得到了广泛的重视。如经典四点法[1 是一种单参数插值型细 

分曲线造型法，极限曲线可以达到 C 连续。曹沅_2]研究了四 

点插值细分算法的连续性，得到了一个极限函数具有二阶导 

函数的充分必要条件及二阶导函数的解析表达式，并将结果 

推广到曲面的情形。Hassan[钉提出了ternary四点插值细分 

法，生成的曲线达到 连续。金建荣等[4 ]对四点法进行了 

研究，并取得一定的成果。三参数四点法[10_是对经典四点法 

的推广，引入包含 3个形状参数，增加了对极限曲线的可控 

性。 

本文进一步扩展了三参数四点方法，提出了四参数四点 

细分方法，给出了极限曲线C0到C 连续的充分条件，并把该 

方法扩展到了曲面上，提出了用四参数四点细分方法进行山 

地模拟。该方法能较容易地控制极限曲面形状，运用几何纹 

理生成对表面进行修饰，通过更新材质、光源和光照模型属性 

控制网格曲面的显示精度，显示真实感。试验证明，该方法能 

够较好地生成模拟山地地形，为山地模拟提供了一个简单、有 

效的方法。 

给定初始有序控制顶点集 尸。一{ ) z， ∈ ，设 

一 { ) 为第 m次细分后的有序控制顶点集，递归地定 

义{．F甲 ) D—I-一-12” 。女口] ： 

fP ’=APT-1+(1一 一 )P + 毋 l，一1≤ ≤2 +1 

1 l 车j一÷( +尸 )+2 ( +d~"
- -1)，一1≤≤ 2 

(1) 

其中 一 一[vP?-1+(1一 )路  ](一1≤ ≤2 +1)， 为 

偏移参数，在(O，1)上取值； 为张力参数，表示的是新点 

PZ辊靠近两点 P ，毋  构成的边的程度；第 m+1层的新点 

¨偏移第m层点P 的程度与参数 ， 有关。要求：如果 

， 不同时为零，要求这两个参数的范围是O≤ ≤1，O≤ ≤ 

1，O-<A+be~l；如果同时为零，那么细分算法中生成的偶数点 

方法就退化成经典四点细分方法中偶数点的生成算法。显 

然，经典四点插值细分法是该法当v=O．5， 一 —O时的一个 

特例。我们称(1)式表示的细分方法为四参数四点细分法。 

适当选取这 4个参数的值，可以使极限曲线有较好的光滑性， 

可以使曲线在一定的范围内变化。如果这 4个参数选取不 

好，可能会使得极限曲线产生分形现象。图1给出四个参数 

的几何意义。 

*)西北工业大学研究生创业种子基金(No．Z20030052)。赵宏庆 博士研究生，主要研究领域为 CAGD、CG、逆向工程 ；彭国华 博士，教授，主 

要研究领域为 CAGD、CG、逆向工程等；叶正麟 教授，博士生导师，主要研究领域为 CAGD、图形与图像处理。 
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图 1 偏移参数 ， ，张力参数叫及参数 的几何意义 

由细分规则和文[1O]知， 

3一--2~(1--v)，d一2= ，d～1一寺+203v，口o=1--),--,u， 

1 一 ~-+203(1一 )。口2= ，啪一--2~v 

故细分法的生成多项式为： 

(z)一[一2∞(1一v)]z—a+ z—z+(--12+203v)z一 + (1一 

--／~)z。+[÷+2cu(1一 )]z + z。+(--2~v)z。 

mask为口一{ )一[⋯，O，0，--2~(1--v)。 ， +203v，I--A-- 

，÷+2叫(1一 )， ，--203v，0，0，⋯] 

显然，口满足勖zJ一 2i+ =1，即保证了与初始有序控制点集 

的均差序列相应的细分法 S 的存在性。 

2。1 收敛性分析 

设聊 对应的参数为 关于四参数四点细分法的收敛 

性，有如下结论： 

定理 1 四参数四点细分法是一致收敛的充分条件是： 

如果参数 、 、73及叫满足 

max{l--2~vl+l寺--),+203--403vl+l 2叫+ ～2 l。 

J；t+g03vl+J告一203一／~+403vl+l一2cu(1一 )1)<1 

则四参数四点细分法是一致收敛，即存在唯一紧支集的连续 

函数S。。P0∈C。[O， ]为其极限函数。 

证明：细分法的生成多项式为： 

口(z)一[一2 (1一 )]z一。+ z一。+(--~-+203 )z一 +(1一 

--／~)z。+[÷+2叫(1一 )]z +Az2+(--2o~v)z。 

一z—a[～2cu(1一 )+ z +(丢+203v)z。+(1一 — 

) +(专+203(1--v))z +Az +(--203v)z。] 

=z (1+z)[(--203v)z +(A+203v)z +(百1+203-- 

A--403v)z。+(÷--203--,u+403v)z +(203+,u--203v) 

一 2叫(1一 )] 

叉专Of(1)( 专 (z) 
=z E(-g03v)z +(；t+203v)Z4+(÷+203--,~-- 

4o~v)P+( ／一203--／~+403v)z +(203+~--203v) 
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z 一203(1一 )] 

d“ ：{口j”)=2[⋯，o，0，--203(1一 )，203+／~203v，÷一 

203--／~+4叫 ，÷ +203--,1--403v· +2c删，一2coy，0， 

0，⋯] 

因此当fl÷s ll == max{∑l口 l，∑ln 1) 
厶 } f 

max{l--2~vl+l l_一,1+203—403vl+l 203+~--203vI， 

lA+203vf+l{--203--／~+403vl+l--203(1-- )1)<1 

时，由文[1O]知，细分法S一致收敛，即存在唯一紧支集的连 

续函数 P。∈C0[()，”]为其极限函数。 

2．2 四参数四点细分法的连续性分析 

关于四参数四点细分法的连续性，我们得出如下结论。 

定理2 四参数四点细分法是C 连续的充分条件是：如 

果参数 、 、 及 满足 1 max{4(J一203
．

)73 J+l 1—2A+2叫一 

803vl+f--203+203v1)，4(1 +4cu f+l一 一4叫+ +1203v 

1)}<1 

且当 一 +4叫一8叫 =O时，有 尸0∈c1[O， ]，则四参 

数四点细分法是 c 连续的 

证明：因为 

专a (z)一专( )2G(z)一 1( ) (z) 吉 
( ：)2z一 (1+z)[(一2叫 )z +(；t+403v) 

+(寺+203--2A一803v)z。]+(2 一 一4cu+ 

12o~v：)z+(一203+203v)~=2z叫[(一2 ) + 

( +403v)z。+( 1+203--2,1--803v) +(2 一 

--

403 1203v)z+(--2叫+2叫 )] 

其中 一 +4叫一8叫 O，所以有 

口诬 ：{ )=4【二⋯，0，0，一2 +2cu ，2 一 一4cu+1203v， 

1+203-2),-- 803v， +4叫 ，--203v。0，0，⋯] 

因此当 

ll吉sz ll =丁1 max{ la J， a跨牟 )一 1瑚x{4(1— 
203vl+l÷--2,1+203--8(u l+I一2cu+203v 

J：·。4(1 +403v J+l一 一4cu+2 +1203v1)) 

<：1 

时，由文[1O]知细分法 S1一致收敛，知 P0∈ [O， ]，即 

四参数四点细分法是c 连续的。 

定理 3 四参数四点细分法是 连续的充分条件是：如 

果参数 、 、 及参数叫满足 

吉max{8(1—2037．)【+0 1—3 +203--1403v1)，8(1A+6cu 
l+l一2叫+203v1))<1 

且当／~--9,+403--803xJ=O，一 1一 一4叫+5 +24cu =O时，则 

四参数四点细分法是 C。连续的 

证明：过程略。 

图2给出初始控制多边形给定的条件下，选择 4组不同 

的形状参数时极限曲线的图形，图上给出了参数 、 、口、叫的 
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取值，极限曲线n，6分别是C ，C 连续的。 制网。4个参数的大小应根据地形的整体起伏程度选取。考 

虑到最终逼近地形产生的曲面网格数据量 比较大，可将细分 

的深度控制在合适的范围内。 

3)最后，利用纹理映射对表面进行修饰，利用光照模型真 

实感显示。真实感显示技术的关键是 3D成像与投影、材质 

模型、光照模型、光源模型和真实感图形显示算法。 

c ：。， ：。， ： 1， ： cb 一去， 一击， 一吉， 一 5 

图 2 四参数四点细分 

3 曲面四参数四点细分法 

3．1 细分规则 

将四参数四点细分方法推广到张量积曲面的情形。设初 

始控制网格为( +4)×( +4)矩形 网格。细分规则实际上 

由两步构成：第一步为先对网格的行四参数四点细分一次；第 

二步在前一次细分的基础之上对新网格的列进行四参数四点 

细分一次。对行、列分别细分后，得到了一个新的更细的网 

格。细分无限进行下去，网格最终收敛到一张极限曲面。 

3．2 拓扑结构建立 

设初始控制网格为( +4)×( +4)矩形网格，采用 1—4 

四边形分裂算子生成新网格拓扑。由细分规则可知 ，新顶点 

分为3类：面点、边点、角点。对于面点，我们知道每一个四 

边形面对应产生一个新面顶点，有 4×4个顶点。根据新边点 

规则，先按行(列)产生新行(列)边点，再对产生的新行(列)边 

点按规则生成新列(行)边点而得到。 

所以拓扑结构建立的连接规则为； 

1)连接每一个新面点与周围的新边点； 

2)连接每一个新角点与周围的新边点。 

易知，对(n+4)×( +4)矩形网格做一次曲面四参数四 

点细分，可以得到加密的(2n+4)×(2m+4)矩形网格。 

4 山地模拟算法步骤 

首先，选用“四参数四点细分法”及相关的“形状参数”对 

初始控制网格不断加密，使产生的曲面网格逼近所希望的形 

状。其次，通过以下步骤产生地表细节： 

1)使用几何纹理生成对表面进行修饰； 

2)在定义场景的GI 光照中，通过更新材质、光源和光照 

模型属性，控制网格曲面的显示精度，真实感显示。 

该方法有效、实用且简单。其优点是地形容易控制，模拟 

地表纹理较为真实、丰富，可得到具有不同地貌特征的地景， 

效果是令人满意的 四参数四点细分法运用于山地地形的仿 

真，可以产生预期的地形形状。 

算法实现的基本步骤可概括为以下3步： 

1)标准化初始数据。将离散采样点(原始数据点)转化为 

控制地形初始形状的矩形拓扑网格上的点列 ，即得到初始控 

制顶点集{ )，i=0，1，⋯，n， 0，1，⋯，n。按 i方向和J方 

向顺次连接，构成初始控制网。 

2)选取合适的4个参数，将网格不断细分。根据最终要 

求，选取合适的参数，用四参数四点细分法将初始控制网不断 

细分 对初始控制顶点集的细分可采用先对 i方向细分，再 

对j方向细分；或先对J方向细分，再对 i方向细分的原则。 

可以证明，通过以上加密过程得到的曲面与细分方向的顺序 

无关。细分到一定深度，便得到产生地形整体形状的加密控 

实际算例 

5．1 算例 1 

图3给出了地形模拟的算例。在初始网格给定的情况 

下，我们对初始网格进行了4次细分，其中4个参数的值分别 

为 一 ， 一 ， 一吉， 一面3。对细分生成的曲面加上了 
纹理图形，使得造型的结果更加逼真。从造型的结果来看，造 

型结果比较平缓，生成的山地图形比较有真实感。 

a)初始网格 b) 细分四次加纹理图形 

图 3 平缓山地模拟 

5．2 算例 2 

相对于例 1我们给出下面的细分算例 2。即在相同的初 
1 1 1 

始网格(不同视角)、不同的细分参数( ， 一 ， 一号， 
1 

一 ÷)情况下，给定相同的细分次数(4次细分)，生成了不同 

的山地造型结果。从造型的结果上来看，生成的图形 4相对 

于例 1山峰更加尖挺，能够表现出险峰峭壁的造型。 

a) 初始网格 b) 细分四次加纹理图形 

图4 尖锐山地模拟 

并不是参数在取所有值的时候生成的山地图形是有效 

的。在相对于满足给定定理的条件下，在细分次数给定的情 

况下能够生成较为平缓的山地地形。而要想设计出满足具有 

一 定尖锐条件的山地造型，参数的选取就不局限于给定的定 

理中的范围，我们就要适当地调节细分参数，使之能够满足要 

求。根据实践经验我们得出，一般情况下，在给定的细分网格 

固定的情况，对初始网格细分 4次左右就可以生成满足条件 

的目标图形。而且，细分参数一旦给定，那么极限图形是固定 

的。该算法简单、实用造型效果好、效率比较高，可以应用到 

快速造型中去。 

(下转第 259页) 
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任务数代替负载量)，对几类策略进行比较(表4)。 

表 4 几类策略的比较 

单次通 单次通 总计均 均衡程度 

信量 信时间 衡次数 指标 D(k) 

自适应契 O(
n) O(1) m O(1／n2) 约策略 

局部策略 ()(1)～()(n) O(1) O(1)～O(m) O(n12／n2) 

基于抗衰 ()(
n) O(1ogn) O(1ogm) O(1／n2、[注] 

均衡策略 

注：实际为O(u2／n2)~O(1／n。)“一 ／K为常数。 

将基于抗衰均衡策略和自适应契约策略进行比较，单次通 

信量、总计通信时间(等于单次通信时间*均衡次数)相当(在 

时此指标也明显占优)，总通信量大大少于后者，即系统 

开销优于自适应算法；系统均衡程度虽不及自适应算法，但 D 

(是)仍在同一数量级上，表示确实得到了有效的均衡。 

局部策略本身情况相对复杂，这类策略受到系统特性的影 

响很大，在开销这一指标上难以直接比较。一般来说，对于自 

身负载普遍较低的系统，局部策略的均衡次数、通信量都较小， 

最理想的情况下趋近于 0；而对于负载较高的系统，局部策略 

发起均衡的次数会明显上升，某些极端情况下甚至逼近无穷 

大。不论哪种情况，基于抗衰均衡策略的开销都是相对稳定 

的，前一种情况是局部策略占优，后一种情况则反之。在系统 

均衡程度上，基于抗衰的均衡策略是明显优于局部策略的。 

综合来看，基于抗衰思想的负载均衡策略部分吸收了两类 

分布式策略各自的优点，在全局均衡以及减少开销间取得了一 

定的平衡，初步达到了前文所提到的目标 

结束语 我们讨论了一种基于软件抗衰的分布式动态负 

载均衡策略，通过结点自身状况和有限的通信来推测系统的均 

衡情况以及发起均衡的时机及范围，部分解决了分布式负载均 

衡策略中全局性和效率性不能兼顾的问题。但是，我们提出的 

具体算法适用范围有限，对系统和负载特性有一定的要求。此 

外，对任务迁移树的设计等问题尚未进行更深入的研究 在以 

后的实验和研究中，我们会不断对策略本身和具体算法进行进 

一 步的完善。 
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结论 本文提出四参数四点细分方法，给出了 到 连 

续的充分条件；在理论上证明了采用本文的方法可造型满足高 

阶光滑的曲线，并把该方法推广到曲面造型上。利用该方法进 

行山地模拟，用曲面网逼近地形的整体形状，然后控制最终曲 

面网格的显示精度，结合有效的纹理生成技术，真实感显示地 

表细节。充分利用细分方法中参数可以取不同取值，递归产生 

曲面，从而产生具有不同地貌特征的地形。该方法有效、实用 

且简单，效果是令人满意的，为山地造型提供了一种新的方法 
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