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对代数观 Rough集理论的信息观解释 ) 

龚 勋1．。 王国胤 

(西南交通大学计算机与通信工程学院 成都610031) 

(重庆邮电学院计算机科学与技术研究所 重庆400065) 

摘 要 Rough集理论的代数观点和信息论观点在不相客决策表q-的不等价性导致了这两种观点得出的结论不一 

致。我们研究了使这两种观点等价的条件，定义一种新的决策表信息熵计算方法，在此方法的基础上给出了Routh集 
理论代数观的一种新的信息观解释，并证明了这种新的信息观与代数观是等价的。新的信息观定义为寻找高效的知 
识约简算法奠定了基础。 
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Illustrating the Algebra View of Rough Set Theory with Information View 
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Abstract The inequality between algebra view and information view of rough set theory lcads tO the different result 
from the inconsistent decision tabl~ Firstly，the differences between the two kinds of the views are studied．Moreover， 

a new entropy calculation method for decision table is proposed in this paper．Based on this method，a new information 
view that could comprehensively illustrate the algebra view iS introduced．and more efficient algorithms of knowledge re— 
duction will be developed on the base of the new information view which is proved equals tO the algebra view． 
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1 引言 

由波兰学者Pawlak教授提出的粗糙集理论是分析和处 

理不一致、不完整、不精确信息系统的有力工具_1]，近年来在 

机器学习、数据挖掘、智能控制等多个领域得到了广泛的应 

用。Rough集理论存在代数观和信息观两种观点，分别从不 

同的角度描述 Rough集理论。代数观的核心思想是在保持 

分类能力不变的前提下，通过知识约简导出规则，也就是通过 

不可辨识关系和集合包含关系定义知识的粗糙性。而信息观 

则是从信息论的角度用信息熵来讨论知识的粗糙性 

Rough集理论的信息观和代数观在不相容决策表中是不 

等价的_2 ]，这种不等价根源于决策表中的不相容信息。具 

体地说，信息观考虑了决策表中不相容部分相互间的信息，而 

代数观却忽略了这部分信息[6]。因此，要让信息观同代数观 
一 致，或者让代数观同信息观一致，就需要对这部分信息进行 

取舍。 

本文考虑用信息观来解释代数观，即让信息观同代数观 
一 致。正因为代数观方法忽略了决策表中不相容部分的影 

响，为了得到与代数观一致的结论，我们提出一种基于正域的 

重组分割方法把决策表中不相容子块分开，从而避免了在不 

相容子块合并时对信息熵的影响；为了建立子决策表与原始 

决策表之间的联系，我们用一种新的决策表信息熵计算方法 

重新定义了属性重要性、决策表属性必要性、属性约简、核属 

性，并证明了这些定义与代数观是一致的。 

2 基本概念 

关概念进行简单介绍。 

2．1 信息表知识表达系统概念 

定义 1(信息系统)_5 信息系统 S可以表示为S一(U， 

R，V，_厂)，L，是对象集合，称为论域；R—CUD，C是条件属性 

集合，D是决策属性集合；V—UVr，是属性值的集合；／：L，× 

R—V是一个信息函数，它指定L，中每一个对象 的属性值。 

定义2(决策表)[ ] 决策表是一个信息系统s一(L，，R， 

V，厂)，R=CUD是属性集合，子集 c和D分别称为条件属性 

集和决策属性集，D≠j2『。 

2．2 代数观相关概念 

定义3(上、下近似集)[5] 给定决策表信息系统 s一(L，， 

R， ，厂)，对于每个子集X L，和不分明关系B，X的下近似 

集和上近似集可以分别定义为：B一(X)一U{Yi l( ∈L，l 

IND(B)AYi X))，B (X)一U{Y l(y ∈L，l JND(B)AY 

nX≠{6))，其中，L，lIND(B)={Xl(X L，A V ∈x． ∈x，6∈B(6 

( )一6( ))))是不分明关系B对L，的划分 

定义4(分类质量)[ ] 设集合族F一{X ，Xz，⋯， )(L， 
一 U 1Xi)是论域 L，上定义的知识，B是一个属性子集，定义 

B对F近似分类的质量为r (F)为：rB(F)一 1 IB一(Xi)I／ 

l L，I。 

定义5(属性重要性)[ ] F是属性集D导出的分类，c 

是条件属性集合，D是决策属性集合，且ACT．C，则对于任意 

属性 a∈C—A的重要性 SGF(口，A，D)定义为：SGF(Ⅱ，A，D) 

= u㈦(F)一rA(F)。 

这表示当我们在属性集 A中增加属性a对F近似分类 

的质量的影响。 

为了便于叙述，这里先对文中涉及到的Rough集理论相 定义6(属性必要性)Is] 设L，为一个论域，P、Q为L，上 

*)资助项目：国家自然科学基金(No．60373111)、教育部新世纪优秀人才支持计划、重庆市自然科学基金重点项目、重庆市教委科技计划项目 

(No．040505)。萎 勋 博士生，主要研究领域为人工智能、模式识别等；王国胤 博士，博士生导师，主要研究领域包括 Rough集理论、神经网 

络、机器学习、数据挖掘等。 
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两个属性集合，若POSp(Q)一POS尸 }(Q)，则称r为P中相 

对于Q可省略的(不必要的)；否则，称 r为P中相对于Q不 

可省略的(必要的)。 

定义7(独立性)[ ] 设U为一个论域，P、Q为U上的两 

个属性集合，若 P中的每一，．都是P中Q不可省略的，则称 

P为(相对于)Q独立的。 

定义8(约简)嘲 设U为一个论域，尸、Q为U上的两个 

属性集合，若P的Q独立子集S(SCP)有 Pl s(Q)=POSe 

(Q)，则称s为P的Q约简。 

可以记P的所有Q约简属性集为REDQ(P) 

定义9(核属性)L5] 设U为一个论域，P、Q为U上的两 

个属性集合，P的所有Q不可省略原始属性集合称为P的Q 

核，记为∞ RE0(P) 

利用属性必要性及核属性定义，可以得到以下命题： 

命题 1嘲 属性a∈∞ RE(c)当且仅当a是必要属性 

2．3 信息观相关概念 

定义10(知识概率分布)L5] 设P、Q在U上导出的划分 

分别为X、y(X={X ，x2，⋯， }，y一{YI，Y2，⋯， })，则 

P、Q在U的子集组成的 代数上的概率分布为： 

IX"P =[ ，=== ，]， 

[ ㈨ ] 
其中p(X1)；IX I／IUl， 1，2，⋯， ，户(vj)：l yJ{／{Ul， 

1，2，⋯ ，m 

有了知识的概率分布定义后，根据信息论就可以定义知 

识的熵与条件熵的概念。 ’ 

定义 11(信息熵)嘲 知识(属性集合)P的熵 H(P)定义 

为：H(P)一一
．

p(Xi)log(p(Xi))。 

定义 12(条件熵)[ ] 知识(属性集合)Q(U l IND(Q) 

(y。，y2，⋯， })相对于知识(属性集合)P(U JIND(P)一 

{X ，x2，⋯， })的条件熵 H(QlP)定义为： 

H(QlP)一一 户(x)暑户(yJ lx)log(p(yJ lx )) 
其中，P(y，Ixi)=Iy，nX l／l x I， =1，2，⋯， ，J一1，2，⋯， 

我们对定义 l2中的条件熵公式进行分解，记 DH(Q， 

{x})一一 户(yJ lXi)log(p(yJ lxi))，故 H(QlP)可以记 

为：H(QIP)一∑ (X )DH(Q，{X })。 

3 基于正域的决策表重组分割方法 

决策表中不相容部分信息相互间产生的条件熵是导致代 

数观与信息观不一致的根源。我们通过把存在不相容信息的 

决策表进行基于正域的重组分割得到一系列子决策表，把不 

相容等价类分开，从而在每个子决策表中避免了不相容信息 

对条件熵计算的影响。 

下面，首先给出正域、负域在信息观下的定义。 

3．1 信息观下的正域与负域 

定义 13(信息观下的正域) 设U为一个论域，P、Q是U 

上的两个属性集合，设P、Q分别对U导出的划分为UI JND 

(P)一{X1，x2，⋯， }，Ul JND(Q)一{Y1，Y2，⋯， }，Q的 

P正域记为IPOS (Q)，正域定义为：IPOSp(Q)一U fX f p 

(Xi)DH(Q，{X})一O}，1≤ ≤ 

定义 14(信息观下的负域) 设U为一个论域，尸、Q是U 

上的两个属性集合，设 P、Q分别对U导出的划分为Q的P 

负域记为 INEGP(Q)，负域定义为：INEGp(Q)一U＼IPOSp 
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(Q)。 

命题2 IPOSp(Q)=POSp(Q) 

证明：(1)取 xf∈Ul JND(P)，1≤ ≤ ，且 户(X )DH(Q， 

{X }) O，即--p(X )∑户(yJ lx )log(p(vj l x，))一0。假设 

x POSP(Q)，那么一定存在 yJ， ∈Ul IND(Q)，使得 yJ 

nX ≠』2『，y n x，≠X， n x，≠』2『， nX ≠X ，故 O<p 

(yJ I x，)<1，o<户(Yk lX )<1，所以-p(yJ{xJ)log(p(yJ l 

x ))>O，-p( lxi)log(p(Yk lX))>O。 

又根据函数--p(x)log(p(x))的非负性可知，--p(Xi)∑ 

户(yJ{X )log(p(Yj IX ))>O，与条件相矛盾，故 X~POSe 

(Q) 

(2)对任意X ∈Ul fND(P)，1≤i≤ ，X POSp(Q)， 

故存在yJ∈U{IND(Q)，1≤ ≤tlr'l，使得 X yJ，即p(yJ l 

x )一1，而对于任意k6[1，m]，且 愚≠ ，都有X n —jz『，即 

p(Y lX)一0。所以， 

p(X )DH(Q，{X。})一一户(X )∑户(yJ{X )log(p(yJ l 

X ))=(-p(X )p(Yj l xi)log(P(yJ l X )))+(一P(X ) 

． ，

p( lx)log(p(Yk lXI)))一。 

根据 1，2可知，JP0SP(Q)一POSp(Q)。证毕。 

命题3 J 陋GP(Q)一NEGp(Q) 

证明：根据 P0Sp(Q)、NEGe(Q)的定义及命题2，本命题 

显然成立。 

3．2 基于正域的重组分割 

利用信息观下正域、负域的概念，下面给出决策表基于正 

域的重组分割方法描述 

S 

U b d 

1 1 0 l 0 

2 0 l 0 l 

3 0 0 0 0 

4 0 0 0 l 

5 0 0 0 l 

6 0 0 0 l 

7 0 0 l l 

8 0 0 l 0 

9 0 0 l l 

S 

U a b C d 

l l 0 l 0 

2 0 l 0 l 

3 0 0 0 0 

4 0 0 0 l 

5 0 0 0 l 

6 0 0 0 l 

7 0 0 l l 

8 0 0 l 0 

9 0 0 l l 

图1 决策表 S 

基于D的C正域 ／ 

重组分割 、、 

S1 

U b d 

1 1 0 1 0 

0 1 0 l 

3 0 0 0 0 

4 0 0 0 l 

5 0 0 0 l 

6 0 0 0 l 

U b C d 

l l 0 l 0 

0 l 0 l 

7 0 0 l l 

8 0 0 1 0 

9 0 0 l l 

图2 对决策表 s进行基于D的C正域重组分割 

决策表 S <U，R，V，，)，P、Q是论域U上的两个属性集 

合，记 IPOSP(Q)I IND(P)一{X 1，X ，⋯，X )，INEG,,(Q) 

lIND(P)一{ 1， --， )，令 Ui— UIPOSP(Q)，得 
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到t个子决策表，S 一(U ，尺， ，l厂)，其中，l≤ ≤t，这种分割 

方法称为对决策表s基于Q的P正域重组分割。 

特别地，当P—C，Q—D时，称为决策表 s基于D的c 

正域重组分割。 

例 1 对图l的决策表S进行基于D的C正域的重组分 

割，其中条件属性 C {口，6，c}，决策属性D {d}。 

易知 IPOSp(D)={1，2)，INEGp(D)一{3，4，5，6，7，8， 

9}。 

条件属性C对负域的划分为：INEGe(D)l IND(c)一 

{ l， z)一{{3 4 5 6)，{7 8 9))。 

所以，Ul一 lUIPOSP(Q)一{l，2，3，4，5，6}，uz— 

UIPOS (Q)一{1，2，7，8，9}。分割结果如图2所示。 

4 信息观新定义 

对决策表进行基于正域的重组分割后，如何从子决策表 

得到原始决策表相关信息，是一个十分关键的问题。本节提 

出信息观下条件熵的一种新的计算方法来建立二者的联系， 

并以此为基础对信息观下的相关概念进行重新定义。 

4．1 一种新的决策表条件熵定义 

设 s一<U，尺， 厂)是一个决策表，P、Q是U上的两个属 

性集合，对S进行基于Q的P正域重组分割，得到 t个子决 

策表S 一<Ui，尺， 厂)，(1≤ ≤￡)。令 IPOSP(Q)i JND(P) 
： {X t，X 2，⋯，X }，INEGp(Q)iIND(P)={ 1， ，⋯， 

，}，则 Ui=j，， UIPOSP(Q)。 

在子决策表 s 上，P、Q是U 上两个属性集合，设 P、Q 

分别对U 导出的划分为U，fIND(P)一{xi，xz，⋯， }，U i 

IND(Q)一{Y1，Yz，⋯， }。s 上知识Q相对知识P的条件 

熵记为 
．

(QiP)，Hs (Q}P)一一 ∑声( )
． 

声( i )log 

( (Yk}X ))。同定义 l2，对 Hs (QlP)分解，记为：H量(Ql 

P)一∑ (XJ)DHi(Q，{ })，其中DH (Q，{xJ})=一 P 

(Yk iXj)log( (Yk}X】))，1 ≤ ，l≤ ≤￡。 

命题4 对决策表s进行基于D的P正域重组分割，则 

Hs (Q{P)一声( )DH (D，{ })。 

证明：根据信息观下正域的定义可知正域的条件熵为0， 

显然上式成立。 + 

命题4说明，在子系统s 中，条件熵 ．(QiP)完全是由 

不相容分块产生的。 

定义 15(决策表新的条件熵定义) 对决策表s进行基 

于Q的P正域重组分割，则Q相对P的条件熵记为Hs(Qi 
f 

P)，定义为：Hs(QIP)一∑Hs(QiP)。 

定义 16(属性重要性) 设S一(U，尺， ，，)是一个决策 

表系统，U是论域，尺一CUD，C是条件属性集合，D是决策属 

性集合，对于任意属性口相对C一{口}的重要性 SGFs(口，C一 

{口}，D)定义为：对决策表 s进行基于Q的P正域重组分割， 

SGFs(口，C一{口}，D)=Hs(DiC一{d})一Hs(DiC)。 

4．2 基于新决策表条件熵的一些判定定理 

引理 1 对决策表 S进行基于D 的P正域重组分割，生 

成t个子决策表，属性集 P C，V r∈P，则有： (D{P)≤ 

Hs(DiP一{r}) 

证明：由于合并划分块，决策表的条件熵呈递增性睇]，由 

此可知： 
．
(DiP)≤Hs．(D{P～{r})，其中l≤ ≤￡。 

故由定义15可知，Hs(DlP)≤Hs(DiP一{r}) 证毕。 

引理 1说明随着条件属性的减少，基于正域重组分割的 

决策表条件熵单调上升。 

根据上一节决策表新的条件熵定义，可以得到以下几个 

判定定理。 

定理 1(属性必要性) 设 S一(U，尺， ，／’)是一个决策 

表，L，是论域，R=CUD，C是条件属性集合，D是决策属性集 

合，条件属性集合 P C，对于P中任意属性r相对于决策D 

是不必要的，其充分必要条件是：对决策表 s进行基于D的 

P正域重组分割 ，Hs(D『P)=Hs(DlP一{r))。 

在证明定理 l之前，首先引入文[4]中的一个定理： 

定理 2c 如果 H(DiAU{n})一H(DiA)，则 P( 【̂ 

(F)一P(_)sA(F)。 

下面来证明定理 1。 

证明：对于相容决策表， (D『P)一H(DiP)，文[2]已 

经证明。下面仅对不相容决策进行证明。 

令 IPOSP(D)l IND(P)一{X l，X 2，⋯，X }，INE(；IJ 

(D)i IND(P)一{ l， 。，⋯， ，}，对 S进行基于D 的P正 

域重组分割，得到t个子系统S 一(U ，尺， 厂)(1≤ ≤f)，其 

中，U 一 jUIPOSP(D)。 

(1．充分性)Hs(DiP)一Hs(DiP一{r}) 

由引理 l条件熵的递增性可知： 

Hs(DlP)一Hs(Dlp--{r})目H (DlP)一Hs(DlP一 

{r})，其中1≤ ≤￡。 

由定理 2，显然POSP{r1(D)=POSP(D)，从而在代数观 

下属性r相对于决策D是不必要的。 

(2．必要性)r相对于决策D是不必要的，在代数观的定 

义下，即：P(： P (D)一P()SP(D)。 

对任意 s ，由命题 4可知， 

地 (DjP)一声( )DH．(D，{ }) (1) 

设 IPOSP(D)i JND(P一{r})一 {Y1，Y2，⋯，Ys，}，易知 

X’ {<P一 r＼ 一X {P—X 

故 ．(DiP一{r))一声( ．)DH (D，{ ))+2p(g~) 
’ J l 

DH．(D，{yI}) 

因为 POSP )(D)一 POSP(D)，故 IPOSp一 ，)(D)一 

IPOSP(D)。由正域的信息观定义可知，∑P(yJ)DH (D， 

{y，})一O，故 

Hs(DlP一{r})一Hs．(DiP)一 ( )DH (D，{ }) 

(2) 

由(1)、(2)式 Hs(D p)一Hs(DiP一{r})。 

综合(1)，(2)可知，P中任意属性r相对于决策D是不必 

要的，其充分必要条件是 (DiP)一Hs(D}P一{r})。证 

毕。 

定理3(独立性) 对决策表 s进行基于D的P正域重 

组分割，其中P C，是条件属性集合，P是相对决策D独立 

的，充分必要条件是：V rEP，Hs(DlP)≠H5(DiP一{r})成 

立 

证明：对相容决策表，Hs(DiP)一H(D P)，Hs(DfP一 

{r})一H(DiP一{r})，文[2]已经证明。 

对不相容决策表，根据定理 1的结论可知，上述对一般决 

策系统的属性相对独立性的信息观描述与代数观的描述是一 

致的。 

定理4(约简) 对决策表 s进行基于D的P正域重组 

分割，其中P ( ，是条件属性集合，则Q P是P相对于决策 

D约简的充分必要条件是： 

(1)Hs(D{Q)=Hs(D{P)， 

(2)Q相对决策D独立 
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证明：对相容决策表，Hs(DIQ)一H(DIQ)，Hs(DlP)一 

H(DI P)，文[2]已经证明。 

对不相容决策表，由定理 1可知，Hs(DIQ)=Hs(DlP) 

甘 (D)一POSp(D)。又根据定理3可知，代数观与信息 

观对属性集的相对独立性的描述是一致的，因而对上述一般 

决策表的属性约简的信息观描述与代数观的描述是一致的。 

定理5(信息观、代数观属性重要性关系) 设S一(U，R， 

V，厂)是一个决策表系统，U是论域，R=CU D，C是条件属性 

集合，D是决策属性集合，F是属性D导出的分类，对于任意 

属性aEC，rc(F)=rc㈦(F)的充分必要条件是：l-Is(DlC一 

{口})一Hs(DlC)。 

证明：对相容决策表，文E4]已经证明。 

对不相容决策表， 

rc(F)一 (胪  (3) 

由定理 1可知， 

H (DfC一{口))=Hs(DfC)甘PQ (D)一PQsc一亿}(D) 

(4) 

由(3)、(4)式可知， (DIC一{口})=Hs(DlC)甘rc(F) 

一rc }(F)。证毕 

定理5说明，一个条件属性在代数观定义下的重要性为 

0，当且仅当其在新信息观下定义的重要性为0。 

例2 计算图l的决策表S条件属性C相对集合{4，b}的 

属性重要性，其中条件属性C一{口，b，c}，决策属性 D一{d}。 

文[1]中已经计算得到属性 c在原始信息观定义下的重 

要性sGF(c。{n，6)，{d})一吉l。g(嚣蔫惹)，而代数观下为 
sGF(c，{口，b}，{d})一O，因而得到二者不一致的结论。 

下面，根据定义16新的信息熵下属性重要性的定义可以 

得到： 

Hs1(DIC)一0．540852， 

H (DIC)一O．550978 

Hs，(DIC一{c))=O．540852， 

风 (DIC一{C})=O．550978 

Hs(DlC)一Hs，(DIC)+I-Is。(DlC)一l_09183， 

Hs(DlC一{C})一l-Is (DlC一{c})+Hs，(DIC一{c}) 

一 L 09183 

巩 (c，C一{C}，D)=Hs(DIC一{C})一Hs(DIC)一 

0。与代数观下的结果一致。 

下面给出核属性的判定定理。 

定理6(核属性) 对决策表 S进行基于D的P正域重 

组分割，其中PGC，是条件属性集合，则rEP是核属性的充 

分必要条件是：Hs(DIP)≠Hs(DIP一{r})。 

证明：根据定义1可知，H (DIP)≠Hs(DlP一{r})当且 

仅当r是必要属性，根据命题1，r是核属性 证毕。 

例 3 求图3的决策表 S的核属性，其中条件属性 C= 

{C1，C2，C3}，决策属性 D一{d}。 

S 

· 154 · 

U C1 C C3 d 

xl 1 0 1 1 

x2 l 0 1 0 

x3 1 0 l 

x-4 0 0 l 1 

x5 0 0 1 0 

x6 1 1 1 1 

图3 决策表 S 

S 

U C1 C2 C3 d 

xl 1 0 1 1 

x2 1 0 1 0 

x3 1 O 1 2 基于D的c 

x4 O 0 1 1 重组分 
0 0 l 0 

1 1 1 1 

正 

割 

C3 
— —  

1 
—  

1 
—  

1 
—  

1 

图4 求核属性例子 

在文[2]中已经得到如下结论：在代数观下，核属性为 

∞ RED(C)={C2}；在原始信息观下，CORED(C)={C1，C2}， 

因而得到二者不一致的结论。 

用定理 6，首先对决策表 S进行基于D的C正域重组分 

割，得到S1， 两个分块： 

1
(DIC)一1．188722 

Hs2(DI C)一0．666667 

Hs．(DIC一{cl})=1．188722 

H (DlC一{cl})一O．66667 

Hs．(DIC一{c2})一1．5 

风 (DlC一{c2})=0．66667 

Hs，(DIC一{c3))一1．188722 

风 (DlC一{c3))一O．66667 

Hs(DlC)一Hs(DIC一{c1))一Hs(DIC一{c3})≠ (DI 

C一{c2}) 

因而 ∞ RED(C)一{C2)。与代数观方法一致。 

结论 在不相容决策系统中，Rough集理论的信息观与 

代数观下的结果存在不一致，这种不一致产生的根本原因是 

不相容信息对条件熵的计算产生了影响。本文给出了一种对 

决策表重组分割的方法，由于这种分割方法不会丢失信息，并 

保留了原决策表的所有信息，故在此种分割基础上提出的信 

息观的新定义与代数观是一致的。是对代数观的信息观下的 

解释，文中给出了相关证明。基于新的信息观的定义，可以相 

应提出属性核、属性重要性、属性约简等算法，对代数观算法 

进行补充，这将是我们下一步的工作。 
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