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下推自动机的状态转换图与下推自动机的化简 

张继军 

(山东农业大学信息学院 泰安 271018) 

吴哲辉 

(山东科技大学信息学院 青岛266510)。 

摘 要 参照有限状态自动机图形表示方式的思想方法，研究了标准下推 自动机的图形表示 PAD状态转换图， 

证明了下推自动机与标准下推自动机的等价性 给出了时标准下推自动机进行化简的原则，并给出了化简算法，实现 

了下推 自动机的化简。 
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Abstract According to the method of finite automation diagram description，the diagram description of normal form of 

pushdown automata，the PAD state transition diagram is discussed．It is proofed that pushdown automat is equipol— 

Ience with nOITl~l forlTl of pushdown automata The rules that norrl~l fotin of pushdown automata iS simplified and the 

algorithm of simplification are given．The simplification of pushdown automata is implemented． 
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1 引言 

有限状态自动机是正规语言的识别系统，而有限状态自 

动机可以用状态图直观的描述，借助于状态图可以更直观、明 

确、容易地理解正规语言的性质及其语言的形成过程，并进一 

步对有限自动机确定化及化简的认识和理解，利用最简的确 

定有限自动机，可以更简单、容易分析对应的正规语言的性 

质。而对于下推自动机及其可以识别的上下文无关语言，却 

缺少与此对应的状态转换图，为理解和解释上下文无关语言 

的性质带来了不便。为此，本文参照有限状态自动机的图形 

表示方式的思想方法，讨论研究了标准下推自动机的图形表 

示——PAD状态转换图，借助于PAD状态图对下推自动机 

及对应的上下文无关语言有 了直观的认识和了解，并实现了 

下推自动机的化简。从而提供了一种方便、简单的对上下文 

无关语言进行性质分析、描述的工具。 

2 标准下推自动机与状态转换图 

2．1 标准下推自动机 

文Eli中，定义了下推自动机(PDA)并证明了以“空栈”和 

“进入终止状态”两种形式接受语言的下推自动机的等价性。 

为了便于讨论，本文假设使用的下推自动机是以进入终止状 

态时接受语言的下推自动机。 

定义 i C’] 一个下推自动机是一个7元组M一(Q，∑，r， 

，q0，Zn，F)，其中这里 Q，∑，r和F都是有限集合，并且： 

① Q是状态集合；②∑是输入字母表，并记：∑ 一∑U 

{e)；③r是栈字母表；④ ：Q×∑ ×卜 Q×r 是转移函数； 

⑤q0∈Q是起始状态 ；⑥ ∈r是栈 的起始符号；⑦F Q是 

接受状态集。 
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定义21’] 下推自动机M一(Q，∑，r， ，q0，Z0，F)，该下 

推自动机是确定的下推自动机(DPDA)。是指： 

①对 Vq∈Q，VX∈r：a(q，e，X)≠ ，则 Va∈∑：a(q，a， 

X)一 ； 

②对Vq∈Q，Va∈∑e，VXffr：a(q，a，X)至多有一个 

值。 

文fll针对确定的下推自动机给出了标准确定下推自动 

机的描述： 

定义3C门 若确定的下推自动机的每步操作中，栈的操 

作最多只能弹出(或压进)一个栈顶元素，则称它为标准确定 

下推自动机。 

由于确定下推自动机是下推自动机的真子集_1]，对定义 

3进行修改、扩充，给出标准下推自动机的形式定义。 

定义4 一个标准下推自动机是一个6元组M一(Q，∑， 

r， ，q0， )，这里 Q，∑，r和q。，其含义与定义 1相同；并且 

1)记 ：∑ 一∑U{e}， =rU{e}； 

2)a：Q×∑ × 一Q× 是转移函数； 

3) ∈Q是接受状态。 

由定义4可以得到：一个标准的下推自动机M，只有4种 

基本操作(其中：S，Tiff，P，q∈Q，aft∑)： 

① (q，S)Ea(p’￡，e)：字符 S进栈，状态由 P变为q； 

② (q，e)∈a(p，e，T)：字符 ，，出栈，状态由P变为口； 

③ (q，e)∈a(p，n，e)：从输入串中读取字符 a，状态由P 

变为q； 

④ (q，e)∈a(p，e，e)：状态由P改变为q 

为了便于理解和计算，对于相邻的顺序动作，将它们组 

合，产生另外 2种操作： 

⑤ (q，S)∈a(p，a，E)：读入字符a，S进栈，状态由P变为 
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q； 

⑥ (q。￡)∈ (声，a， )：读入字符a，T出栈，状态由P变为 

q； 

对于操作⑤；由动作(q ，￡)∈ (P，a，E)，接着执行动作 

(q，S)∈ (q1，e，￡)而形成。 

对于操作⑥：由动作(q 。e)∈ (P，n，￡)，接着执行动作 

(q，￡)∈ (q1 而形成。 

定理 1 任意一个由定义1给出描述的下推自动机，都 

可以转化为由定义4给出描述的标准下推自动机。 

证明：设 M一(Q，∑，r， ，q。，Zo，F)是一个以“终止状态” 

接受语言的下推自动机，构造一个标准下推自动机 一(d， 

∑ ， ， ， ，Cl,)，使得L( =L( )。其构造过程为： 

1)引入两个新状态 ，Cl,，并令 =QU{q }t_J{ }；∑ 
一 ∑； r{ 

2)将 ( ，￡，￡)一{(q0， )}添加到 转换函数集中； 

3)VqEF，添加 (q，￡，￡)一{( ，E)}到 转换函数集 

中； 

4)对于所有使 (q，n， )一{(q】，￡)}存在的q、ql∈Q及a 

∈∑ ，添加 (q。E， ) {(q ，￡)}到 的转换函数集中，并 

从M中删除 (q，a， )=={(q1，E)}； 

5)对于M中余下的任意一个转移关系：(声，a)∈ (q，n， 

Z)，字符 Z出栈，而符号串a—U1U2U⋯Uk(U ∈∑，1≤ ≤矗)， 

整个过程可分解为下列序列动作完成：引入新状态 声 ，声。， 
⋯ ， 一  ，将它们添加到集合 ，并且令转移函数： 

(户l，Uk)∈ (q，￡，Z)， 

(户l，￡，￡) {(声z。 1)} 

(P2，￡，￡)一{(P3， 2)} 

( l，n，￡)={(q，“1)} 

将这些转换函数添加到转换函数集合中。 

从而形成标准下推自动机 。 

通过归纳证明，可得 L( ：L( )。 

2．2 下推自动机的状态转换图 

定义5 PDA状态转换图：设M一(Q，∑，r， 。 ， )是 
一 个标准下推自动机，则M对应的状态转换图是一个带边标 

注的有向图G=(y，E，H， )，其中： 

①V—Q是顶点集合， 

②E一{(户，q)l(户，A)∈ (q，a，Z)，其中：P，q∈Q，a∈ 

∑ ，A，Z∈ }是有向边的集合； 

③H一∑UrU㈦是边的标注字符集合； 

④ ：Q× ∑ × × 是边标注映射函数，其中：若 

(户，A)∈ (q，a，Z)·则 (声。q)一(n，Z，A)，且(户，q)∈E，记： 

(n，z A)为边(声，q)的标注，“2 A”表示z出栈，A进栈； 

⑤在图中用“一◎”表示起始状态，“◎”表示终止状态。 

说明：定义5虽然是按标准下推自动机模型给出的，但同 

样也适用于定义1所给出的下推自动机定义模型。所不同的 

只是在标准下推自动机模型中，标注(n，Z—A)中，A必须为 

单字符，即A∈rU{e}；而在定义1所给出的下推自动机定义 

模型中，标注(n，z a)中，a可以为字符串，即a∈r 。 

例 1 该例给出了接受语言{O 1”l ≥O}的标准下推自动 

机 M及对应的PDA状态图。 

设计构造识别语言{0 l l”≥O}的一个标准下推自动机 

是M (Q，∑。 ，ql， )，其中：Q一{q1，q2，q3，q4}，∑={0， 

1}，r一{A，$}，转换函数 ： 

(q1，￡，￡)一{(q2，$)}， 

(q2，O，￡)={(q2，A)}， (q2，￡，￡)一{(q3，￡)}， 
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(q3，1，A)一{(q3，E)}， (q3，￡，$)一{(q4，￡)}。 

图 1所示是该自动机M对应的PDA状态图 

o．￡— A 

o ～ 
q4 q3 

图 1 下推 自动机 M 的 PDA状态 

由图1可以清楚地看到，下推自动机M的运行过程： 

1)从 q 及空栈开始； 

2)第一步：$进栈(作为栈空的识别，当再一次遇到$时， 

栈空)，并进入状态 q2； 

3)第二步：识别字符‘0’，而字符‘A’进栈，重复执行； 

4)第三步；由状态q2转换为状态q ； 

5)第四步：识别字符‘1’，而字符‘A’出栈，重复执行； 

6)遇到字符‘$’，字符$出栈，进入终态，栈又空，运行结 

束。 

从上面运行过程分析，可以清楚地理解和认识了语言 

{0 1 l”≥O}的形成过程及性质特点。 

例 2 将接受语言f眦  f叫∈f0，1} }(其中 表示叫 

的回文)的一个下推自动机 M，转换为一个标准下推自动机 

。 

M ({q ，qz}，{0，1}，{R，B，G}， 。ql。R， )其中转换函 

数如下： 

1)d(ql，0，R)一{(ql，BR)} 

2) (ql，1，R)={(ql，GR)} 

3) (ql，0，B)={(ql，BB)，(q2，￡)} 

4) (q】，0，G)={(ql，BG)} 

5) (q】，1，B)={(q1，GB)} 

6) (q】，1，G)一{(ql，GG)，(q2，￡)) 

7) (q2，0，B)一{(qz，￡)} 

8) (q2，1，G)={(qz，￡)} 

9) (ql，￡，R)一{(q2，￡)} 

10)~(qz，e，R)={(q2，￡)} 

该自动机M对应的PAD转换图如图2所示。 
0。R BR 

1,R-．>OR 

图2 例 2下推自动机 M对应的PAD状态图 

对于定理 1的构造过程的第四步的变换，可以用图3形 
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象地描述其转换动作的实现。 

z． STU 

p 

q q】 

图3 将(P，STU3∈ (q，Ⅱ， )等价变换的实现 

根据定理 1可以将例 2的下推自动机，转换为标准下推 

自动机，对应的状态转换图如图4所示。 

图4 例 2的下推自动机对应的标准下推自动机的PAD图 

3 下推自动机的化简 

图4看起来比图3要复杂得多，但是，图4显示了下推自 

动机的每一步的执行情况和运行规律。根据标准下推自动机 

的结构特点，可以进行下推自动机的化简，形成结构简单、易 

于理解和分析的下推自动机，下面给出了有关的变换定义和 

变换规则。 

3．1 标准下推自动机的化简规则 

定义6 设M一(Q，∑，I1， ，qo， )是一个标准下推自动 

机，存在q ，q2∈Q，对VaE∑，存在ZEI"，使得 (q ，口，Z)一 

(q ，口，Z)或 (q1，＆，Z)与 (q2，a，Z)均不存在，则称状态q ， 

qz是等价的。 

根据该定义 ，可得如下规则。 

规则 1(等价合并规则) 设 M=(Q，∑，I1， ，qo， )是一 

个标准下推自动机，若q ，qz(qI，qz∈Q)等价，则删除状态 ， 

删除所有形如：(r， )∈ (q2，口，Z)的转换函数，而将形如： 

(q2， )∈ (q，＆，Z)的转换函数，改写为：( ， )∈ (q，Ⅱ，Z)， 

所形成的下推自动机 M 与M是等价的。 

其等价合并变换，见图 5所示(图中两个状态 q 、q2等 

价)。 

图5 等价合并变换原则的图示 

d 

定义7 设M一(Q，∑，I1， ，q0， )是一个标准下推自动 

机，q 、qe∈Q，Z∈厂．若对于Va∈∑，使得 ( ，a，Z)(二二 (g ， 

口， )或 (ql，a，Z)与 (qz，a，Z)均不存在，则称状态 q 包含 

了状态 。 

规则2(分解消除原则) 设 M一(Q，∑，I1， ，q．，， )是一 

个标准下推自动机，若状态 ql包含了状态 qz(ql、qz∈Q)，对 

于q ，删除使 (q1，口，Z)一 ( ，a，Z)的转换，并添加转换： 

(q ’E，e)一{(P2，e)}，所形成的下推 自动机 与M 是等价 

的。 

其分解消除变换，见图6所示(图中两个状态q，]q2)。 

图6 分解消除原则图示 

定义8 设M一(Q，∑，I1， ，q。，啦)是～个标准下推自动 

机，ql，q2∈Q； 

1)jaE∑，Z，AEr，使得 ： 

(q，A)∈ (q2，a，Z)̂ (q，A)∈ (ql，a，Z)， 

2)j bE∑，Z，∈I1，使得 ： 

( ，6，Z])存在， (g)，6， )不存在， 

3)j c∈∑，Zz∈I1，使得 ： 

( ，6， )不存在， (qI )存在，满足上述三个条件， 

则称状态q 与q2含有公共项(Ⅱ，Z—A) q(表示由ql指向q 

的边标注与q2指向q的边标注均为(“， A))。 

规则 3(提取公共项原则) 设 M一(Q，∑，I1， ，qo，q )是 

一 个标准下推自动机，对于q1，q。∈Q，若状态q，与q。含有公 

共项(口，Z A) q，则引入状态 ∞，及状态转换函数 (q3，＆， 

Z) (q，A)、 (q1，￡，E)：(q。，￡)和 ( ，E，￡)一( ，￡)，并删除 

( ，口，Z)一(q，A)及 (qz，Ⅱ，Z)=(q，A)，所形成的下推自动 

机 与M 是等价的。 

其提取公共项变换，见图7(图巾由q 到q的两条边口，6 

与由q2到q的两条边n，b是公共项)。 

定义9 设M=(Q，∑，r， ， ， )是一个标准下推自动 

机，q1，q2∈Q，ZEI1；则两转换关系 ( ，￡，Z)一(Pz，Z)和 

( ’￡’e)=(pz，e)是行为等价的，即：它们只完成了状态由 

到 Pz的变换 。 

规则 4(行为等价原则) 设 M；(Q，∑，r， ，q。， )是一 

个标准下推自动机，P ，Pz∈Q，ZE r’将 ( 】，￡，Z)一( z，Z) 

用 (P ，￡，￡)一 (P2，￡)替换所形成的下推自动机JⅥ，与M 是 

等价的。 

3．2 下推自动机的化简过程 

根据以上的讨论，可以给出标准下推自动机的化简过程： 

1)首先利用定理 1的构造方法，将下推自动机转换为标 

准下推自动机； 

2)根据定义 6，求出等价类，利用等价合并规则进行变 

换{ 

3)根据行为等价性，对状态转换动作进行替换； 

4)根据定义 7，求m状态之间的包含关系，利用分解消除 
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原则进行变换； 

5)根据定义8，求出状态之间的最大公共项，利用提取公 

共项原则进行变换； 

6)重复执行 2)、3)、4)直到不再有满足定义 6、7、8的状 

态为止。 

例 3 对图4所表示的标准下推自动机』Ⅵ，进行化简，可 

得到图8的PAD状态图及对应的标准下推自动机Mt。 

化简后的标准下推自动机M ：(Q，∑，P，占，q ， )，其 

中：Q一{gl，q2， ， }，∑={O，1，￡)，厂一{B，G，R，￡}。转换函 

数 ： 

( ，￡，￡)一{(gl，R))， 

(gl，O，e)={(g1，B)}， (g1，1，￡)一{(gl，G)}， 

(gl，e，￡)一{( ，￡)}， (gz，1，G)一{(q2，e)}， 

(q2，O，B)：{( ，￡)}，3(qz，E，R)一{( ，e)} 

图8 化简图 4所得的 PDA状态图 

图3与图8相比较，图8结构简单，更有利于直观地理解 

和认识语言{征 Jw6{0，l} }的形成过程及性质特点。 

结束语 本文通过对下推自动机的基本操作的分析，定 

义了标准下推自动机及 PAD 状态图，可以直观地理解和认识 

下推自动机的工作机制；借助于状态图，给出了下推自动机的 

化简规则，实现了下推自动机的化简，将复杂的结构等价转换 

为简单结构，从而可以更简单、方便地分析下推自动机的性质 

特点，为描述、分析上下文无关语言提供了一种更简单方便的 

方法 

进一步的研究工作应该是：上下文无关语言的结构本质 

及其性质特点，为上下文无关语言提供一种并行的语法分析 

技术和方法。 
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运行像SPEC CPU这样的标准程序的SMT处理器中，可以 

采用各线程拥有独立分支预测器和独立 BTB的结构，并且每 

个独立的预测器可以做得很小，从而可以有效地减少硬件开 

销；6)在一个主要运行包含大量不规则分支行为程序的SMT 

处理器中，各线程拥有独立分支预测器的结构将变得不实际， 

因为每个独立的预测器必须做得很大，从而带来的硬件开销 

太大。 

需要指出的是，我们实验中的模拟器采用了较大的发射 

宽度，各线程都有充足的指令进入指令队列，使得各线程均等 

地竞争可用资源，导致了各线程的 IPC相比与单个线程时有 

较大下降，这是我们实验的不足之处。进一步的工作中，我们 

将对更多的SMT结构、不同的工作负载做更多的测试分析。 

我们希望建立一个分支预测器可动态配置的实验环境，可以 

根据实际的应用和具体的线程数目动态地调整预测器配置。 

如果是预测器独立的策略，则线程越多时各线程的预测器就 

越小。当只有一个线程时，则它能使用整个预测器空问，从而 

充分利用资源。同时，我们希望尝试一些其它的分支处理办 

法，例如等待分支结果的办法，处理器遇到分支只能继续从其 

它线程取指，直到分支目标地址确定。 
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