
经典逻辑中只有真、假二值．但实际上 

糊现象存在于真和假二值之间，因此．长期以来许多 

逻辑学家和哲学家就致力于研究含糊概念。早在 

1904年谓词逻辑的创始人 G．F 就提出了含糊 

(V gue)一词．他把它归结到边界线0】，也就是说在 

全域上存在一些个体既不能在其某个子集上舟类， 

也不能在谤子集的扑集上分类。例如t高个人概念t 

在人类全域的某个子集 中国人集台上不能被分类 

出兜竟多高的人，才归为高个』、?同样 中国人集台 

的朴集上也不能被分类出 高个人 的类集。于是， 

。高个人 是含糊概念。 

60年代初，H．zadeh提出 Fuzzy集，不少理论 

计算机科学家和逻辑学家，试图通过这一理论解决 

G．FTege的含糊概念，但遗憾的是 Fuz珂 集是不可 

计算的，即没有培出数学公式描述这一含糊概念 故 

无法计算出它的具体的含糊元素数目。如 ，Fuzzy集 

中的隶属函数 和 Fuzzy逻辑中的算子 ^都是如 

此。时隔 2O年后的 80年代韧．z．P矗 丑k针对 G． 

Flege的边界线区域思想提出了 Rough集，他把 那 

些无法确认的个体都归属于边界线区域，而这种边 

界线区域被定义为上近似集和下近似集之差集。由 

于它有确定的数学 公式描述，所以含糊元素数 目是 

可以被计算的(关于非并或非交集言) 即在真假二 

值之阗的含糊度 删是可以计算的。Rou 曲 集理论主 

要 趣在于它恰好反映了人们用 Rough集方法处 

·)得到省自热科学基金资助． 

计算机科学 1 997Vo1．24N9．1 

和婉， 如 泛 ／＼ 爷 
理不分明闻髓的常规性，即以不完全信息或知识去 

处理一些不分明现象的能力，或依据观察、度量劐的 

某些不精确的结果而进行分类数据的能力。 

1．基本概念 

R。u曲 集理论是一种处理含糊和不精确回髓之 

新的数学方法，近年来已引起了人工智能界的极大 

关注。它与其它处理不精确和含糊问题的数学方法 

一

样都是求近似值 如 Fuzzy集和证据理论等，但不 

同的是 R加曲 集是通过数学公式计算得到近似值t 

而后者只能依赖于绕计方法，得到近似。 

谩 U是所论述个体的全域 tI是 U 上的不分明 

关系，或称等价关系(自反，对称和传递)，它将 U分 

解成若干互不相交的子集b i一1t’’一，n 称其为 l一 

基本集，对所有那些被包含在 U上的子集 X中的 I一 

基本集的并t定义为 x的下近似集 简称 Rough下 

近似t而对所有那些与X的交非空的1一基本集的并， 

被称作 X的上近似集．简祢 Rough上近似，形式地 

定义如下 ； 

设 U是全域 ，I是 U上的不分明关系，X U是 

任意子集t周Ⅱ分别称为x的： 

下近似羹 I。(x)一{x∈UII(x) 三x) 

上近佩羹 I。(x)={xEU：1(x)nx≠中) 

其中 为空集，I(x)是包含 x的等价类，即 I_基本 

集，则二元对(I。(x)，I’(X)>被称之为 Rough集．如 

· 1· 

一 
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图 1所示 。 

圈 1 Rough集示意图 

例 于。设U一{ ，⋯， }，I是 u上的不分明关 

系，u／i={I(x：)，I(x，)．I(xa)，I(x．))是按 1分类的 

等价类的集奇-其中I(x )一{x】- -x‘)，I(x：)一{x±， 

xs， )，I(x3)一{x )，I(知)一fx )，对 U上J啮意两个 

子集 X ={ ，x‘，x7} U 和 X2一{ ，xB) u。于是 

得到，I．(x )一 ．I．(x )= II’(x1)=I(xt)UI(x±) 

一 {x1。x±，x‘．x”x”x．}．I‘(X±) I(x1)UI(x±)盎 

{xl，x7．I‘，x5．x，．x6}。I．(XtUX±)=I(xt)={x1． ， 

xl}，I’(X1UX±)一I(x1)UI( )：{x1， ，I‘．x5，斯， 

x·}。所以 ．<I．(墨)，I’(x )>和<I．(x，)．ra ))分 

别是 u上子集 x 和 xt的 Rough集． 

用二元对定义 R0u 集．提 出了其下界和 上 

界。印u上关于其子集x的古糊元素的教日介于I． 

(x)和I‘(x)元素数目之间。于是用 I‘(x)与 I．()【) 

之莲集表示 l~u,gh集应更为确切和简单．即 

BN】(X)=I‘(X)一I．(X) 

这可称得上是 Rough集的另一种表示形式．这种定 

义方式可直接算出 U上关于其子集 x的古糊元素 

数目(其子集x为非并或非交的情况下)，Fuz王y集 

理论则不熬． 

这种边界区意味着由于掌握的知识不完全而存 

在不能辨剐的区域 ．即 BNI(X)上的元素不可分瞬． 

所以U 上子集 x美于 U上不分明凳系 I是 Rough 

的。主要是 BNt(X)≠ 否则它是可分瞬的． 
一 十集合 x的边界区域越太 ，则这个集合 x的 

古甥元素也越多。这种思想可以用数值化的系数袅 

示 ，即 

o【)一K(I．o【)) (I。(X)) 

其中K(S)曩示集台S的基数，称其为 X U的近似 

精度．显然 0≤ (x)≤1．于 是用 (x)来定义 

Rough集，便得 Rough集的第三种表示法 ，即如果 

(X)< I 

则称 U 上子集x关于u上不分明关系 I是 Rough 

的I否则 o【)一I，X关于 I是可分明的．因为它被 

解释为近似精度．故1( (x)的简写)可被用作 

Rough逻辑中的算子Ⅱ． 。 

与Fuz~i,集一样，在Rou曲 集上也有元素隶属 

于集台的问匝。因此。为了讨论来 自于 Rough集上 

·2‘ 

的不精确问胚，我们需要定义一个关于Rough集的 

隶属函数．而且是惜用不舟明关系I桌定义的： 

止(x)一K nI(x))／K(I(x)) 

显然 止(x)≤1。 

Rough隶属函数被解释为一种条件概率，能从 

全域上的个体加以计算，Fu~3"集上的隶属函数则 

不然。用止(x)来定义Rough集，则得到Rough集的 

第四种表示形式 ，即若对每个 x∈x u，有 

(x)< 1， 

其中I是u上的不分明关系，剐x关于I是Rough 

的；反之若对每个x∈x u，如果 止(x)=1，则X关 

于I是可分明的。 

Rou窖h隶属函数可用来定义一个集合 XCLI的 

下和上近似集以及边界集，即 

I．(X)：(x∈U：正(x)一1} 

I’(X)一fx∈U (x)>0) 

BNI(x)一{x∈UlO<止(x)<1} 

无论哪一种 Rough集的表示形式都离不开全 

域 u上的不分明关系I以及由I定义的下和上近似 

集。困此对 RDu 集理论中的不分明关系以及下和 

上近似集的研究尤其重要。这里给下和上近似集值 

化，即设 I．(X)和 I’(X)分别是 X U 的下和上近 

似集，则分别称下和上近似集的值化为t 

可．一K(I．(X))／K(U) 
‘

一 K(I’(X))／K(U) 

其中 K(S)表示集合 s的基数。为简便起见，s被限 

定为有穷的。 

经不分瞬关系定义R∞ 集-这是Rough集研 

究者的早期研究，但近期已扩展到在一个信息系统 

中用属性集采定义 Rough集．比如，设 SS=(U．A) 

是一十信直系统 ．B A是属性集 A上的任意子集。 

剐 IND(B)将被用以定义为 U×U 上的二元不分明 

关系，即 

帅 (B)一“z，y)∈U×UlV a∈B．々(x) 

：a0)) 

显熬 IND(B)(x)或简写成 B(z)是接不分明关系 

帅 (B)作成的．且包古 x的等价类。也就是 

呻 (B) )一 ∈U xIND(B)y} 

xIND(B)y意味着个体 x和y关于 B中的属性是不 

可分明的，即x与y不能用B中的属性加以区剐．用 

属性集 A定义 Rough集，可得判相应的一些概念和 

术语 ． ． · 

设SS=(IJ，A)是一十信息系统．其中U是所论 

述的个体域，A是全体属性集合，B A和 x U分 

别是属性集和个体全域 上的子集，则 x的下和上近 

似集及边界线区域分别为 ； 
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B．(X)；{X∈U：B(x) 三X) 

B‘(X)； ∈U：B(x)nX≠甲} 

BNB(X)一B‘(X)一B．(X) 

显然 ，B．CK)是 x U上必然被分类的那些元素的 

集合l而B‘(x)是 U上可能被分类的那些元素的集 

台。BN (X)员 是既不能在 X U上被分类，又不能 

在~X=U--X上被分类的鄢些元素的集合 容易看 

出B．(x)是被包台在 x内的最大可定义集FB’(x) 

是包古X的最小可定义寨。下面例子是说明这种扩 

充定义，即不用不分明关系来定义 Rough集，而用 

属性集来定义． 

碉 给定信息系统，它包含六十患者的数据 

患 者 头 痛 肌 肉痛 体 品 液 

P】 否 是 高 是 

是 否 高 是 

P： 是 是 报高 是 

P‘ 否 是 正常 否 

P‘ 是 否 高 否 

Ps 否 是 很高 是 

表中的列用属性标记，R标记患者，于是每行包 

含有关鱼者的信息，如 B 的信息{(头痛，是)．(肌内 

痛，否)．(体温t高)，(藏感，是)}，它和 P，． 关于头 

庙是不分明的I P|和 P6关于头痛-肌肉庸和体温都 

是不分明的。所以技羼性的子集{头痛}分类可得两 

个基本集 {Pt．P|．P|}和{P，⋯P P6h又如接属性的 

子集{头痛，肌肉痛)分类为{P-．．．，P P。}，f ．Ps}和 

{ )。娄似地，可按属性的任一子集分类都可得到相 

应基本集。于是患流感痛人的集合{P1，P，．PI，P．)∈ 

{PI，P，， ．P．，R，P．)按属性集{头痛．肌冉痛，体温) 

的子集{头痛。帆内痛．体强)(集合本身也是其子集) 

舟类，可得基本集{PI。P．)，{ ， J．{P，}和{P．)。根 

据定义可得下和上近似集分别为{P1，P|，P．)，和 

{P1， ，P3· ·P )；边界集t{ ，P·)。由此 可见， 

Rough豢的扩充定义可避开 u上的不分明关系，而 

用信息系绕中确定的属性集来定义．这一理论将提 

供了 Rough集的广泛意义． 

按上述求得的下和上近似集，其值化如下t 

玑 =K({P】-PI，PI})／K({P1，P"P{ F PI，P·}) 

1／2 

1。#K({P1． P R，P|)／K({Pl，P|， ．-．，P 

P‘，P．))=5／6 

下和上近似集的值化 ．和 ’描述了u上{睹足 

某种关系 I的个体数目与 u上的总个体敲 日之比 

值，这个比值说明了在u上如此定义的关系I成立 

的程度．就某种意义亩-它是u上定义的逻辑公式 

取真值的下和上边界[ ，可 ]．所以它被用作 

Rough逻辑的算子集和真值区间。 

2．Rough集理论的逻辑研究 

自Rough集理论提出以来。吸引了许多学者和 

专家从事这一理论的学 习和研 究，他们发表 了 

Rou 集代数．Rough集拓扑及其性质-Rough逻辑 

及处理近似推理的逻辑工具等论文。M·Banerjee在 

定义了一种新的 Rough相等联结词的基础上继而 

定义了一种 Rough代戤“。_，它与标准的拓扑布尔代 

致有着密切关系．在文[16，17，18]中充分论述了 

Rough集与 Fuzzy集，证据理论与 Rough集理论之 

间的关系。 

Rough集理论的研究者们根重视它的逻辑研 

究，发 表了 一系 列的 Rough逻 辑方 面 的 论 

文 Ⅲ ”。比如．M．K．Chakraborty在文[1】]中提 

出了带Rough量词的Rough逻辑，井建立了一套近 

似推理的逻辑工具。T．Y．Lin等基于拓扑学观点定 

义了类{【；c于下和上近似算子 L和 H，井建立了一十 

近似推理的逻辑演绛系统_．j。刘清在文[7-9，21]中 

提出了带算子的 Rough逻辑的近似推理和归结原 

理，并在后续工作中证明了它的归结完备性定理，进 
一 步的研究将是其归结策略．归结反潜和归结反演 

的完备性。它与经典逻辑的归结躁理的区别在于它 

引用了经 Rough集方法定义的算子，井由此产生了 

近{】；c多值，从而能在近似推理中直接被引用。 

3．Rough集方法的函数研究 

Rough集理论除了朝着逻辑及其近似推理方向 

发展 以外，近些年来出现 了大 量的 R0ugh数及 

Rough函数的研究，发表了一系剐关于Rough函数 

方面的论文 ”’踟。 

用 P(X)表示 x的幕集，则每个信息系绕sS= 

(15，A)可确定一个信息函致m； 

INL，U呻P(A×U v．) 

其中 是属性值的集合，为此定义 lN 如下t 

INf．(x)=(( ，a(x)) n∈A^a(x)∈V．) 

因此，x IND(A)y当且仅当 INL,(x)=INf．(y)。 

们可以将这十被限制在信息系巍下的信息函数扩充 

到某个可计算集上带值的更为一般的函数． 

饲如 设 D是一个体集，C是与D上十体相关 

值的集合，则在 D上定义一十函教。即 ftD—DnC， 

对V x∈D，f(x)一xnC。表示f将x映射蓟C上与自 

身相关的值，则用如此 f可定义一个 u上的不分明 

关系， 

x IND(f)y当且仅当 f(x) f(y) 

在一个给定的信息系统 SS；(u，A)中，定义 

’3。 
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Rough隶属函数同样是有效的。设 ≠X Ut则对 

V z∈U，有 

(x)一K(A(x)nX))／K(A(x)) 

其 中A(x)是包 z的关于不分明关系IND(A)的等 

价类t甲和 K(S)同前。这一定义可用下面图形说明。 

圉2 Rough隶属菌鼓示意圉 

用这种方法定义的 Rough隶属函数，对于集合 

的井和交，计算其边界区域上 Rough隶属函数的值 

是不可能的，故在这一点上反映了与 Fuzzy隶属函 

数是类似的，它只能是对V z∈U，z∈XUY和 x∈X 

nY分别表示为； 

uY(z)一砌 ( (x)t (x)) 

nY(x)=nfin(庙 (z)． (z)) 

显然，只有当X Y或 Y X，上述等式才成立，即在 

其它情况下，不可能计算出x∈XUY或 z∈XnY 

的隶属函数 Y )和 麻nY(x)，但在给定的一些条 

件限制下，它们才可能被计算． 

由信息蒹统中的属性集定义不分明关系，从而 

得 Raugh集 -它可以推广到一般情况，比如用实数 

集上的离散序列定义实数上的 Rough概念． 

设 R是实数集，(a )是 R上的开区间-(a ) 

上的实数序列S：{ ，z1．．_·-Il}，使得 a=x。<x1< 

⋯ < ：b．则有序刊S =(R，s)是接 s产生的一近 

似空间 -其 S被称之为离散化的序列，简称离散化。 

对每个 s都可得(a-b)上的一十划分 (s)：({ }， 

(z0，x1)，{xl}，(xl，xj)，⋯，{z。一1)，(x．一1，z )，{z。}}。 

用 s(x)表示这个划分中包含 x的一个块(相 当于等 

价 娄)．当 zC-S．剐 s(x) (xl，xl斗．)，于是可用 s． 

(z)：南和 S。(z)=z + 表示S(z)的左和右端。设 0 

∈s，则对V z∈[a．hi，(0，z)记威Q(x)。于是Q(x) 

的下和上近似分别为 

Qs(x)={yG RtS(y)C-Q(x)} 

(x)={yGRls臼)nQ(x)≠ 

区间(Otz)的下和上近似定义也可以被理解为 

一 个实数 x的近似。所以，对任意实数 x和离教化 

s，其下和上近似可分别记成 S．(x)和 S‘(x)，所以 

上述定义可以写成 Oa(x)：Q(s．(z))和 (x)：Q 

(S。(x))．如果 S．(z)=S‘(z)则称 x在 S’盅 ，S) 

·4 ’ 

中是可舟明的，否 则 x在 S’：(Rts)上是 Rough 

的。由此可定义实数集上任意子集的Rough隶属函 

数 ： 

I c )(y)：K (Q“)nS(Y))／K’(S(y)) 

其中K (X)=sup~lx-yl，x，yGX。当z—y时t得到 

№cII(y) ( ) 

它被看成 x在 s中度量时产生的误差。 

设S’ ，S)是一十近似空间，其中S={丑1)是 

R上一无穷实数序列，如果存在自然戤 i，使得对每 

个 j>i，S( )：S(a。)，则称 s在 S’!(R，s)中是 

Rough试遍的。SN*( )和 S ( )被认为是序列 S 

： { )的下和上 Ro1．。gh极限。一个 Rough收验的序 

列被称做 Rough柯西序列。 

如 果一个序列 s：{ )，有 s(a。)==s(aD+1)，则 

称 S：{丑I)是 S ： ，S)上 Rough常量序列。设实 

函数 f：X—Y并且在集 X上有离散化 S {xo．xI， 
⋯

， )，而在 Y上有 P：{Y0，y】，⋯，y }。如果对每个 

x∈S，都是连续的(即 f在每个 z∈S有定义)t则称 f 

是在S上的连续函数，简称f是 S一连续。涉及函数的 

许多其它基本概念在 Rough函数中也能被表达出 

来，如实函数 f的下和 上近似分别理解为{． X—Y · 

和 f‘：X—Y。具体表示如下： 

f．(x) P．(f )) fI(x)∈YtP(f(x))c-Y} 

f‘(x)：P’(f(z))：{f(x)∈Y：P(“z))nY≠ 

) 

当 f。(x)一f‘(z)时，则函数 {在x上是可分明的l当 

f．(z)≠f‘(x)时 t则函数 f在 x上是 Rough的．边界 

线集 BN (z)皇f。(x)一f．(z)是 f在 x上的近似误 

差。 

4．Rough羹方法的应用与发展前景 

Rough集理论已经被证实在实践中是非常有用 

的，从大量的现实生话中应用的记录来看已经非常 

明显。这一理论对AI和认知科学尤为重要。在专家 

系统、决策支持系统、机器学 习、机器发现、归纳推 

理、模式识别、决策裹等方面部有非常成功的应用实 

例 ． 

Rough集方j击已经证明是十分有效的工具，由 

于许多成功的应用．使得它的声望越来越高．各种实 

际生活中应用，如医学、药学、工业、工程技术、控制 

系统、社会科学、地球科学、开关电路、图象处理和其 

它许多方面都已经成功地实现了它的应用。 

Rough集理论似乎特别适合于数据简化，数据 

相关性的发现，发现数据意义 -发现数据的相似或差 

别，发现数据模式，数据的近似分类等等． 

用 Rough集方j击获取知识和进行机器学 习也 

有许多应用·它是通过从训练的例子学 习井导出知 

讽．Kansas大学 已经开发了基于 Rough集方法学习 
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的例子．并开发了基于Rough集方法的学习系统一 

LERS。这个系统的知识获取项对于用不完全信息工 

作的专家系绕．帮助其建立知识库是一十十廿恰当 

的规则归纳法的应用实例。它在 NASA’s Johnson 

空间中心应用了多年，充分显示了它在开发专家系 

统进行全球气候变化的研究中起的作用。Rough集 

理论z所以提供了 AI的有效方法，是田为实现它的 

程序可以很容易在平行机上运行。Rough集方法用 

于决策分析已体现在渡兰的 Poznan科技大学开发 

的计算机系统中，这个系统已梭分成两部分 Rough 

DAS和 Rough ClaSS，它们分别对问题进行解释和 

描述。这两个系统已在许多实际领域都有用。 

Rough集方法用于知识发现已引起了越来越多 

的人的关注，主要是被用于从知识库 中的知识发现 

知识(KDD)。知识发现盛从数据库中挖掘知识是AI 

的一十新于域．在这个内容上主要任务之一是内部 

数据库中挖掘出额外的非琐碎的知识或者找出内部 

数据的关联或关系和特征 I饲如，医学数据库中症状 

和病证之闻的联系。Rough集技术被用于KDD研究 

已经多年了-特别对数据库的挖掘，比如数据逻辑、 

商业软伴系统、以控制为目的的传感器上的数据分 

析等都已经导致了一些新的重要规则的发现。Re 

肿 大学用知识发现的决策矩阵方法开发了 KD R 

系统-这个系统被用来对医学数据分析，以此产生症 

状与病证之间新的联系。 

Rough集理论已经证明了它在许多实际生活应 

用中是完备和十分有用的。Rough集理论提供了在 

AI的许多分枝上可应用的有效方茫。基于Rough集 

理论的 Rough逻辑的研究似乎是值得重视的课题， 

因为这种逻辑将使单谓逻辑非单谓化 ，从而在 AI的 

近似或不精确推理中将发挥不可估量作用。文[43曾 

得到国际学者的评谗 这将为实现 30年前国际著名 

逻辑学家王措教授提出的 Approximate Proof”迈 

出了初步的一步 ·Rough集的倡导者Z．Pawl止 教 

授曾多次在国际学术会议上提到文[43是一十好的 

开头，可见一种基于Rough集方法的不精确推理的 

Rough逻辑的研究将是十分有前途的。 

Rough集理论的另一项重要课题则是 Rough 

函数的理论和宴践的研究。Rough函数的各种近似 

运算，Rough函数的基本性质，关于它的 Rough莲 

续，Rough极限．Rough可导，Rough积分和 Rough 

稳定性，Rough函数控制及建立由 Rough宴函数控 

制的离散动态系统等都是典型的同题，这些同题都 

要求在 Rough函数理论的模型下，给予公式化。这 

些同翻的研究将有贡献于定性推理方法的研究。这 

种研究实质上是使连续数学离散化。如此 ，连续数学 

也娩被现代计算机所接受． 

基于Rough集观 点的神经网络和遗传算法，特 

别是基于 Rough集理论的控制都将十舟有前途的 

应用领域。 

当然 Rough集和 Fuzzy集方法已经在 许多现 

实生着应用中取得惊人的成功，但还存在著一些理 

论问题尚侍进一步完善 删。 
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