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反合一研究初步 
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摘 要 In this paper we will discuss disunification based On first-order terms aI the algorithm 

for computing complete set of disunifiers。 

关键词 Disunification-Disunifier，Most general disunifier，Complete set ol disunifiers 

1． 引言 

合一是一类重要的计算问题 ．它广泛地应用于 

计算机科学的各个分支领域。随着研究领域的拓宽． 

台一问题的种类也逐渐丰富起来，其中比较典型的 

包括：方程式合 一，高阶合一以及半合一 总的说来， 

在研究这些台一时主要关心的是 相等”的问题。后 

来．人们在研究函数式语言的摸式匹配时．需要讨论 
一 些从反例中学习的问题 ；在研究重写系统时，讨论 

有关充分完备性的问题 ．等等。这些都牵涉到 了“不 

等”．于是人们叉把一部分目光由“相等”转向了“不 

等”，这就导致了 反合一问题”的研究． 

简单说来，对于合一问题(宴=t)，我们关心的是 

求合一于 0．使得 Os=Ot；而对于反台一问题(s≠t> 

我们关心的是那些使不等式成立的替换 a-使得 

：≠叶 

为讨论方便-我们先做一些约定： 

在本文中所用到的项是一阶项，合一 中的等价 

关系是字面等价关系．“≠”是指字面不等价关系。 

Vat(口)表示由口 中所有变量组成的集合。其 

中口可以是项 ．可以是替换．可以悬 Q Z(s，t)【这 

两个函数由后文给出)． ’ 

a和 0的复合运算记为 a a e．对任意 t∈T．a·0 

【t)=0(o(t)) 

有关的其他概念请参考i1][z][4]． 

2．基本概念 

定义2．1 (反合一问题 ，反合一于) 任给项对 

(s，t)，问是否存在替换 ．使得 es：i~：at且对任意的替 

换 8．总有 ·8(s)≠ 。占(t)．这就是反台一问题 ．记 

为 s≠t) 若存在这样的 ，则 称为反合一子 

定义2 2 (最一般反台一子，最一般 反舍一于 

的集合，反台一子的完备集．最一般反合一于的完备 

集) 

·对于一个给定的反台一问题 s≠t)．其所有反 

合一子构成的集合记为 DU(s—t)，在不引起混淆的 

情况下简记为DU。 
·MGDU(s，t)(简记为 MGDu)表示(s≠t)的最 

一 般反台一子： 

若 ∈DU．剜 a是 MGDU当且仅当对于任意 0 
"

EDU。若 e a．(即：j P． =d)．则 cr=0。 

·cDU称为{s≠t>的反台一子完备集： 

1 cDU DU ； 

z 对任意 e∈DU．存在 ∈cDU使 a e。 
· Du表示最一般反合一于的集合： 

由最 般反台一于构成的集合 

· cDu表示最一般反合一于的完备集： 

既是cDU又是 vDU的集合． 

3．相关定理 

为了便于后面的讨论 ，我们在此做一些必要 的 

准备工作 

首先 ．我们引入一个与某替换对应 的函数 岛 ， 

G “独立于 项集 T。众所周知-项集 T是定义在一 

组给定元数的函数集F和一十可效变量集V之上 

的。说 Ge 独立于”项集 T是指 G eF 
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与 0有如下关系： 

stt∈T，Var(s)UVar(t)一{xltx2，⋯．x } 

当0为恒等替换(Id)时，0对应着 Gu(x-．x：，⋯． 

x )。 

当 0形如{1 ／y 一，t ／ )时．0对应着：G 一 

0G】d—GM{0( I)，0( z)t⋯ ．0(x ) 一G日(SIt ．⋯ ． 

s )，其中S．一0{x．) 

为了方便可将 G。(s ．⋯^ )．简记为 G 

当已有 0及其所对应的 G。(s_f5 ，⋯'sn)．在做 

复合运算 0 P—d时，d对应着 

G。=Ge。一pG0 

一 (p(s1 ，P( 。)．1_·，P{S ) 

一 G {rI．r2．⋯．r )，其中r．一P(s．)。 

此外 ． (s】．s。，⋯．s )=G．‘r]．r z．⋯．r )当且 

便当m—n且r 一si。 

其次，我们引入另一十与s．t有关的．独立于项 

集 T的二元函数 Z(s，t)+z的两个变目的位置分别 

放入 s和t．并且对任意替换 P有：P(z(s．t)) z(P 

(s)．p(t))。 

此外．z(s⋯t)一z(s：ttz)当且仅当 s】盘s2且 t 

— t2。 

注意．尽管我们引入了 G，z两个函数．怛由于 

它们独立于 T，所以在下文中G．z不会象T里的那 

些函数那样出现在替换里． 

到此．我们的准备工作就完成了。 

定理5．1 已知项对(s．t)。0为(5．t)的台一子， 

d为{s。t)的反台一子．必有 ： 

V p LP2(0· (Z(s·t))≠口。 (Z(s—t)))。 

证明：反证法。 

假设存在 8 ．赴使得 

0。8t(Z(s．t))一d· (Z(s．t)) 1) 

1)：'Z(0。岛(s)，0。岛f1))一Z( -岛fs)．o。 (t)) 

j  

“ 。 
2) l 0

。 8】(t)一o。 (t) 

由于 0为ts，t)的台一子 ．故 

0- (s)一8。6 (t) 3) 

由2)，3)得：d。62(s)一d。6：(t) 4) 

4)与 d为(s，t>的反台一子矛盾。 

反证完成． 口 

推论5 2 已知项对ts．t)．0为{s．t)的最一般 

台一子(MGU)．则 d为tstt)的反合一子．当且仅当 

V P2(0· (Z(s．t))≠ d· (Z(s．t)))。 

证明：先证 ，这由定理3 l可以得到。 

再证々．用反证法。 

假设。不是《s．t)的反合一子．则必存在8．使得 

d。8(s)=d-8(t)．即d。6是合一子。 

由于0为 MGU．所以存在 T．使得 0-r—o-6． 

即 0。T(Z(s．t))一o。6(Z(s，t))． 

这与V P2(0-PI(z(s．t"≠o·P2fz(stt)))矛 

盾，故 d为(s，t)的反合一子。 口 

顺 便提一 下，在推论3 2的条件中 0必须为 

MGU，这要比定理3 1的条件严格一些，否则．推论 

3．z不成立。例如：有项对(s_t)．其中s—x．t—y．还 

有(s．t)的一个合 ‘‘子 0一{g(a)／x·g(a)／y}以及替 

换 d一(h(a)／x，h(a)／y}，尽管V P P2(8。P】(z(s．t)) 

≠d- (Z(s．t)̈ ，但 不是反合一子 ．它也是合一 

于 。 

定理5．5 已知项对《s．t)及其上的两个替换0 

和 d，对于任意替换 ，P2，0· (z(s—t))≠d。P2(z 

(s，t))当且仅当 P Ge≠P2 G．。 

证明：先证 ．令 0- +d。P2一 ．由已知 0 

-pl(z(s+t))≠d。p2(z(5+t))可得： 

必存在某个 x．∈Var(s)UVar(t)， 

( )≠ (№) 1) 

由1)可得： 

Gtd( ( I)．⋯ ． ( )．⋯ 。 ()【n))≠G|．( ( ￡)． 

⋯
。 )．⋯ ． ( )) 

即G ．≠＆，。即G。 ≠G．． ．即PI ≠印 ． 

再证e．由已知 P ≠ 可得： 

G]d(0。p1( 1)．⋯ ．0·Pl(x-))≠ G|． 。P2(x】)t 

⋯
一d-p2( )) 

存在某个x．。0·p1(x．)≠d-P2(x．) 

0。 (s)≠d。P2(s)或0。 (t)≠o。P2(t) 

辛0。 (Z(s．t))≠o。 (z(s，t))。 口 

定理暑4 已知项对(s，t)及其上的两个替换 0 

和 d．V PlP2(0· fz【5，t))≠d·P2(Z(s，t)))当且仅当 

V (P L ≠P2G )。 

证 明：先证j ．用反证法。 

假设存在 ．使得 r 一 G．． 

即 0 (GH)一o。 (GH)． 

由1)得：任皓 ∈Var(s)UVar(t) 

0。 1( )：=o。 ( )一 

由2)可得：0。r L(s)一o。 (s) 

和 0·r￡(t)一o。 (t)。 

由3)和4)得： 

1) 

2) 

3) 

1) 

0。 (Z(s。t))一o 2(Z(s．t))， 

这与V p￡ ( · (z(s，t))≠ 。 (Z(s·t)))矛 

盾。 
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荐证e．用反证法 

假设存在 ，使得 8。 (z(s．t))：口。 (z 

{s．t)) 

则任给 ∈Var(s)UVar(t) 有 
。 (x．)= 口e (Xi) 5) 

由5)得： 

0 e (G )一a。 (G )， 

印 rigors2Go 

这与V P】P2(P】G ≠P2G )矛盾 

综上所述 ，命题成立 口 

定理5 5 已知项对(s，t)及其上的两个替换 0 

和 a-若 Vat(岛>nVar(G )一 ，则V P(PG ≠PG ) 

当且仅当 P】P2(p】G ≠P2G )。 

证明：先证 ，用反证法。 

假设存在 ， 使得 一 G ， 

其中 形如cc1／x “，t√ }， 形如{rl／y _．| 

r．／y } 

我们用 拘造如下替换 ： 

I—rl一{ti／xj1 每Var(G~)}， 

2一 一{r L／y~l yj每Var(G。)J， 

r==-g】U 2 

由于 中{tl／ l xj每Vat( ))对 不会起作 

用 ； 

同样．≈中 ／y．1 yl每Var(G．)}对 G 不会起作 

用．所以 

G 一 I＆ ，r】G．= 一{G ， 1) 

又由于 Var(Go)nVar(G。) ， 

所 ，任给 ti／翘∈一L， 每Var(G )， 

同样 ，任给 rI／y．∈ ：，yi每Vat(Go) 

所以，r 一一L岛 ，r＆一一2＆ 2) 

由1)，2)得 ： 

T岛 = lGI一 GP，t＆ hG 一r2 ， 3) 

由3)和反证假设得 

r& =rG ， 

速与V P(P岛≠PG．)矛盾 

再证e，用反证法。 

假设存在 p使得 P岛 P 

其中 P形如(t】／x 一，t ／x } 

我们构造如下替换 ： 

Dl—p一{t ／ l xi每Var(G日)}， 

=P一{ti／ l 每Var(G )}。 

由于 J x|奇Var(C~))在替换中对 不趁作 

用，故 

p】Ge p ， 4 

· 3O· 

1l，y}， 

+】=(ol—es ／x})U{ _+l，x}，sl十】=0{si} 

不难验证出者 都是反合 一子且诸 之间，即 与 

(I≠j)之间，不存在q 或 自的关系 利用渚 

之间在 x处的替换的模式不同．可以构造出不同 

的最一般反合一子，在此不再赘述．由于 的构造 

过程可无限谨推下去，故(s．t)的最一般反合一子有 

无穷多个 U 

推论5．7 已知项对‘s，t)，函数集F中不舍零 

元函数，但至少含有一十元数大于等于1的函数。若 

(s，t)仅有唯一的最一般反台一子 a，则 a必为恒等 

替换。 

证明 假设 a不为恒等替换 ，则<s，t)必存在最 
一 般合一于 0，(因为{s，t)不存在最一般合一于当且 

仅当最一般反合一子为恒等替换)。又由于 F中不 

含零元函数，故存在r／xEe，r中吉有不同于x的变 

量 y，y∈Vat(s)UVar(t)。由定理3 6可知，{$tt)必 

有无穷多个最一般反台一于，这与已知条件中的{s， 

t)仅有唯一的最一般反合一于 。矛盾．故 只能是 

恒等替换。 口 

顺便提一下．F中不能含有零元函数 否则定理 

不成立。如 {已知{s，t)，s—xtt宣B，le={f．a}tarity 

(f)一I，~rity(a)一o，通过观察可知fx．a)的最一般 

反合一于唯一，为 一{f(x)／xj．而非恒等替换p宰 

{x，x} 
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4．进～步讨论 

下面我们将利用前面的结果来求反台一于的完 

备集 

由推论3．2可知反合 一子 d与最一般合～于0 

的关系．即： 

V (0·pi(Z(s．t))壬 d。 (Z(s，t】j) 

其中0是可求的．现在要求的是 d 可麻_牍在于 ． 

都是任意的．不等式两边都不确定。如何去隶d并保 

证尽管 Pt，P2随意变动但不等式始终成立是我们面 

临的同题。 

由于在讨沦替拽同的关系以及构造新替拽对， 

直接拿替换来讨论不如把它先转化为项的彤式来讨 

论方便，所以在前文我们 引入 了与 0对应的函数 

G一。由定理3 3和定理3 4我们可以把0与 的关系 

转化成岛与 ＆ 的关系。这样一来精们希望通过{勾 

造 G，，使得 PIpz 岛≠ G，)，也就使得 ＆(0 

(Z(stt))≠d· (Z(stt)))．从而得到与 G．对应 

的d．d就是反台一子。 

下面我们将通过一个IJ,4,的转化来摆脱 P]和 

随意变动所带来的麻烦。 

考察一下合一子就可以看出，最一般合一子0 

相当于一个模式．其它的合一子只是在其上继续代 

入罢了 假如我们能拽到 另一些完全不周于最一般 

台一于 0模式的替换，则这些替换必为反台一于，这 

也正是定理3．1和推论3 2的含义． 

既然最一般合一子0是一种模式，我们就把它 

对应的 G。中的所有变量改写成～些完垒不同于硬 

集 T的符号系统 S的符号。如：S中含有变量 ．◇ ． 

我们可以把G。(【(x)．y)改写成 (f( )．◇)．而在 

构造其它替换 d所对应的 G。时仍用项寨 T的符号 

系统。这样一来 Var(Ga )nVar(G。)= 。 

我们只要使 ＆ 与 Gd 不能台一(合一过程是在 

符号系统 TUS下进行的)，借助 于定理3．5可得 

(nG。 #-p Go)．这样 和 随意变动所带来的 

问题就解陕了。不过到目前为止．构造 只找到了 

排列的方i矗．即在G 的所有位置代入项的所有可能 

情形．并与G。 进行台一检测 ，留下与 不可台～的 

G。．所有G。对应的a就构成反告～子的完备集 

结柬语 车文是以一阶项和字面台一为基础来 

讨沦反台一问题的，至于以高骱项和方程式舍一为 

基础来探讨反合一还是相当复杂的，有关这娄同题 

藏们将在以后的工作中进一步探索。 
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