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f New Advances In the Genetic Programming Scheme Theorem 
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Abstract Genetic．Programming—an automatic programming technology based o／l evolutionary 

computing—is recently growing up GP scheme theorem (GPST )is the basis of interpreting GP's 

search behavior．This paper gives ftdl sumR~arization of the advances in GP schema theorem in Fe 

cent years．mainly discusses the GPST hema definition in subspaces of programs of different sizes 

and shapes，and in subspaces of programs of fixed size and shape，some differences between them 

are described briefly． 
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1． 引言 

在模式识别、细胞 自动控制、太空卫星控制、机 

器人控制、电路设计等领域，遗传程序设计 已成功地 

解决许多难以解决 的难题0 ，然而 ，用于解释 它 

的运行机制的理论却相当少。自John Holland在 70 

年代 中期提 出了其著名的模式定理 以来，模式定理 

就一直作为解释遗传算法 GA (Ge netic Algorithm) 

工作机制的理论基础。GA采用确定长度的染色体 

编码方 案，GP通常是使用规模和形状能够 动态变 

化的不确定分屡计算机程序。二者操作的类似性和 

差异性促使沿着 GA理论方法形成 GP的理论 ．以 

便寻找遗传程序设计在进化过程中可能蕴藏某种内 

在的规律 目前 ．建立 GP模式定理最自然方式就是 

定义模式概念来扩充 GA模式定理 ，探讨新的模式 

定理．在选择．交叉和变异等算子作用下．是如何生 

成新一代的 J 

获得 GP理论 的困难之一是 GP模式定理的定 

义比GA的模式定理更缺少直观性。在早期模式定 

义中，模式被定义成没有根结点的树 ，这样在同一个 

程序内．模式可以以多种方式来表示．随着匹配同 一 

模式的程序规模和形状的变化。使模 式遭破坏 的概 

率计算是非常复杂的，这也充分说明有必要建立新 

的 GP模式理论 ] 在近来的模式定义中，模式被表 

示成有根结点的树片段(tree fragment)，这种定义 

使模式理论计算稍容 易些。 而且，这些模式通常将 

程序空间划分成两种类型完全不同的子空间，动态 

可变化的与不可变化的规模和形状的程序子空间 。 

车文主要舟绍这两种不同程序子空间的模式理论的 

最新进展，并对它们之间不同之处作 简要的描述 

2． 变长 GP模式定理的进展 

2 1 Kaza的 GP模式理论 

Holland[1975J的GA模式是通过定义它所包 

含的比特和 比特的位置来确定 的．固此，GA模式是 
一 个双元集 ．GA模式 定理常常甩来 描述群体内某 

些比特 流(模式 中构件 component)的实例数变化 ， 

而不是用来描述 由摸式表示程序子空间的串样本数 

变化Ⅲ。 

由于Holland模式定义十分流行，Koza[1994] 

提 出了一些非正式的想法，申明 Holland的模 式理 

论稍作修改同撵适用于 GP。Koza是第一个大胆作 

这种尝试的人，他的观点是基于把模式定 义为树的 

子空间这一思想 ，这些树是事先包含了预 定义的子 

树集合。Koza的摸式 H能够表示为 孓表达式集合， 

Koza的模式定义仅仅给出了模式 中定义构件的有 
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关信息，却没有指定构件的位置信息 所以同一模式 

在同～程序中能够 不同方式实例化多次 】。 

2 2 O~Reilly的 GP模式理论 

O'Reiily[1995]在 Koza的模式定义基础 L作了 

进一步的研究。推导出基 于适应值 比例的选 择和交 

叉的 GP模式理论 】．O'Reilly的横式理论不包含变 

异对进化所产生的影响 

定义 1 模式 是一个双元集 ，一元是 一个唯 
一 具有共同特征 的 LISP S-表选式树或一些叶子作 

为通配符的不完全 S一表达式树的集台．另～元为一 

个相应整数，指明前一元的数量。 

定义 2 GP模式 H 的阶是在树 中对应于 s-表 

达式中已确定的结点数，用符号 {【H 表示 

定义 5 GP模式 H 固定长度 D  ̂tH)是在树 

中每一个S一表达式中不包含与通配符相连的边的 

边 总数 

定义 4 GP模式 H 可变长度 D (̂．H)是树 

中与 S_表达式连在一起 的边数 (̂ 表示对应的某一 

程序 )。 

定义 5 GP模式定义长度 D是 它的可变长度 

和固定长度的和，即： 

D(inst(h，H )，H )一D (H )+ D 

(1n“(h，H )．H ) (1) 

其中 inst(h，H)表示程序 h中模式 H 的实例化 

集台 。 

当在 h中一个结点被选择为交叉点并与来 自另 
一 程序子树 在子树根结点她交换后，原有 GP模式 

H 实例化集inst(h，H)遭破坏，以致它不再属于模 

式 H的一个实例，这种遭破坏的概率上限可 由下式 

来表示 ： 

Pd(_H，h,t) 盟  (2) 
0 一  n J 

其 中Size(h)表示程序 h中可用的交夏位置数 

量。这样，很容易得到模式 H生存概率下限P．(H， 

h，f) 1 P 【H ，h，f) 

O'Reilly模式的定义长度不是一十常量，它依 

齄于该模式在程序取样中被示例化的方式。另外 ，在 

每个树中总的连接数是可变的，这暗示 了由于交叉 

使模式 H 遭破坏的概率 P (H，̂。f)依赖于与模式 

相匹配的树 h的形状 、规模和成分 为了克服这十困 

难 ，0'Reitly雉导的模式 定理中 P fH，h， )取其最 

大值 ，即 P IH，1)一max cP (H，h， )}．O'Retlly模 

式定理如下 ： 

( ， +l，]≥ ( lf)． 旦．(1一 

其 中，i(H，f)是在 f代模式 H 的实例数 ．I(H， 

f)是 f代 H 实例的平均适应值 ．f(t)是 f代群体的 

平均适应值，P 是交叉概率 ， t(H ．f+1)]表示模 

式 H 在 f十1代模式 H 期望实例数 ． 

O'Reilly摸式定理描述的是～个模式所表示的 

构件从当前代到下一代的繁殖方式 ．而不是一给定 

模式的程序样本数在当前代到下一代 的改变方式。 

O'Reitly的模式定理揭露了为什幺对实际繁殖没有 

作 出假设和在 GP中使用基 因块 (building btocks) 

(短的、低价的、适应值相当高的模式)这一概念就在 

于 (H，f)的内在可变性 

2 5 Rosea的GP模式理论 

Rosca[1997]在O'Reilly所做的工作基础上，对 

O'Re~ly模式理论进行部分修正与扩充，提炼井归 

纳出疆通用的新的模式定义0】．其定义如下： 

定义 6 ～个有根结点的 阶模式是 一 个 

函数和端点标识来指定的有根结点彼此邻近的树片 

段 

这十定义利用 了程序表示的层次化本性 ，建设 

性地指明了模式表示和由模式定义的程序子集间的 

相互关系。考虑某一 Rosca GP模式 H 和与 H 匹配 

的子群体 ．『『H 『『表 示模式 的 阶，m(H．f)表示在 I 

代与模式 H所能匹配的实例数， ( )表示 f代群 

体中与模式 H 匹配的所有树的平均适应值，，(f)表 

示 f代群体平均适 应值．交叉和变 异概率分别为 P 

和 P ，并且令 P 只+P ，s表 示整个群体的平均 

复杂度，s 表示模式 H 树结构的复杂度，M 表示群 

体规模。Rosca GP模式定理结果如下： 

m(H ， + 1)≥ IH ，f)× × 

一

(∑ ( ))，∑⋯ ] 
(4) 

Rosca并没有给出模式定义长度的定义，但考 

虑 变异对进化所产生的影响 ．另外 ，Rosca给 出了 

其基因块假设 BBH成立的必要条件 

(H，f)≥O(H，，，f) (5) 

其中 (H，，，f)一 

( ∑⋯( × ))／(fx(t) f)) 
对于一十给定的模式 H．1l H 0是一定值，P 

是 一常量 ，则有： 

o(H，，-1) (1lH × ×( ) )／(̂(f) 
一

f(t)) (6) 

P P (H t1)) (3) 厂 

这洋-只要 ，，l(H-f)大于或等于阈值 = (H 

)．那么模式 H的实例数将会递增。 
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由(6)式 ．不难看 出．通过增加十体 h∈H 的适 

应值或减少它的复杂度 “．均可使阚值 减少 ．从而 

增加了模式 H 的生存机宰 

GP模式定理描述的是在下～代模式 H 实例数 

增加或减少的行为 ．并没有指 出在多代反复选代情 

形下tGP模式定理是否仍然成立 ．根据 GP模式定 

理 ．模式 H 的增长是依赖于繁殖 因于，繁殖 因子可 

由下式表示： 

繁殖因子= ×[1一 (H． )] 

其中 fH．f1= 

(∑⋯( × ))／∑ ， 
在繁殖因子≥】情彤下．在下一代中模式 H 实 

例数才有可能增加。然而，如果在繁衍过程中．出现 

后续几代繁殖园于保持不变情况的话．即有 ： 

×CJ-- ( 玎=瓮 ×[】一 
(H， +I)] (7) 

进一步化简： 

△l。g 一 一△l0g(】一 【H ．f)) (8) 

那么基因块假设 BBH将不会成立，这种可怕情形是 

可能存在的 更糟糕的情况有可能发生，由于被评估 

的模式适应值相对于群体适应值和模式的遭破坏的 

概率最大上限是随进化过程不斯改变 ，在程序进化 
一 段时期后 ．某些基因块可能根本不存在“ 

另外．在 GP初始化群体时 ．程序树的规模和最 

大深度被设为较低的值 ．在进化过程中，程序树规模 

及深度不断增大．在每一代中程序树的增大可能会 

弓}起因遗传操作而导致遭破坏概率 的减少 ，这种无 

法控制程序规模过程将会使程序进化不稳定。 

5 定长 GP模式定理的进展 

Riccardo Poli和 w．B Langdon[1997]提出了 

固定规模和形状的程序子空间模式定义 ．并给 出了 

基于一点交叉和变异的模式定理，该模式定理与遗 

传算法 GA模式的原始概念较接近⋯】 

定义 7 如果 ，和 _，是 GP运行中所使用的函 

数集和端点集，那么模式是 Fh来 自 FUTU{一}集 

合中函数集和端点集构成的一个树(或 S-表达式 )。 

算符“一”是一个通配符．与前文所述 的通配符 

“#”类似，但稍有不同 ．“一”倥表示一单个函数或端 

点 ，“#”可用作表示由多十函数或端点构成的整个 

子树 

定义 8 阶是～个模式 H 中非“一”符号的数 

量 ，记作 Q(H)。 

·1 6 · 

定义 9 模式 H 长度是模式 H 中结点的总数． 

记作 Ⅳ(H) 

定义 1 0 模式 H 的定义长度是模式 H 中包含 

所 有非“=”符 号的最小 槲片段 的连接 数．记 作 

(H ) 

与传统二进制 GA类似 ，GS模式的阶、长度 和 

定长与实际群体中程序的形状和规模无关。低阶且 

大长度的模式能够表示较大数量的程序。如果函数 

集和端点集 是有限的，那么定长 GP模式所表示的 

程序数量也是有限的 ．且很容易计算出来。而变长的 

模式如不打Ⅱ约束所表示的程序却是无穷多，尽管 在 

程序的深度或规模被指定为有限的约束条件下．模 

式所表示的程序总数是有限的 ．但 也难以用一种茼 

单相近的形式来表示 

从某种程度上讲．定长的模式定义比变长的模 

式定义较低级，因为如果采用 O’Reilly或 Rosca的 

模式定义所表示的一个较小数量的树能够用相同数 

的通配符来表示，那么这十模式就可以由定长的模 

式定义来表示 ．反过来却不行。 

定长的模式定义 ．与原始 GA的模式定义一样． 

提供模式中构件的位置信息。这样 ，在群体 中一个模 

式的实例数与从模式中取样的程序数是一致的 而 

变长的模式定义是不提供构件位置信息的。 

为了能够更好地理解一点交叉对模式的影响． 

Riccard~poli和 w B Lar．gdo~给出了模式的几何 

解释定义 

定义 11 如果模式 G中不含有任何确定的结 

点，即 D(G)一0．那么模式 G就 是一个超 空间(by 

perspace)。 

定义 12 如 果模式 H 中至少含有一个确定的 

结点 ．那么模式 H 就是一个超平面 (hyperplane)。 

定义 15 如果用通配符替换超平 面模式 H 中 

所有确定结点t那么G(H)就表示与 H相关的超空 

间。 

每个超空间表示一给定形状 的所有程序．如果 

对程序规模和形状不加约束．那么将会有无穷多超 

空间。然而 ·函数 ，和端点丁是有限的 属于每个超 

空间的程序数是 一定的。超平面是超空间程序中一 

个较小的子集。 

在适 应 值 比例 选 择 作 用 下．假 定 采 用 赌 轮 

(roulette whee1)算法建立“变配池 ．{h∈H}表示从 

模式 H 中抽取程序 h实例来彤成“交配池”事件 ．那 

么事件 的发生概率为 P (h∈H}，其中，m(H，f)表 

示在 代与模式 H 所能匹配的实例数 ．，cH， )表示 

在 f代 群体中与模 式 H 匹配 的所有树的平均适应 

I 
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堡·，(f)表示r代群 平均 应值t 表示群体规 关的超空间．令 ff{t)一尸，{n(H)I 吉G(H)} 模
。 D r( )表示当从模式 H 中取样的程序 与̂程序 Riccard。Po[i和‘w B

． Langd0 [1997]的模 式定理 

交叉后模式 H 遭破坏的事件 。G( )表示与 相 如下 ： 

E[m(H r+1)]≥m(H．t)f(H，t)／而 ·(1一p．)。 · 

{ 一 [ ( 一 )+ 

在 GP运行的早期阶段，在交叉作 用下 ，树 h和 

不同形状树h以完全相同的形状交换于辩是不太可 

能的 这是目为初始化群体中多样性 仅有少量的十 

体有包含端点在内的共同部分，所 有 p~,lt(t)≈1 

tG(H)，1)，(G(H)，1)一项表示含有结构 G(H)程 

序的总适应值。_lI!r 7i万表示群体总适应值。在运行 

开始，有 re(G(H) f)，(G(H)，f)《 ，(r)。模式遭 

破坏 的概率接近于 1。所以，在运行开始，交叉算子 

完全可 以抵消选择算子的作用 

在 GP运行的后期阶段，越来越类似 GA 的运 

行。如果变异率较小 ．基于一点交叉的 GP群体将开 

始收敛，规模和彤状 的多样性将会碱少。在交叉作用 

下，程序之间的共同部分特会增加 程序将包含越来 

越多的蛸点。当和不衙形状的程序交夏时，用相同结 

构交换子树的概率将会增加 +paiii(t)将会碱少。随 

着多样性逐渐丢失．户 (f)将会变得更小。此时 

(G(H)，f) M ，，(G(H )，f)一 1)，Riccardo Poll和 

w．B Langdon的 GP模式定理与 John Hol[and的 

GA模式定理 ，式 (10)，完全相同。 

$[mtH，t+1)]≥m(H ± ·￡ ；； ，【1一 · 

[i-- ( 一 )] ㈤ 
即有 }limGP】 (f)=GA (11) 

结束语 变长模式定理和定长模式定理均能在 
一 定程度 tl解释 GP运行内部机制，即： 

在连待算干柞 用下t具有铖 阶、短定蔓长度以厦 

平均 适应 值鼻 于群 体平均 适应 值的 摸式 在子代 中将 

碍 以糟 数增长 。 
一 般来说 对变长模式定理，无论是 Koza和 o， 

Reilly的模式定理 ．还是 Rosca的 ．三者都难 以根好 

地支持基目块假设BBH。然而 Riccardo Poll和w 

B La~ on的定长模式定理却 艟较好地支持 BBH。 

需要进一步研究用表示超空间和在超空间内表示超 

平面的两种基因块来解释 GP是如何构造其解这一 

难题。 

Riccardo Poll和 w B．Langdon的 GP模式定 

理是 Holland的 GA模 式定理 的一种更通用 的表 

mfGfH)，f)，(G(H) )--m(H，1)，(H，f)]I 

M n l 

c9) 

达 ．实现了由GA到 GP模式理论的平滑过渡。当 t 

一∞时，定长GP模式定理变为GA模式定理。作者 

认为 t定长模式 定理 比变长模式定理更能较好地反 

映遗传程序设计 GP的内部运行机制 
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