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信度网中条件概率表的学习  ̈
Learning CE’T in Belief Networks 

邢永康 沈一栋 
01 g 

(重庆大学计算机喇柏 工程珲 重庆400044) 

Ahstract Learning with a belief network ls to build its two basic components from data：a network 

structure and a set of conditional probability tables It is ol crucial im portance in the practical application 

of hel~f networks．SO is one ol ihe current hot research topics In this paper．we discuss approache s tO 

learn conditional probability tables from a set ot data，gi,den a fixed network structure．We will alia 

two representative exact algorithms and three widely used approximate algorithms；maximum likelihood 

e~timation-ma~mum a posterior．EM algorithm ．gradient ascent algorithm and Gibbs sampling algo- 

rithm ．in order for users tO choose based on theft advantages and shortcomings- 

Keywerds Belief network．Learning，CPT．Incomplete data．Complete data 

一

、引言 

信度罔 的学 习包括结构 B 的学习和条件概率 

表 B 的学 习．因果马尔可夫条件原理表明“] 如果图 

形 G是一十随机变量集合 x的因果圈，那么图形 G也 

是该随机变量集合的联合概率分布所对应 的信度网的 

结构图。根据这一原理，在实际应用中，可 以利用领域 

专家知识来构造关于这些琏机变量的因果图．该圈即 

可作为信度网的结构 。但是 ．信度 网的条件概率表通常 

都 比较 大(若 x有 十父结点 ．每十父结点有 f̂种取 

值 ，则 x的条件概率表将有 M n行)，掇难让专家来 

逐项绐 出．因此 ．从实际数据 中归纳、学习信壅网的条 

件溉率表便成了一十很有意 义的研究课题。奉文讨论 

在信度网结构给定的情况下 ，条件概率表的学习方法。 

用 于信 度同学 习的学 习库可 以表示 为 c {c1． 

己．⋯． ．)．其中第i十实倒己=[x =曲．x = ：，⋯． 

x ]．是对所有随机变量构成的向量(xt．噩 ．⋯ ． 

x．)的一种赋值(包括空值 nul1)。如果一十实倒不含空 

值 ．则称该 实例是 完整的 ；否剜为不完整的。由完整的 

实例构成的学 习库荤I：为完整 学习库；否则称为不完整 

学习库。如图1蛤 出了一十蔺化的肺部谚断的信度网结 

构和一十不完整的学 习库 。 

因为信 度网是联台概率分布的图形表示，所 以信 

度网的条件溉率表学习问题可以 归结为统计学中的参 

敲估 计同题 。对于参敲估计同题 ，统计学中有大量的研 

究．其方法从基本 思想上看 ，可 以分为丙大类 一类是 

基于经典统计学的学 习，另一类是基于贝叶斯统计学 

的学习。 

为了便于表选 ．对条件概 率表分层引入如下的表 

示符号： 

一 [ 。， ，⋯ ． ]； —PfX．1pact t(X，)) 

= [ ．+ ，⋯． ，]； =P(x．IP f) 

一 +⋯ ，钆 ]； =P(置= lPa1) 

其中：Paf表示随机变量 咒 的父结点的取值组合 

中第 J十取值 组合。用 表示变量 置 的可取值敲 日+ 

n  

报据概率的归一性质 ，它们满足等式：厶 ％ 一1． 

1 1 1 O 1 1 

0 1 O 1 O 1 

l 1 1 ．qllll1 1 

l 1 叫 I1 1 1 t 

1 0 1 0 1 1 

0 0 0 1 O 1 

1 0Ⅲ l1 0 1 0 

D 0 O nu11 O ·1 

图1 关于肺部疾病谚断的信度网络图及一十 

不完整的学习库 
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二、基于经典统计学的学习 

经担缱i r学 ．叉韵：为信统统 计学 ．是堆于对概宰的 

顺度 斛l『I】建立起柬的 糸列坤 论 ．建立在废 l皂 

卜的参数估计方法 钮法 怙汁、t眭太 阻然估 计等 甘 法 

估计要求分 函数已知 而 倍度 中 器rt慨翠 丧的学 

习是在不知道计柿函数的情况 下进 f r的 ．所以 H能采 

极太似然估计方溘， ．它建l互在极大协然原理 摹础 

．艿基本思想是 ： 个随机 实验有若干个可能的结果 

C。．C ．一．C ．若在 墩 实验中 ．结果 c 出现 ．刚 一般 

^为实验条f'l一对 c 现有利 ．也即 出现的概率应 

该蛀大．因此可以将似然函数 P(C1日 取般大值时的参 

数值 日作 为对参数的估计值。 

1完整的实例数据 

为 r研究的方便 ，一般 假设各十参数 ．之间相互 

独立 。对于完整的实例数据 c．假设 备个实例数据之 

旧相互独立 ．根据信度嗣结构 且 所包含的条什独立性 

关 系．可 以对参 数 的似然 函数 尸(cI )进行如 下变 

换 ： 

L(C： 1一IIIIP(置 [ ]IP口，[ ]． ) 

= Ⅱrip(x．[ ]IPd，[ ]． ) 

q1 

一 ⅡII II PfX．[ IPa；． 1 
。一 ’一 1_ 一 】 

一  矗L(c： ．) 
一 _l一 1 

由 卜式可以看出 ．似然函数 L(c： )的求极值 问题 

就可以分解 为对各十凼干 L(c： ．)的求般值 问题 。下 

面计算 L(C： )的极大值 ：由于给定参数及父结 后 ． 

吾个实例相互独立 ．所 参 数 的似然函数为 ： 

L(C： )=P(CI )=Ⅱ 1) 

上式中，r表示变量 置 的可取值 的数 目；N． 表示 

在实例数据集合中 ．变量 ．取第 ^个噎，父结点集台 

取第 J个取值组台的实例的个数 ．韵： 充分统计 量．凼 

为它们总结了实例数据对似然函数所贡_献的 信息。 

(1)式是一十关于向量变量 ．．一[ ． ¨ 一 

⋯ ]的函数 ，报据函数极值的求法 该 函数的极大值 必 

在它的驻点 ，即在其导数等于0的点．且!IJ- 

3(P(C ) (
⋯

II 
，  

) 

————：——一 = 0： ———：—一 一 0 

蕊 曲 

通过计算最终得 ： 

。=  

争 c2) ‘
J — r 

● 

(2)式就是在完整实例数据下 ．利用极大似然法对 

信度网中各个参数的估计公式 利用该公式 ，可 以根容 

易地 十谇 精定结构的信睦刈的 条仆概率袁 

2不完整的实例数据 

当宴例数撼不：毛稿时 ．化上然 函教的计算将变得 m 

蔓杂． 精确计算茛极大 值几 乎币可能 此 ．H能正 

似世水 似然函数的极大 值，并将该 ^的参数值 作为 

怙汁幢 用的方法有 EM 算}上 和梯度 升苒沾 

EM(Exp~．ctattort Maxinlizatio]1)算法是 Dempster 

1 997]提出的．利 该 葬沾建立 信度罔的条件概 率表 

是基于这样 种想法 ：当实例数据 不完整时 ，无沾j匝过 

对实例数据的统计来拄取 屯分统计量 ． 但 是 利用 

信度I叫的推理葬法 ．可以对不完整实例中没有观 测值 

的变量进行怙计 从而彤收 ·个完整的实例数据集 骨， 

再利用公式 (2】就可 求 出参数 ， 的极 大似然怙 计 

值 = 

EM 算法 ： 

第一步 ：给参数 指定 个初始值{一般随机 地给 

定 ) 

第 。步 ：计算每一一个 充分统 计量 M 对于分 布 P 

( 1 ．c)的期望值 E ． _l’。 

¨ (M．。)=己 P( ，， 口；I己． ) (3) 

利 公式 ( )．对实例数据集 合中每一十实例 已， 

进行考察 ，可能有以下几种情况 

(1]变量 * 及其父结 嫩集 台 Pa,中的变量在实例 

cf中部有现测 值：如果 ，及 ，的观测值 X．一 且 

Pa，=尸口 ，那么P(X ．Pa；I己． )=1；否则，尸( ．Pd川 

己． J一0 

(2)变量 置 及奠 父缔点集台 Pa．中的 变量，有一 

些在 实例 c，中没有观测值 。由于此时信度网 的结构及 

条件慨聿袭 已给定 ，所 以可以利用信度同推理算法 ，知 

消息扩散与汇聚算法．关联树算法等 ．计算出条件概率 

尸( ，Pa；I己， )的值。 

第三步 ：利用上面求出的期望充分统计 量，计算所 

有参数 ． 的极大似然估计值．获得 ： 

：  墨 ! 

睇  ĵ f ¨ ) 
一 ' 

第四步：比较 参数 与 的值 ．如果两 者相差很 

大，她 = ．转到第 ．步继续计算；否则 ，算法结 束 ． 

此时 日就是求得的条件概率表 

EM 算法需要和用信度 嘲的推理算法来计算无现 

测值的变量的期望值．所以选定一十高效的信度脚 ‘ 

理算法是优佗 EM 算法 的关键 如 I．auritzen[1 995]采 

用的关联树算法 就减小了 EM 算法的复杂性 

梯度 E升算法是 一一种；}0用“梯度”来快速计算函数 
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极大值的数学方法 ．其执 千亍过程就是沿着函数的表面 
一 步步向函数的报 太值逼近 的过程。因为函数在某 ‘ 

点的梯度向量的方 向 与函数值 在该． 变化最快的方 

向 一致 所以该算法可 快速获得函数的极大值。似然 

函数 P(Cl )是参数 的多变量非线性 函数 如果 再 

个参数 作 为坐标 ，并将函数的值作 为一个 高度 坐 

标 绘出似然函数的图形 则该函数的图形是 _个多维 

空间中的曲面 在该 曲面上任意选 定一个 ．作 为起 

点 出该点的梯度向量 ．然后沿着梯度向量 的方 向前 

进一步 到选函数表面上的一个新点，继续沿着该点的 

梯度向量前进 ，反复进行 ．最终将到达该函数 的一个极 

大值点。 

梯度上升算法 

第～步 ：初始化。给参数 随机地赋值 并指定步 

长 。 

第二步 ：根据下式．计算似然函数在点 的梯度 向 

量 。 

8／nP(Cl ) P(X P fl己 ) 
—  一 一  — —  一  

该 公式是 Russel[1995]证 明 的 其中的 P( ． 

P 己． )可以利用信度网的推理算法(如消息扩散算 

法、美联树算法)来计算。 

第三步 如果该点的梯度向量为0 则算法结束 ．此 

时 为球得的条件概率表 ；如果梯度 向量不等 于0，则 

对参数 进行修改 ．获得新的参数 一 + * 井进 

行归一化处理 ．使参数 符台条件概率表的约 束条件 

转第=步继续进行 

需要指出的是 ．当实例数据不完整时 ．似然函数有 

多个极 大值 如果以各个参数 ， 作为坐标．并将 函数 

的值作为一个高度坐标 ．绘出似然函数 的图彤 则该 函 

数的图形是多继空间中具有多个“凸”点的曲面 。因此． 

EM 算法和梯度上升算 法都存 在局部最大 问题 为 了 

解决这 个问题 一般是采用多次循环法 。每获得一个极 

大值后 ．对参数做些修改．利用梯度上升法重 新计 算： 

多次反复 ．最后取极 大值最大的一次计算结果 

三、基于贝叶斯统计学的学 习 

贝叶斯统计学是 统计学中的一个 分支．其奠基 性 

工作 由贝叶斯 完成’】。贝叶斯统计 学与传统统计学 的 

本质区别在于对概率的理解。不 同于经典统计学对 概 

率的频度性理解．贝叶斯统计学派认为概率是人们对 

事物发生可能性的一种合理置 信度 具有主观 性 建立 

在该理论上的参数估计问题其基本思想为 ：给 定一个 

古有未知参数 0的分布 P(X1 )以及一个完整的实倒 

数据集台 c．贝叶斯统计学弦认 为参数 0是一个随机 

变量 (区 别于经 典统 计学 )．它 具有 一个 先验 分布 P 

·90 · 

(日) 代表 r凡们在进打学 习以前所知遭的关 于参数 

的信息 ．要根据 以往的知识来估计 如果没有任何知识 

可 参考．可以采用贝叶斯假设 ．即 为 ( )是 一个均 

匀分布，0在它的取值范围内取到 荇个值的机会均等。 

然后通过 在实例数据集合 C 卜的学习．凡们所掌握 的 

参数 的信息发生了变化．表示为P( fc)．弥为参数日 

的后验概率 所以．皿叶斯参数学习的主要任务就是计 

算参数变量的后验概率 P(Olc)．并 以此作 为参数估计 

的依据。一旦后验分布获得了．则有两种方法估计参数 

的值：一是用后验分布最大时参数 0的值 作为参数的 

估计值，称为最 大后验分布估计 (Maximize A Posteri— 

nr)；另一种是采用后验分布的数学期望作 为对参数 的 

估计值 ．称为条件期望估计 

1完整的实例数据 

条件期望估计 叉称为贝叶斯预测法0】 是指将参 

数 的后验分布 的数学期望作为参数 的估计值 ．即 ： 
f 

= ，( )： P< fc) 该方法在贝叶斯统计中被 

大量地采用，因为它充分体现了贝叶斯统计思想 

为了简化计算 ．一般假设各个参数 向量 ． 相互独 

立-】】_．称为参数独立性假设 当实例数据集合 C完整 

时 ．可以证明此时参数 的后验丹布也相互 独立 

因此可以独立计算 各个参数 ． 的后验分布 P(8． lc)， 

并利用该后验分布分别进行参数估计。 

为了计算后验分 布 P( ，lc)．按照 见叶斯统计 的 

思想 必须首先为参数 指定一个先验分布。先验分布 

的选取有多种方法．如前面的贝叶斯假设 另外还有蛀 

大熵原则 、杰弗莱原则 等。一般最 常用的是共轭分 布 

法 当选用共轭分布时 ．参数的后验概率与 先验概率具 

有相同的形式．可以极大地简化计算。在离散型信度网 

的学 习中 ～般将每个分布 P(X．iPa1)看作是多志分 

布 。对于多态分布 ．其共 轭分布是狄 尔赫特分布 该分 

布的定义为 ： 

，( ．⋯ ， )一 一t 

Ⅱ r( ‘) 。。 
,
b-- 1 

n  

其 中 称 为超级 参 数 ，礴 足 ： >0；厶  1；n— 
t 。 l 

r 2 
{r( )函数的定义为：r( )一 上 一。 叫 ；参数 

J 。 L 

f 
的数学期 望为： 呻(吼)一 且D／r(~ ． ．⋯．口r) 一 

m／∑m 

这里选用狄尔赫待 分布作为 先验分布 后，则其 

后验分布为 ： 

P( Ic)一P(cl反 )P( ) 
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一  * 盯 ’ 
～ Ⅱ r( )‘一 

一  

Ⅱ r( ) 

可见．后验什布仍然是 一十狄尔赫特分布 ．所以其 

数学期望可 很容易地求出．并作为对参数的估计 

扎 m ‘)一 

上式就是采用条件期望法学习信度 网的条件慨率 

表 的公式。利用该公式可 以依次求出条件概率表中的 

每 一项 的值 公式 中的参数 m 代表专家的知识，在实 

际计算 中．可匕l由专 家采用等价抽样大 小的估计方法 

来估计 。特殊情况下 可 以采用贝叶斯 假设 ，即假设变 

量取 备个值的概率都相等 此时 ． 

一 l且 一∑ 。 
j — I 

2不完整的实倒数据 

当实例数据不完整时 ，采用 上的假设 ，参数的后 

验 分布已不再是狄尔赫特分布 ，所 要计算后验分布 

的数学期望将非常困难，一般采 用近似计算——最 大 

后验分布估计法 。基本想法是 ：参数的后验分布是相对 

于实例 数据集台的参数的概率 ，该值越太 -说明实例数 

据对该参数的支持越 大。因此可 匕l将后验分布最大时 

参数 的值作 为参 数的估计值 根据贝叶斯公式 ，可将 

参数 的后验分布表示为 ： 

户( fc)一P(Cf ，P( )／P(C)一口P(Cf )Pf 

如果采用贝叶斯假设 ，即认 为参数 为均匀分布 ． 

由上式 可见此时的后验分布的最大点与似然函数的最 

大点相同。因此 ，可 以采 用前面所讲 的 EM 算法、梯度 

上 升法来进行最大后验估计 

(K)简单信度日 (b】翻 m个实例的学习围 

(a)简单信度网 (b)含有 m 个实倒的学习图 

图2 有 m 十实例 的学习图 

假设给定信度网的结构及 个实例．要计算参数 

的后验分布．因为每一十实例对应信度网的一个赋 

值状态．所 以可以将这些实例全部用图形表示出来，井 

将每个参数作为一个结点 ，从而可 以构造 出一个扩展 

的信度网——“学习图” 如 图z(b)就是 图2(a)所示的 

信度网有 m个实例的学习图。给定结构的信度网的条 

． _ ． ． ． —  

件慨率表的学习 ．就是 要求 出参数 对 于蛤定的实例 

数据的后验分布 P( lc)。这 一思想 表现在学 习图 ． 

就是计算给 定证据 (实例数据集合 c)下参数变 量 的 

分布．因此 ．信度网的条件概率表的学习问题就转换成 

丁信度阿的推理问题。显然学习图的规模很 大，很难采 

用精确推理算法进行计 算．一般采用信度 阚上的近似 

推理算法 。这 里采用最常用的 Gibbs抽样算法 】 

Gibbs抽样算法 

第一步 ：初始化 ：置循环次数 Count—O；并对实例 

中没有观{则值的变量随机地给定一个初 始值．形成完 

整的实例数据集 合 C。给每一个参数 a 指定初始值 

这里假设 参数 是一个 Dirichlet分 布，由专家采用等 

价抽样大 小的估计方法来指定超级参数 的值 

第二步 ：任意选取 一个没有观测值的变量 X．r‘实 

例己 中的变量X．)．计算在给定其它变量的值时x．肭 

条『牛概率 。即： 

眦  一 

Ptx ，c ． 
— ■— ——— —— 一  

P( ，C ＼ ) 

其中．C＼咒r表示完整实例数据集台 C 中击掉变量 X,J 

的值 。由于上式 中的每一项 户(砧 ，0＼ )都表示完整 

的实例数据集合(螂 8∞  ＼ ，)的概率 t固此可 利用 

下式来计 算 

眦  
．亟j． 镱 

该式由 Cooper和 Herskovitsg199z]给出0“。其 

中， ．4，．是超级参数 ；N M 是多态分布的充分统计 

量 r( )是一个伽玛函数。 

第三步 ：根 据概率 P(x．r lC ＼x．r)确定变 量 状 

态值 。 

第四步：对实例数据中所 有投有观测值的变量重 

复第二步 与第三步 ，从而获得一十完整的实倒数据 集 

合 ． 

第五步 t由于 是 完整的-因此可 以采用前 面的 

数学期望 估计法 ，求出新的参数 ． 

第六步；再= ，转刊第二步继续计算 ，井将循环次 

数 Count加1。 

第七步；经过多次重复计 算．最后以参数 哥的 

Count次平均值作为学习所得的结果 ． 

结柬语 从实例数据中学 习信度网的条件概率表 

是信度网走向实际应用必须解决的一十问题。本文探 

讨 了两类学习信度网条件概率表的方法 基于经典统 

计学 的学习与基于贝叶斯统计学的学 习。前者具有理 

论成熟 ．计算简 单的优点，但它只利用了实例数据集合 

所提供的信息．无法加入专家的知识 ，所 对实例数据 
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的依赖性 太；而基于 叶斯统计学学习有机地综台 J 

这两类信息，固此对实例数据集合的依赖性较低，茸学 

习结果更精 确=但叭叶斯统计学中的 一些理论仍然存 

在许多争 }义．如 ：将参数 0看成随机变 量是 否妥当?参 

数的先验分布是否存在 住计算中妇何选取坤}． 

在实际应用中，用于学 习的实例数据往往是不完 

整的 ．过种情况下 一般采用近似算法进行学习。常用的 

近似学习算法有 ：Gibbs抽样算法、EM 算法和梯度 E 

丹算法。从算法的时间复杂 度来看 ，Gibbs抽样算法 的 

效率是最低的，当选用相同的推理算法时 ，EM 算法和 

梯度上升算法的计算复杂性相 同。另外，Gibbs抽样算 

法只能用来对信 度网的条件概率表进行批量更新 。而 

EM 算法和梯度 上升算法既可以用于对条件概率表的 

批量更新 ，又可以用于条件概率表的腰序更新 

参 考 文 献 

I Spi~tes P．et al CausationlPrediction and Se~ch+Spring 

／ Verlag tNew York I993 

2 Fisher R ^ Theory of Statistical Estimation．1n：Proc of 

the Cambridge Philosophical Society·1935，22 70O～ 715 

3 Dawid A P．Laurit~n S L Hyper Markov taws in,he StR- 

tistical analysis of decomposable graphical m~dels Annal s 

Star,tic s。1993。21(3j 

4 Dempster A，et at M axi~ m hke Libeed ~'otm incomple 

data via the EM gtgorithm．Jeutnal o1"the Royal statistical 

Society，1 9，f·B39-I～ 弼 

5 Rus 5e1 S．et al Local learning in probabillst Lc network 

wlth h~d clen varlahles In：Proc．of the l{一th IJCA】．M 0n 

tr 1．Canada．Morgan Kaulmatm ．199S lI ～ l】 

Lauri~zen S The EM alRorithn for graphical~sso~iation 

nt3del with mis sing data Comptttat~ona]SLatistical and 

Data Analvses．1蛐 5．19：】91～ 2lJ J 

7 Eayes T R An e~say towards solving problem in the 

doctrine oi"chance Phd TTans sic 。London．PP5 3 370． 

1 76 3 ． 

Heckernlaa D A Tutorial 0n LearninR W ith Bayesian Net 

s：[Techniat Re~rt MSR TR一95-o65 I 995 

9 HryceJ T Gibbs Sampling in Bayesian Networks Artificial 

IntelIigence．1 990，46：351～ 363 

1O York J．Use of the Gibbs sampling in expert syste~ A 

tificiat Inte Lligence，l992，56 11 5～ 130 

ll Heckerman D，GeigerD．Learning Bayeshn Networks：the 

combination ot knowledge and stallsticat data：[Microsoft 

Technical Report MSR—TR-94—09]1 994 

12 Cooper G ．Herskovits E A B~yesian method for induction 

0f probabdistic ~ twords from data M achine Learning， 

l992(9>：309～ 7 

1 3 SplegeihaherD ．LauritaenS Sequential updating of condi— 

tionat probabdifies Dn dir~ted graphical gtrtt~tuTes Net— 

works．1 990，20：5伯 ～ 605 

14 Thies son B．Accelerated quantlfication o1"bayesian nec 

works with incomplete data In Proc o1"First Im t coal on 

Knowledge Discovery and Data Mining，Montrea1．QU ， 

Morgan Kaufmann．1 995 306～ 31] 

f上 接 第 105页 ) 

在平面上相交的系数 依次逐帧排序。 

4．编码 

将经 zig—zag后的512个系数傲为一个单位进行熵 

编码 ：DC(直流 分量减去前一 个单 位的 DC分 量，对 

差值进行 Huffman编码 ：AC(交流)分 量先进行 RLE 

编码 。再进行 H fman编码 。 

三 、实验结果 

我们对 Miss America。Chaire人像等序列 (灰度 ) 

分别进行 了实验 。每帧块进行2-D DCT变换 ，帧方 向 

只对每帧次对角线及其左上部进行1一D DCT变换 ，右 

下部不变换并且采用前述量化矩 阵进行量 比，最后编 

码 。 

从实验结果可以看到 ，对于 Miss America，Claire 

等图像序列，由于每帧帧 内相关性强 ，且各帧变化区域 
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小，每个帧块经过2一D DCT变换 后 ．次对角线 右下部 

的变换系数经量化后 ，大部分都为零 ．并且在允许一定 

失真但保证图像质量的情况下，过些量化 后的系数基 

本都是零 。因此采用部分3一D DCT 算法及 量化策略可 

以得到根高的压缩 比及根好的解码恢 复图像 ，同时 由 

于采用部分 3D—DCT算 法4毳少了近七分 之 一的 DCT 

运算量。从 而提高了缩解码效率 。 
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