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按位异或及其在求解游戏策略问题中的应用 
The Bitwise Exclusive OR Operator altd its Application to Strategy for Playing 

李学武 

(天津师范大学计算机科学 系 天津300074) 

Abstract The paper presents s。me properties On bltwise exclusive OR operator，especiallyttheorem 1 

and theorem 2 are two important results And also it presents its application to strategy for playing 

about balance status 

Keywords Exclusive OR，Bitwise exclusive OR，Strategy for playing，Balance NtatuB 

1 按位异或的若干性质 

约定 在下文中 ．N。均表示非负十进制数的集合 

定 义 i(a0b) 设 a ∈ {0，1)．两个一位二进制 

数 a，b的异或 a~b的真值表如下 

定义2(x NOr Y) x，Y∈N’．两个 非 负十进 制数 

X，Y的按 位异或 x Nor Y是对 相应的二进制 数按位进 

行0运算 ．其结果仍转换为十进制数瑚 果 丰日应的二进 

制位数不等 ，较小的数前面的空白按零处理 
一 些高级计 算机语言 ．如 C．(扩 展)PASCAL等 

都支持对十进制 整数的 Nor运算Ⅲ。 

0 运 算 的性 质 ： 

性质1(交换律) 若 a，b∈{0，1)，则 a@b b@a 

性 质2(结合律 ) 若 a，b，c∈{0，1)，则(a0b)Oc 

— a0 (b0 c) 

性质1、2容易利用定义1中的真值表验证。 

0Nor运 算 的性 质 

在下文中，x，Y，z∈N。，x】，x：，⋯tx ∈N’ 

性质5 x xor 0=x。 

性 质4 x xOr y—o的充分必要条件是 x—y。 

利 用定义2容易证明性质3、4。 

性 质5(交换律 ) x xor y—y xoy x 

证 明：设 x (bt⋯b-bo)。’b ∈{0，1)，i一0·1．⋯·t， 

b 一t；y一 (c，⋯c】c o)2，c ∈ {O，1 ，l一0，1．⋯ ，rtc r=1。 

不 妨设 t≥r．可在 C 之前 补 r—t个零 ．即 c．一  

一c，+】一0．由性 质1．b 0c．一e．0b_ll一1．⋯ ，t一所 竹 
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质j成立 

性质8f结 合律 ) (x xor y)xor z=x xor(y xor z) 

证 明与性质5娄似 (利用性质2) 

性质7‘增广律 ) 若 x—y，则 x x。r z—y xor z。 

悱质7可利用定义1、2直接导 出。 

性质8 若 x<2 ，则 x xor 2 一x+2 

性质9 设 x一(b．⋯b-bo)⋯b∈e Ot1}，i=0，1t⋯ ． 

t．b 一l；则 x xor 2 2’ 

性质8．9可利用定义1、2直接导出 

性质10 若 x<2’．且 y< ．则 (x xor y)+2’一x 

x0r (Y一 2’)， 

由已知及定义，易知 x xor y< ．由性质8，(x xor 

y)一2 一x xor Y xor 2’一x xor(y xor )一x xor(y+ 

2 ．故性 质 1 0成 立 。 

性质 11 x与偶数个 Y的异或仍为 xt即 ：x xor y 

x。 Y xor⋯xor Y—x(共偶数个 y) 

这是性质3、4的直接推论 。 

定 义5(I、、 设 x】，x：，⋯．x ∈N。坝 ：T—x】xor 

x XOr ⋯ xor xn o 

定 义4(T ) 设 x．，x2，⋯ tX ∈N ，删 Ti—T NOr 

x ，i一 1，2．一 ．n。 

由性质3、4．T 实质 上就是对{x L，x ．’_ }L． 

⋯ _xn}中的 n一1个数求异 或。 

定 义5(取数操作 ) 在 n个非 负整数序列 x，，x ． 

⋯

．x 中．选取一个 x及正整数 b．满 足 Xi≥b>0t再用 

Y．一x． b取代序 列中的 称为对序 列 xl，x ．’_x 

的一个取数操作 

定理1 给定 N。中的序列 x】，x --_x̂(n≥2)，若 

T±0．必 存在一个取数操作 ，使 Y 取代 后，T 一x， 

xor⋯ —L Kor xor xi+』Nor⋯ xn一 0 

证明 ：取 T—T xor ．如果存在某个 墨>t 令 b 

—x—T >0，y 一 —b—T 由性质3、4t知．用 Y 代替 
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序列 Xl···x 中的 X，，即 T。一(T XOr x )xor Y，=T，x。r 

T，= 0。 

下 面证 明必存在某个 iC-{1．2．⋯ ，n}，使 xi>T． 

设 序列 x ⋯x 对应二进制 数序列中 ．最太数的最 

高非零 位为 t十1位 ，最高位 的值对应于2 ，设这样的数 

有 r个 (n≥r≥1)．记相应的集合 为 A’．分两种情况讨 

论 ： 

(1)r是奇数 。不妨设 x ∈A ，印 x．≥ 2’ A 中还 

有偶数十具有 t+1位 的数 ．其中任何两个数 的异或均 

<2 ．利用性质3、4可知 T L—T xor x．<2 ，『．x L> T1． 

结 论 正确 

(2)r是偶数 不妨设 x ⋯x：∈A‘，其 余 x 均小于 

2 ，在 T中添加 r(偶数)个2 ： 

T — xI xor x2⋯ xor x r xor⋯ xor x 

= ( XO~2’)XOr⋯ xor(x r xoF 2’)xor⋯ x『1r x 

(根据性质11) 

一 y xor y2⋯ xor xor xt+Jxor⋯ xoF x 

根据性 质9．yi=x 一2’，i 1 一．r．序列 Y Y ⋯．Y．， 

x⋯ ⋯x 对应的二进 制数序列中的最大数最高非零位 

为 s+1位 ，显然 s<t．设最高位对应于2’的数 有 P个 ． 

若 P是奇数 ．则 已}若是偶数 ．则重 复上述操作 ．直到某 
一 步，具有相同最高位的数的个数为奇数个为止 我们 

说道一步必然能达到 ．否则 若具有相同最高位的数的 

千数永远为偶数 ．其结果必导致 T—o．与题设 矛盾 。 

将上述操 作的最后的结果记 为 Y ⋯y⋯y+ ⋯y 

由于每次只增加了偶数 十2 的异或 ．由性质11．T的值 

不变 其中 Y-⋯Y 各数对应 的二进制数的最 高位对应 

于2 ，其余 y，均小于2’．且 p是奇数。T—y XOr·．川)r 

xO Yp+1⋯ x0r yn 

下面证明 x：>T 

易知 ： 一Y +2”T⋯ +2～，其 中，t1> t2> ⋯> 

tu．即 y1是由 x L依次经 过对2”，⋯ 2 ．的异或得到 的 

(参看性质8、9) 

利 用前 面{I)的分析 ，易知 Y >T X(3r Y ，显然 T 

XOr Y J< 2 ．i一 1，⋯ tu ．Y J一 2“一 ⋯ 上 2 > (T xo r Y1) 

一 2 + 一 2 ，左边即为 x ．右边多次利用性质】0 可 

得 ： 

(T xor Y1)+ 2”一 ⋯ 一 2 一T xoY fy1+ 2 + ⋯ + 2 )一 

T xor x J T J即 xl>T L．证毕 。 

定理2 设 T一0，对序列 · 作 任 次取数操 

作 ．即取 x，及正数 b．墉足 ≥b>0，然后用 Y 一x b 

{t替 x ( >y．≥O)后 ，记 T 一x．x0T⋯ x 一l x0r x0T 

x 一J⋯xor X 必有 T。≠0 

证 明：夸 Y 一x b， ≥b> 0 y ≥0，TJ_T x0r y 

xor (即从 T 中去掉 x 加上 )一Y xoF x 一 x。r( 

+b)(注意 T—O)．如果 T 一0 由性质4 必有 —x 从 

而导致 b一0．与 b>o矛盾 ，证毕 

如果将 T=0的情形定义为某系统处于平衡态 ，T 

≠0的情况定义为处于非平衡态 ，定理1、定理2表明 ：当 

系统处于非平衡态时 ，至少存在一种取数操作 ．将其变 

为平衡态 ；当系统处于平衡态时 ．任何一个取数操作都 

将导致非平衡态 。 

2 一类游戏策略问题及解法 

2 1 取石子游戏1 

任给 N堆石子 ．堆数 N及每堆石子数由游戏者给 

出．两人 (游戏者与计算机 )轮流从任一堆中任取(每次 

只能取 自一堆)．计算机先取 ．取最后一颗 石子的一方 

获胜 试设 计一种 方法 ．使计算机有较 多的获胜 的机 

会 

分析 ：记第 L堆石子数为 x．．T—x．xor xz⋯xor x 

xol--．xor x 显然，有必胜策略的 一方应在取 数操作 之 

前面临非平衡态 ，操作后 留给对方平衡态 根据 定理1 

与定理2，如果初始状态时 T=0．计算机一方没有 必胜 

策略 ，可在最多的一堆中取一颗 ．寄获胜希望于对方 的 

失误 如果初始状 态时 T~-O．由定理 1，必 存在某个 

>T ，可在第 i堆 中取 x T 颖 ，使对方永远处于 T一 

0的平衡状态 计算机 必胜 

C语言程序如下 ： 

# include stdio h) 

unsigned int al1]]一n： 
void ~aitl() 

{~nti； 

pdat((~nput n(2 1O)： )；⋯ n ( u ，8Ln) 
f。r(L一 】Il< ⋯ i+ + ) 
{prln'；f input No d Number of stone ＼n“．i) 

scanl(r。 ＆a[1])；} 
， 
void s(~tug() 

{inti； 
printf( Now remaiade~：、 )； 

for( 1 L< = ；一 )print[(”No d _J＼n }L，a 

[t])． 
} 

unsigned int suml() 

‘ 
．

i n t

l

s

；

；

，

i

<

at ~； 

； ++) +一 [i]； 
Tetu⋯ s 

unsigned int xorall() 

{uasiR~ d int ；~at 1． 
f。r[so一 0

，i=l；J< =n；i++) 。一a[i]， 

m alnt) 

{,gasigned lntt“nti⋯s ， 

Laid()： 
while<suro]()) 

“f(xorall()一 一 0) 

±of[】 1；I< 一 ；J+ + 

(a[i]>。) 
{printS( computer take 1 f⋯ No Ha／n r J)‘ 

Ci]一；break 
} 

} 

(下 转 第 1 25页 ) 

· 127 · 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


 

概 念娄的依赖 度关 系 分 为两个方面 ，一 个是依 

赖度 ，另一个是被依赖度 。其中概念娄之间的依赖虚指 

的是某个类所依赖的娄的数 目与类的总数的 比值。其 

计算公式如下 ，夸类的总数为 c 类 t所依赖类的数 目 

为 D．依赖度为 ： 

傲赖度一D／C 

而被依赖度指的是傲赖于 某个类 的类的个数与类的总 

数的 比值 夸类 的总数为 c 依赖于类 i的类的个致为 

ry，被依赖度为 ： 

被依赖度 一 ／C 

依赖度反映的是该类的稳定性 ．一个类对 其它的 

类的依赖程度越大 ，这个类越不稳定 ，这个类就需要更 

认真的规划设计 ；而被依赖 度反缺的是 一个类的重要 

性，一个类越是被依 赖的程度越深，则这个类设计的优 

劣对系统的影响越大 。依赖度和被依赖度可 咀为设计 

阶段类的设计提供参考依 据 

5 4 状态图度 量 

状态圈是 对状态变化鞍 复杂的类或对象进行补克 

说明的一种图 对于 它主要是度量出该类的复杂性 ， 

使开发^员对这个类 事先有充分的估计 ，状态 圈中主 

要是状态和转移两种结点 ，故对于状志圈的度量 ，只需 

简单地计 算状态的个数。 

结束语 一个好的度 量方案不仅要能度量出 一些 

关键 的指标 ．而且要尽可能再现一个系统所有可 能有 

用的特征 ，这好 比我们认识事物 ．只有把事物的尽可能 

多的特性了解清楚 ．才能更真实地把 握事物的运动规 

律 才 能以不变应万变 。针对需求分析模型的度量 ．是 

软件度量的一 个重要部分 ．它可咀使 得在项 目还没有 

设 计 之前对 项 目情况 有一 十较 好 的了解 。由于 目前 

UMI 在市场 上 的主导 地位 及 其本身 信 息的完 善 

性、规范性 等优 点 使得基于 UML的软件度 量研究戒 

为当务之急 ，本文正是从这点出发 ，提出了 自己的度量 

方案 
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e『se 

Eor【】= 1；，< 一 “；i+ 一 ) 

{ [L]一(xoraUO a[L])； 
， (s> 。] 
{printl(’'computer take u from No d＼ ．s，i J； 

ar1 ‘一xora1]()； 
break； 

} 

j 

if(Ⅲ 『()= =0) 

fprint E("computer win )；break；j 

status()： 

while(1) 
fprintf("Input your se]ection'＼n(exp 1 2⋯ ns tzke 2 

from No．1) ＼力 )； 

scaaf(” d u ．＆e，＆t)； 
if((e>=1)8 (e<一n)蹦 ( e：>一E)) 
{a[e]一： }br阻k；， 

else 

print E(Udata err0r【re—input ·＼n’ )； 
j 

lfIsum]()一 一 0) 
{p~intf youw Ln! )；break，} 

} 

2．2 取石子游戏2 

任给 N堆石子 ，堆数 N及每堆石子数 由游戏者精 

出 两人(游戏者与计 算机)轮流从任一堆中任取(每次 

只能取 自一堆 )，规定每方每攻最多取 K颗 ，计算机先 

取 ，取最后一颗石子的一方获胜 试设计 一种方法 ，使 

计算机有较多的获胜 的机会 

分 析 ：记第 i堆石子数 为 夸 Y．— rood(K+ 

1)，i= 1 ⋯ ，n，定 义 T—yI XOF y2⋯ xor Y，xor⋯ xor 

Y 如果韧姑状态时 T一0 则为平衡态 ，先走的计算机 

一 方没 有获胜 策略 ．如果 韧始状 态时 T≠D，由定理 1， 

必存在某十 yl>T．，可在第 1堆 中取 yi—T．颢，使对方 

处于 T=0的平衡 状态 ，在 以后的 各轮中 ，对方 在第 i 

堆中取 r颗 若 >k，计算机就在 同一堆中取 k+】一r 

颞 ，这时 y．不变 若 ≤k，则重新计算 y 及 T，按 同题 

2．1的方法选取 ，这时 ，计 算机有必胜策略。具体实现 细 

节不再赘述 。 

对上述算法略做修改 ，便可解决问题2．I、2．2的对 

偶 同题 ：取最后 一颗石子的一方为失败 
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