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基于信度 网的精确 推理算法通过利用各节点之问 

的条件独立性来加快推理计算，前面舟绍的基于搜索 

的方法则不仅利用节点间的条件独立性而且利用概率 

分 布的一些特 性进行近似计算 ，但是在很复杂的问题 

领域要想通过分析 条件独立性和利用概率分 布的特征 

来加速推理计 算往往不太现实 。基于仿真的方法则另 

辟蹊径．既不利用条件独立性．也不考虑概率分布的特 

征 ．而是通过对样本进行统计 以得到 待求概率 的近似 

值_1]。根据概率论 t当样本量趋近于无穷大的时候 ．样 

本 的统计值将 等于其概率值 ，但是当样本量越小的时 

候 ，样本 的统计值 与真实概率值差异 的可 能性越 大， 

即：p( 一p >e)的值越 大。其 中 为对样本的统计值 ， 

P 为真实的概率值 ， 为误差 量(一十大于0的正数 )。 

随着样本量的增加 ．统计计算的结果就越精确。但是该 

精度的蛤定不象部分精确计算方法那样给一个误差边 

界 ．而只能给 出一个概率边界。即样本量越 大．其统计 

结果与真实结果的误 差小于某误 差限的可能性就越 

高。 

基于仿真的方法 又名 Monte Carlo[1 方法，它首 

先通过采样技术对某概率分布进行采样 得到一组样 

本 ，然后对该组样本进行统计计算以得到待求概率值 。 

通常采样阶段和统计计葬阶段完全分开。目前提出的 

采 样方 法 主要 有 ：Reject Sam p1ing、Importance Sam— 

piingE']、Forward SamplingL”和 Markov Chain Sa m． 

piing(如 Gibbs Sampling【6 。 等)。这些采样方法的目 

的是设计一套算法，能够 最快的速度产生满足统计 

计 算要求的样 本。而在数 据统计阶段 的方法 主要有 ： 

Straight Simulation_l “ 方 法、Likelihood Weiaht— 

ing口 方法和 Bounded Variance_l 方法三类 。这 三类 

方法都是从不同的角度利用了 Monte Carlo法的基本 

思想 ，而 Bounded Variance方 法也可 以看作 是 L e1I_ 

llood We'培htiag葬法的一十变种。 

作为这三种方法基 础的 Monte Carlo法 ．其计算 

的主要 思想是通过一组样本 以计算某 函数 的数学期 

望 其计算公式如下 ： 

E(ff-))一 厶 f(X ， t⋯ t )*P(X Lt Xjt⋯ t 
】- xh 

1 

) * 厶 f( ． ．⋯ ，X ) 

在上面的公式 中需要计算函数 f(X u，X1)对于概率 

分布 P(X 一． )的数学期望。如果直接计算 ，需要对 

随机变量 x ．⋯．)【n的所有可能组台状态进行求和(如 

上式 中间部分)。采用 Monte Carlo方法 ．只需要将 函 

数 f(X 一．)【n)对所有 的样本求平均 ，就得到该 函数 

的数学期望。为了便于理解和表选 ，可 以对上面的公式 

进 行改写。在上面的公式中我们 假设 随机变量 XI，⋯ ， 

x 所有可能的组合构成了一个状态空间 n，其中 为 

该状 态空间中的一十状态 ．定义 为第 t十样本的状 

态 ，且 ∈n。另假设在 M 十样 本中出现 的所有组合 

状 态构成状态 空间 n ．且 n。这样上面 的计算公 

式可变换为： 

E(I(。))=∑f( ) P( )≈∑㈨  Num(m) 
0 n - lⅥ  

M — l 

一  善 
其 中函数 Num(m)表示状 态 在样本中出现 的趺数 ， 

Num(*o)／M 剧表示状态 在样本 中出现 的频 率。随着 

样本量的增加 ，当样本数趋近 于无穷大的时候 一n+ 

且状态出现的频率将等于该状态的概率。由此可知 

Monte Carlo方 法在计 算过 程 中主要 频率 代 替概 

率 ，以对样本的算术平 均代替数学期望 。该方法的计算 

精度将随着样本量的增加而增加，换旬话说要达到越 

高的精 度对样本量 的需求就越 大。Stochastic Simula． 

tion方法 、Likelihood Weighting方法和 Bounded Vari- 

8nce方 法的主要 区别在于 ，它们采用了不同的 f函数 

或(和)针对不同的概率分布进行采样 。下面介绍用 

Monte Carlo法计算边缘概率 。在概率推理中 ，边 缘概 
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率的计算是所有计算问题的基础 。妇果将 Monte Ca rl - 

法用在计算边缘概 军的问题中 我们 必颂 先定义 个 

函数 f 假设先计算单个变量 X．一a的边缘概率．其函 

数 f的定义如下 ． 

f1．X．r二a 
“X —rx )一( 

1 0．X 宰=a 

该函数表示当节点 x 的取值为 a的时候函数 f的值为 

1．否则为0 在该定义下 ．函数 f的数学期 望将表示边 

缘概率 P(X，一a)．即 ： 

 ̈)= 寿 f(X】川X，⋯'xn)fP(xltX 一r 
X ) 

一 厶 P(X】，⋯ ，X 一a，⋯ X ) P(X．一a) 
1 - 

采用 Monte Carlo法将上面的计算公式近似为： 

E(f(·／)一P(x—a)≈ 2 f(X ．- X ) 

一  三 堂查塾 
M  

可见采用该方法避开了指教式的求和运算量 计算多 

个变量的边缘概率的计算方式与此类似 

StraJ ght Simulation Cla,ll3方法 由 Pearl 71987年提 

出，该方法是对 Monte Carlo法最直接的利用形式 它 

将边缘后验概率 P(X．一a lE—e)，表选为后验概率分 

布P(X1，⋯ ，x 一a，⋯，x 1E e)的边缘 化。假 设 

( ，⋯ ，X )=P(X --，x fE=e)，则后验概率分布 P 

(x．一alE=e)的计算公式为： 

P(X奄1lE=e) 厶 P(X 一，)(1=1，⋯ ．x fE—e) 
x1- X 

一  置．f(X~,---,x1)*P_(X 一_XN)X ) xl— 。 【Ⅵ_l0 
其中函数 f的定义如下 ： 

⋯  一  ： 
该方法在采样时t基于的概率分布是随机 变量间的后 

验联合概率分布 P(XJ，⋯ ，X )。在计算过程中首先利 

用一个采样器 ，对后验联合概率分布进行采样， 得到 
一 组满足该概率分布的样本j然后 计算 函数 f对于该 

样本集合 的算术平 均 近似后 验概率 ；P( —a JE— 

e) 该方法对样本的利用并不充分 ．只是简单地针对样 

本 中包含 a的项时 f函数的取值为1，否则取值为 

0。因此在选到相同精度下对 样本的需求量较大 ，也就 

是计 算时 间复杂度 较高。下 面介绍 的 Likelihood 

Weighting算法就避免了这种简单的0、1取值方式 ，得 

到了 比Straight Simulation算法更高的计算效率 

Likelihood Weightit,g! 是当前在信度网非精确 

推理领域应用最广泛的近似计算方法 。该算法同样采 

用 Monte Carlo方法的思想 它首先将联合概率分布 
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丹解为两项 的乘积 

PtZ=z．E— e)一p(z．e)* ‘z． 

其 中 z为非证据节点集台 ，E为证据节点集合 ．这两个 

集音的当前取值分别为 和 e。上面公式中的两项 p(z 

e)和 ( ．e)的计算公式分别为： 

p( ，c)一儿 PtZ Iva(z．))lz—z E—e 
‘∈ 

．e)一ⅡP(E．IPa(E))Iz—z E—e 
⋯i 

其 中 z—z E—e”表示证 据节点集和非证 据节 点集台 

中节点 的当前取 值分别为 z和 e 由此可得到联合概率 

分布 ： 

P(z．e)一ⅡP(X．IPa~)Iz—z，E—e 

一 (兀P(Z．IPa(Z))Iz—z，E—e) (ⅡP(E．1 
i E ∈t 

Pa(E，))lZ=z，E—e／ 

= Lo(z，e)* (z，e) 

在概率推理中，边缘概率的计算是其它概率问题计算 

的基础 采 用 Likelihood Weighring方 法进 行推理 计 

算时 需要计 算两个边缘概率 ：P(E e)和 P(X—x，E 

—e)。其中P(E=el表示证据的边缘概率，P(X x，E 

=el表示后验概率节点 X和证据的联合边缘概率．这 

两个边缘概率的计算将采用 Monte Carlo法 ，变概率 

平均为基于样本 的算术平均。在 Likelihood Weighting 

方法中边缘概率 P(E e)的计算可以表达为； 

P(E：e)一∑(ⅡP(xIPa,)lE：e) 
XiEZ 

一 ∑ (Ⅲ)*p(z e) 

其中 n为随机变量集台 z中所有节 点可 能的组合状 

态所构成 的空 间。如果把 (z，e)看作 Monte Carlo方 

法中的函数 f(-／，将 p(z，e)看作在空间 n上 的一个分 

布，则 P(E—e)可近似地表达为： 

P(E—el 击 台 (z te) 
在上式 中z 为满 足在空 间n 上的分布 p(z，e)的第 t个 

样本。而对于该方法中的另外一项边缘分 布 P(x-=a， 

E—e)的计算过程与此类似 ，即 ： 

P(X：x，E=e)一∑ (Ⅱ (x，lP )Ix—x，E—e) 
IiE 

一  互～ ．e)*p( 'e) 
z∈n．E 

一  比 ．e) k(z,e)*p( ．e) 
lE“ 

其中 (z，e)的定义为 ： 

， ， 、
f1，当x—x∈z H

“ 1 0，其杂情况 
如果将 ∞(zte)*̂ (z．e)看作 Monte Carlo方法中的函 

数 “·)．将p(z，e)看作在空间 n上的一个分布，则 P 
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(x—x，E—e)可近似地表选 为 

I (x—x，E--e) 而1 S
⋯  

e)* ，e) 

通过连两个边缘概率可 以直接计算出后验概率 P(x 

xlE--e)。在采 用 Likehhood Weighting法进行近似计 

算的过 程中．需要首先对概率分布 p{z，e)进行采样 ．得 

到满足该分布 的_-组样本 ；然后分别按 照上面给出的 

两个 f函数 ，计算它们对于该样本集 合的算术平均以 

近 似计算后验概率 I (X—xIE—e) 该方法 在基于信 

度 网的近似推理领 域被广泛采用 ．但 由于在计算边缘 

概率 P(X—x，E=e)的过程 中使用 丁二 值函数 (z， 

e)，它类似 于象 Straight Simulation方法中那样 使得 

在计算 P(X—x，Eme)的过程中对样本的利用不够充 

分 ，还可 以对该 算 法进 行 改 进 这 一 思想 就导 致 了 

Bo unded Variance方法的产 生。 

Bounded Variance[ 方 法 是 Likelihood Weighting 

方 法的 一个变 种 它对 Likelihood Weighting方法作 

了两点修改。第一点是在计算 P(x—x，E=e)的过程 

中没有引入 二值函数 (z，e)，而是将 x—x，E—e作为 
一 个联合证据 ，采用类似计算 P(E—e)的方 法直接计 

算；第二点是在计算边缘概率 如 ：P(E—e)的过程 中， 

将原算法中的公式 to(z，e)改写为 ： 

g(z,e)一 ( )／Ⅱ m 

其中 k为节点集合 E中的节点数 假设节点集合 E中 

有节点 ：E ”， ，每一个 节点拥有一张条件概率表 ： 

P(E。一e，lP )，则 U 表示了节点 E，的条件概率表中各 

项的上限 ．而 1。则表示了该条件概率表中各项的下限 。 

在计算时采用如下公式进行计算 ： 

1 T r 

P(E—e)≈ *儿 u，*厶  ( ，e) 
lvl f-- L 1 a 

经 证明该算法的收 敛速度 比Likelihood We hfing方 

法更快，在不存在极端概率的情况下，该算法是一个多 

项式时间复杂度的算法。 

在以上这些算法中，第一步都是通过采样得到一 

组满足某概率分布的样本，然后再进行坑计计算。目前 

的采样 方 法有 多种 ．如 ：Reject Sampling、Importance 

Sampling、Forward Sampling Gibbs Sampling等 这些 

方法 的目的就是尽 可能快地得到满足要求的样本 。下 

面简单地介绍一下这些采样方法。 

·Reject Sampling 方法 ：不直接针对所需要 的概 

率分布 P(x)进行采样，它通过引入另外一个更简单的 

分 布 P r(x)．希望能够通 过对 P(X)进行采样 以得到 

满足概率分布 P(X)的样本。对于 Pr(x)的选取要求对 

于 x的所 有取 值 X，均 满足不 等式 P(x)< 一c*P 

(x)．在采样过 程中 ，首先通过对分 布 P。(x)产生 个 

采样值 X‘，然后对该采样值以概率 P(x)／c*P (x)接 

受 。如果不接受 x ，则继续 产生另 一十 x ，直到该样 

本 点破接受，然后再产生下～／r样本点：经证明该采样 

算法的结果 确实表达 丁丹布 ：P(X)．但该方法对简化 

分布 P。(x)有一定的要求，对于 个复杂的分布要寻 

找到 个 满意的简化几乎不可能。如果选择不当，为 r 

保证在任何取值下不等式 P(x)<一c*P。(x)都成立 ， 

常量 c的取值可能很大 它将导致样本的接受率降低 ． 

对 于有些样本甚至非常低 ，从而使得样本的产 生速度 

变得很慢 。 

·Importance Sampling 方法 同 Reject Sampling 

方 法一样，为了避免在复杂的分布 P(X)上直接采样 ， 

选 取 了另外 一个分布 P (X) 但 是它 与 Reject Sara 

plmg方法不 同之处在 于它并不要求 P。(x)是 P(X)的 

近 似 ，而仅仅要求当 PtX=x)：~O时 ，P。(x—x)≠O。采 

用该方法 的原理如下 ：’ 

E(f(X】，⋯ ，X ))一 厶 f(x x )*P( ，⋯ ，X 1 
X1 Xn 

、 

，⋯  *毙暑等* 
P ( ，⋯ ，x ) 

一 ∑ — )*Pr(x ．． ) 
】 

在上式 中将 函数 f(X ”，X )对于概率分布 P(X ”， 

x )的数学期望 ，等价于求函数 P(x ，⋯ ，x )对于概率 

分 布 PJ(x ．，-X )的数学期望 ．在采样 时需要 对分布 

P (x ”，X )进行采样 为了简化计算可 以将信 度网 

中所有节点的连接边都去掉 ，将该网络表达的分布作 

为 P (X】，⋯，X )。理 论上 在该算 法中对分 布 P (X，， 

⋯ ，X )和原始分布 P(X ”． )之 间的近似程度没作 

要求 。但 如果选择不当，在达到相同精度下所需要的样 

本量 同样会大大增加。在原概率分布中，概率值大的状 

态对最后计算结果的 影响也就大 。如果 在新 的分布中 

这些状态的概率值反而小，那么为了产生这些状态所 

需要的样本数将会大大增加．因此新概率分布同原概 

率分布的近似程度越高越 好 ，但同时新概率分 布也要 

越简化越好，因为它有利于样本的产生速度。但是要寻 

找到这样一个分布非常围难，为此有些学者提 出了一 

种 Adaptive Importance Sampling的方法 。该方法首先 

给定新分布的函数 类型 ，然后任意给定该 函数的参数 、 

并通过在采样过程中不断地修正这些参数以得到一个 

满意的 PJ(x)。最后 以该 P (x)实施 Importance Sam 

pling。 

·Forward Sampling口 方 法：该 方法在采 样时 ，为 

了避 免直接 在复杂的联合概率分布上采样 ，就采用了 
一 种局部采样的方 法。每 次计算 只改变 个节点的值 ， 

直到所有 的节点被处理 一次将得到一十样本 ．其采样 

过程为，首先从信度 网中就是从顶层节点(无输入边 的 

·】】3 · 
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节点)开始 ， 层 ·层地往 后度刚的 F层节点进 打采 

样 ．直到所有节点均破实例化 ：在每 次采样时 ．节． 

取 值的分布将满足 ．P{x．『Pa) 由于从顶层节 点开始 

逐步往下层节点进{ 采样 ，每 一十节点在采样时它的 

父节点状态均 已知，幽此每十节点的采样将非常简 单 

经证 明采用 F，~rwfi]：d Sampling将产生满足要求 的样 

本 

-Gibbs Sampling 川方法．除 r E面介绍的方睡 

外．还 有一类基于 Markov链的采样方法 ．其中最有代 

表性的就是 Gibbs Sampling方法 该方法 与前面方 法 

的不同之处在于它的每一步采样不是一欢性地改变所 

有节 点的取值 而是一次改变一十节点 x ．该节 点的 

取值将满足概率分布 P(X．『X 一，xH ，x⋯ ，⋯ ，X ) 

在采样过程中．首先给各十节点随机赋初值 ，然后依顺 

序遂十采样信度网节点。每改变一十节点的状 卷将产 

生一十样本 信度阿中首次采用 Gibbs Sampling是在 

Pearl于 1987年发表 的文 [10，11]中 ，后来 该方 法 被 

York进行了增强 采用 Gibbs方法在初期产 生的样本 

将不满足所要求的概率分布 ，但是随着采样过 程的继 

续 ，其采样 的结果将收敛于该分布 通常只利用收敛后 

的样本进行计算。但是采 用 Gibbs Sampling方法对被 

采样 的概率分布有要求 ，即不能出现概 率值 为0的状 

态，否则采用 Gibbs Sampling将不能收敛到满足应有 

的分布 为了提高收敛的速度 ，Glbbs Sampling方法还 

出现了许 多变种。 

以上的这些采样 方法都被成功地用于信度网近似 

推理的计算中。除此 以外这些方法还被用于基 于其它 

图形模 型的推理计算中 。对于这些方法的综述详见文 

] 

结语 除了上述 的方法外还出现了一些其它的近 

似计算方 法，如基于 Noisy一0R的搜索方法、基于变换 

的方法 (Variational Method)_． 等 。这些方法的主要 

目的都是如何尽可能 多地利用信度网的结构特 征、分 

布特征 以加快收敛速度或简化计算 ，得到较快的计算 

速度 。目前最引人注 目的是变换方法 ．该方法主要通过 

对信度网里面的条件概率表 引入额外 的参效进 行近 

似t以化简条件概率表内部的联系(解偶)，从而简化信 

度网以达到快速计算 的 目的。虽然它不象仿真方法那 

样简单和普遍适用 ．但它却能够处理一些其它方法根 

难处理的大型信度网 ，比如 ：QMRE (Quick Medical 

Reference)。QMR是一个两层 的信度网 ．第一层600个 

节点表示600种病 ，第二层4000多个节点表示4000多种 

症状 ．该网络 的平均父节点效 为l 60．5个 ．每个条件概 

率 表 平 均 包 含 2Ⅲ 项，采 用 Junctmn Tree算 法 其 

c ue节 点的平均大小为105个内部节点 。如此 大的一 

个倍度网采用精确推理显然无法计算，采用其它的近 

·114 · 

似算法的推理效率也极慨 而采 用变换方法可以达到 

诅满意的推理速度 目前该算法 已不局限于双层 信度 

劂 ．其 条 概率 表也不局限于用 Noisy—OR的方法给 

出 ．它正在逐步成 为 ·十 比较通用的方法 j 信度『碍推 

理虽然永远不可能找到 十 多项式 时问复杂度的算 

法 ．但是对这些 备有所长的方法进行 组合是 一十 很有 

希望的解决问题的 办法。比如基于搜 索的方法可 以与 

基于忻真的方法相结 合．在条件概率 表呈现不同的特 

征的情况下采用不同的方法 ；另外变换方法和基 于搜 

索的方法也可以结合 ，因为它们各 自利用的概率分布 

的特征不同 ．如果混合使用可 以站补一些 各 自算法的 

不足 ；还有变换的方法也可 以与仿真的方法相结合 ，用 

吡检验当前结果的收敛性 ．以避 免不必要的计算⋯⋯。 
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