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多端口模式下的多消息广播算法与分析 
Algorithm and Analysis of Multiple Messages Broadcast in the Multiport M odel 

丁 丁 李伟生 

(北方交通大学计算机与信息技术学院 北京100044) 

Abstract In this paper，we first make a comparison between two kinds of one—to—all broadcast— — one message 

broadcast and multiple messages broadcast．And through simple introduction to a multiple messages broadcast algo— 

rithm presented in[1]．called k-tree algorithm，in the multiport mode1．we sum up its basis and model of theory and 

provide essential proof for theorems．At last，we make a detailed analysis of its ti
．
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1 引言 

网络通信一般可分为五类，单播 (Unicast)、组播 (Multi- 

cast)、汇播(Concast)、群播(MuhiPoint to MuhiPoint)和广播 

(Broadcast)。其中 ，广播通信是实现一点对所有点通信Cone— 

to—all Broadcast)的简便有效形式 ，在很多并行计算问题 ，如 

神经网络、优化、线性代数等 问题中的使用非常频繁。 

这 篇文章的依据是 文[1]中介绍的消 息机制 下多端 口 

(multiport mode1)系统中的一种广播算法——k树算法。k树 

算法主要基于 n结点扫描树的构造以及树结点的命名．时间 

复杂度是[m／k]+max([1og~(n+2k)]，2)。实验证明[】]，这种 

算法虽然不是最优的，其时间复杂度与最短广播周期[1o昏+ 

n]+[m／kJ一】很接近，每个消息的广播延迟只有 log(k+】)／ 

log k个周期 。而且由于对 k扫描树——一种变形完全 k叉树 

的应用 ，使其在广播算法的实现上不需要任何的代码 ，而变得 

非常简单和实用。 

但是 ，文[1]中在 k树算法的描述过程中．重点放在算法 

本身的介绍和实现 ，目的是讨论另外一种以 k树算法理论为 

基础 的广播算法 ，因此在 k树算法理论的推理、证明和时间复 

杂度的分析上没有进行过 多的工作。基于此 ，本文有两个重 

点．其一．明确广播的概念 ，通过对两种广播形式—— 单消息 

广播和多消息广播的比较 ．总结出多端 口模式下多消息广播 

的特点；其二 ．在原文 k树算法的基础上 ，归纳 出两条广播定 

理 ，完善 k树算法的理论模型，同时简单概括了 k扫描树是如 

何支持多消息广播算法的实现 ．对 以 k扫描树为基础的广播 

算法进行时间复杂度的分析 。 

2 单消息广播与多端口下多消息广播的异同 

在网络通信中通常使用一种特殊的地址将分组发送到所 

有 目标。使用此地址发送分组后 ，网络的每一台机器都会接收 

和处理它，这种操作被称之为广播 。广播的方法在多处理器系 

统 中是一种 非常重 要的通信 操作 。特 别地 ．可 以在 EREW 

(Exclusive—Read Exclusive—Write)的 系 统 中 模 拟 CREW 

(Concurrent—Read Exclusive—Write)的方式 ．把位于某个存储 

器中的单条消息广播给所有的处理器 ，这种操作我们称之为 

单消息广播。但是 ，随着网络技术的发展 ，网络通信中的多点 

通信功能也越来越重要．当需要进行大量的数据通信时．要求 

把数据分成一系列的消息 ．可以独立地发送和接收 ．而这对于 

上述的单消息广播来说 ，效率就会大大降低—— 单消息广播 

的方法每次只能广播一条消息 ．这样就提 出了我们现在谈到 

的多端 口模式下的多消息广播。 

事实上 ，从同属于广播的类别上看 ，单消息广播和多消息 

广播有本质和 目的上的相同之处 ： 

a．如果我们定义最初发起广播并向外发送广播分组的结 

点称为广播源(broadcaster)[3]，则无论 是单消息广播还是多 

消息广播都是单广播源(记为 P。)，也就是说所有需要广播的 

消息只存放在广播源一个结点中； 

b．单消息广播与多消息广播都是应用在具有多个处理器 

(nodes)的并行系统中的广播算法。在这种系统 中，我们认为 

所有的结点之间都可以进行通信 ； 

C．单消息广播与多消息广播都是一点对所有点通信的广 

播形式，目的也都是为了使系统 中的所有处理器得到广播源 

的内容； 

但是在分布存储并行计算消息传递系统 中，多端 口模式 

下的多消息广播较之单消息广播而言 ．有其 自身的特点 ，因此 

能在更大程度上提高资源的利用率和通信的效率 ： 

a．多消息广播虽然只有一个广播源 ，但是这 个广播源的 

内容被分割成多个消息(m个)．独立存在于广播源中； 

b．在应用多消息广播的并行系统中，每个处理器有 k个 

不同的输入端口和 k个不同的输 出端 口； 

C．在每一个广播周期(round)．每个处理器向其他的 k个 

处理器发送 k(k<一m)条不同的消息．与此同时 ．接收来 自k 

个处理器的 k条消息。 

由此 可 以看 出．由于各 自的特点 ，单消 息广 播适 用 于 

EREW 的系统 ．而多消息广播在 CREW 或 CRCW 系统 中的 

效率会更高。 

5 多端口模式下的多消息广播理论 

根据文[1]中 k树算法的介绍和性能分析 ，我们归纳得到 

k树理论 中用到 的，进而推广到所有多消息广播算 法都适用 

的定理 ．并且给出较为严格的推理证明 ．希望能够对其它树形 

拓扑结构的广播算法有一定的参考价值。 

假设广播源内的消息数 目有限 (m个 )．在每个时间周期 

向其他 k个(或者少于 k个)处理器发送 k条(或者少于 k条) 

新消息。同时．为了避免不同 m 和 k问题规模之间的计算误 

差 ，在这里定义最短广播时间的概念 ，即所有消息广播完成的 
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最大周期。 

定理 1 在 k端 口模式中向 13．个处理器广播单一消息的 

最短时间是[1og~+ n]个周期[1]。 

证明：假设单一消息存在于广播源 P。中 

初始状态：P。等待把单一消息向其余处理器广播 ； 

第一个广播周期后．P。把消息广播给另外 k个处理器 ，此 

时有(k+1)个处理器得到该消息； 

第二个广播周期过后，上述(k+1)个处理器又分别同时 

把消息广播给 k个处理器 ，此时 ，有(k+1)+ k×(k+1)一( 

k+1)×(k+1)一 (k+1) 个处理器得到消息．．．⋯· 

以此类推 ，如果共需要 x个周期完成广播的操作 ，则在具 

有 n个处理器(结 点)的 k端 口并行系统中．有如下不等式成 

立 ： 

(k+1) ≥n ． ．x≥logk+In 

又 ．‘x是整数 ．’．x≥[1og~+In] 

命题得证 。 

定理2 k端 口模式中向 n个处理器广播 m 条消息的最 

短时间是rm／k]一1+[1og~+ n]个周期[ 。 

证明：在 k端 口模式 的并行系统 中．广播 m 条消息的结 

束标志是第 m 条消息广播操作的完成。根据 多消息广播 的特 

点(在每一个广播周期 ，每个处理器向其他的 k个处理器发送 

k(k< 一m)条不同的消息 ，与此同时 ．接收来 自k个处理器的 

k条消息)，第 m条消息可以进行广播的周期为rm／k]一1；同 

时根据定理1，广播一条消息的最短时间是[1og + n]个周期， 

因 此．广播 m 条消 息的最 短时 间是Fm／kl一1+['logk+，n]个 

周期。 

4 数据结构的定义 

我们依据熟悉的完全二叉树理论 ，给出完全 k叉树的定 

义 ，并 由此讨论了完全 k叉树的性质 ，提出 k树算法中 k扫描 

树的数据模型。 

4．1 完全 k叉树 

性 质1 一棵深度为 h的满 k叉树的结 点数 n为 (k 一 

1)／(k一 1)。 

证明：对于满 k叉树而言 ，每个结点都有 k个孩子，同时 ， 

除根结点以外的结点都只有一个父结点，因此 ： 
h 

n一 厶 k‘= 1×(1一k “)／(1一k)一(kh一 1)／(k～1) 
i_ O 

可 以对满 k叉树的结点进行连续编号 ，从根结点起 ，自上而 

下 ，自左而右 ，由此引出完全 k叉树的定义。 

定义1 (完全 k叉树 ) 深度为 h，n个结点的 k叉树，当 

且仅当其每一个结点都与深度为 h的满 k叉树 中编号从1至 

n的结点一一对应时，称之为完全 k叉树 。 

n个结点的完全 k叉树用 T (n)表示 ，构造方法如下： 

从根结点开始以自上而下方式一层一层地添加结点，第 l 

层是向第 l一1层的每个结 点从左 向右添加 k个结点，直至第 l 

层已经添满或者已经达到 n个结点的数 目。 

例如 ：n=14，k一5 

O 

0 

● ● ● ● ●  ● ● ● 

6 7 8 9 10 l1 12 13 

性质2 具有 n个结点的完全 k叉树 的深度 h为['logt 

(nk—n+1)f一 1。 

证 明：’ 一棵深度为 h的满 k叉树有 ( 一1)八k一1)个 

结点； 
一 棵深度为 h一1的满 k叉树有 (k 一1)／(k一1)个 结 

点 。 

． ．

一 棵深度为 h的完全 k叉树 的结点数满足 ： 

(k 一1)／(k一1)≤n≤ (kh一 1)八k一1) 

． ． (kh_。一1)≤ n×(k一1)≤ (kh～1) 

．

‘

．1ogk(nk-n+ 1)≤h≤ logk(nk—n+1)+1 

．

。

． h一[1og~(nk--n+1)1—1 

4．2 k树理论 

定义1 (k扫描树 ) 在 k树算法中用到的 k扫描树，就 

是 以完全 k叉树为基础并稍作调整 。具体地说 ．就是把 n (n 
一 1)的根结点连接到一个新的结点上 ，把这个新的结点作为 

k扫描树的根结点，这样形成的 k棵树就称为 k扫描树 ，记做 

T’k(n)。 

性质 1 如果可 以构造 k扫描树 ，使其具有如下特征 ：(a) 

对于每一棵树都有 n个结点 ，根结点标记为0，其余顺次标记 

为 1，2⋯ ．n～1；(b)树 的高度为 h；(c)所有 的 k棵树 中，标号 

相同的结点全部的孩子结点数最多为 k。 

那么，k端口模式 中向 n个处理器广播 m 条消息的最短 

时间周期为rm／k]一1+hE 。 

证明：k扫描树建好后 ，在各 个周期里 ，P。向每一棵 扫描 

树发 出一条不同的消息 ，这些消息在各 自的扫描树中每一个 

周期向下传递一层。由于每个非根结点在每棵 k扫描树中只 

有一个父结点 ．因此在每个周期里最多收到 k条消息。同时根 

据扫描树的特点，所有的 k棵扫描树 中，标号相同的结点所有 

孩子结点的数 目最多为 k，所以每个周期广播的消息数 目也 

不会超过 k。根据多消息广播定理2，k端 口模式中向n个处理 

器广播 m条消息的最短时间周期为rm／k1—1+h成立 。 

这样构造的 k扫描树满足前面提到的多端 口模式下多消 

息广播的特点，我们把它作为 k树算法的数据结构 ，也就是广 

播的链路。 

5 k树算法分析 

k树算法的实质就是 k扫描树 的建立 。k扫描树建立 以 

后 ，每个处理器也就是树中的结点，都知道每个周期向哪 k个 

处理器广播消息 ，也知道接 收哪 k个处理器的消息 ，因此，只 

要 m个消息沿着建好 的 k棵扫描树 由根结点向叶子结点并 

行传播即可。这样 ，k树算法时间复杂度 的分析归根结底是 k 

扫描树高度的分析。令 h表示这些树的最大高度 ，由k树理论 

可知，多消息(m 个)广播的周期是 rm／k]一1+h。这里设关于 

n和 k的函数 f(n，k)一h，下面分三种情况讨论 ： 

我们知道，在满 k叉树 中，除根结点 以外 ，其余结点均出 

现在一个 k结点组中．因此 k可以整除 n一1。当 k可以整除 n 
— Z，且 n≥k+Zml"，T’k(n)是 n一1个结点的满 k叉树增加一 

个结点生成。这样 ，对于 k扫描树来讲 ，广播源是每棵树的根 

结点，我们从除了根结点以外的其余 n一1个结 点中选 出 n一2 

个 作为 k棵树的内部结点，每棵树就 有(n一2)／k个 内部结 

点。由于在 k扫描树 中，每个结点最 多只有一次作 为内部结 

点 ，在其他扫描树中只能作为叶子结点，从而保证所有 的 k棵 

扫描树中标号相 同的结点其孩子结点的数 目最多是 k。那 么， 

当 k可以整除 n一2，并且 n≥k+2时 ，k棵树的最大高度是 h。 
一 1+ f(n一 1，k)。 
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当 k不能整除 n一2．且 n≥k+2时 ．令 口一(n一2)mod k． 

即 n一2除以 k的余数。由于 n≥k+2．所 以 T’ (n一2)至少有 

k+Z个结点，也就是说至少有两个叶子结点 ，我们分别称为第 
一 叶子结点和第二叶子结点 ．并且定义第一个叶子是以 自上 

而下同层 自左而右方式排列的第一个结点，第二个叶子是 以 

同样方式排列中的第二个结点。首先构造 k棵树，每棵树都是 

T’ (n—a)，把剩下的a个处理器分别用Po、P-、P2⋯P。一。编号 ， 

然后再根据一定的算法把余下的 a个结点加到每棵树上 ，确 

保在所有的 k棵树 中，每个处理器最多有 k个孩子结 点。那 

么 ，当 k不能整除 n一2．且 n≥k+2时，k棵树的最大高度是 

h。= 1+ f(n一 1一口+ 2k，k) 

对于 n<k+2的情况(由于 n一1．n一2的情况非常简单 ． 

我们这里讨论2<n<k+2的情况)，以上述方式定义的第二 

叶子结点不一定存在，因此重新定义第二个叶子结点为第一 

个叶子结点的第一个孩子，仍然用上述增加 a个结点的算法， 

很明显在这种算法中 ，树的高度最多为3。 

根据 f(n．k)的表达式可以看出 ，f(n，k)是 n的单调递增 

函数，而(n一1一n+2k)>(n一1)。所 以只要得到 k不能整除 

n一2．且 n≥k+2情况下高度的上界 ，也就是 k可以整除 n一 

2．并且 n≥k+2情况的界值。 

’．．f(n．k)一Flogk(nk—n+1)]一1 

．．．h= 1+f(n一 1一 口+ 2k．k) 

一 Flogk(n一1一n+2k)(k一1)]+1≤Flogk(n+2k)k7≤ 

Flogk(n+2k)]+1 ． 

因此 k不能整除 n一2．且 n≥k+2时．算法的时间复杂度 

的最大值是Flog (n+2k)]+rm／k]；而 k可以整除 n一2．且 n 

≥k+2时 ，由于 h-<h2．因此算法 的时间复杂度最大值也是 

[1og~(n+2k)]+rm／k]；在 n<k+2的时候 ，有 h≤3．所以时 

间复杂度的最大值是rm／k]+3—1一Fm／k7+2。 

综上所述 ．对 k≥2和任何值 n．其时间复杂度都可 以表示 

为[m／k]+max(Ulogt(n+2k)]．2)．而最小值是Ulogk+。n1+ 

rm／k]一1．因此该算法不是最优的。 

结束语 随着广播技术的发展 ．广播算法越来越成熟．广 

播理论的总结完善也变得不可忽视 。在这篇文章里 ．我们对单 

消息广播和多端 口模式下多消息广播进行了 比较 ．针对文[1] 

中算法理论上的不足 ，在满 k叉树、完全 k叉树的基础上 ．提 

出了 k扫描的数据模型 ，并且根据算法的介绍和性能的分析 ． 

归纳得到两条广播 定理 ，而 且这两条定理普遍适 用于多端口 

模式下的广播算法 。 

事实上．要使广播性能更加理想，单从算法入手是比较困 

难的 我们可以通过对网络的拓扑结构 、网络的互联协议以及 

网络设备等基本入手 ．从根本上提高网络的性能 ．由此可以达 

到更加理想的广播效果 。 
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(上接 第97页 ) ． 

从图1中可以看出：操作系统+TCP／IP形成了网络操作 

系统 ．再加上网格功能 ．来进一步管理 资源 ，就形成 了网格操 

作 系统。从 图1中也可看 出：从 Internet走向网格操作系统要 

比从 Internet、软环境走向网格操作系统难得多，这也可以从 

JZEE支持 Javalin这一网格研究得到证实。因此．我们不仅要 

重视 网格的研究．更应当重视 Internet软环境的研究。 

结束语 1989年 ，NCFC的建设奠定了我国 Internet 1的 

基础 。Internet 2试验网的建设 ．更应 当促进我国 Internet 2应 

用的发展。全光网络的研 究会为我国实现信息化创建更为先 

进、高速、安全的信息基础设施 ．为实现计算机 、电信、电视三 

网合一奠定基础。 

网络与经济相结合是 网络发展 的必 由之路。Internet不 

仅要能支持科学和教育等应用领域．更应当与经济相结合，成 

为经济全球化、信息化发展的基础 。为此 ．我们必须要高度重 

视 Internet软环境的研究和应用的发展，促进我国的软件研 

究的产业化 、规模化 。网格应用将会充分利用网、机资源 ．极大 

地提高应用水平和效率。新技术的涌现为我们带来了机遇 。我 

们更应当在跟踪的基础上实现创新。 

加强 Internet、Internet软环境和 Internet上的各种应用 

的研究，会极大地促进我国的 IT产业的迅猛发展．加速实现 

信息化带动工业化的宏伟 目标 。 
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