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Abstract Curry·-Howard isomorphism presents a correspondence between systems of formal logic and typed calculi· 

In this paper，first a simple system of natural deduction and a simple system of typed ~．-calculus are introduced．By 
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一

、引言 

理论计算机科学 的发展吸取 了大量数学和逻辑上的重要 

成果。逻辑是理论计算机科学十分重要的基础之一 ，而其中又 

以直觉主义逻辑对计算机科学的影响最为显著 ．它的思想 比 

古典逻辑更加切合计算的观点 。另一个值得一提的成果就是 

Alonzo Church在1936年提 出的 演算系统 ， 演算所依据的 

是一种完全不 同于逻辑 的思想 。它是计算机科学中函数式程 

序设计语言 的理论基础 。这是两种无论从语法上还是从语义 

上去观察都 区别甚大的形式系统。然而它们之间却存在着某 

种奇妙 的对应关 系。这就是 本文所要介 绍的 Curry—Howard 

同构理论 (Curry-Howard Isomorphism)。 

本文将首先引入两个形式系统 ．在直觉主义逻辑系统方 

面引入一个描述部分命题 演算 ([̂ ． ]部分)的 自然推理 系 

统 (Natural deduction system)，而在类型演算系统方 面引入 
一 个简单的带类型 演算系统(Typed~．-calcuhis system)。通 

过 描 述 这 两 个 系 统 之 间 的 同 构 对 应 关 系来 给 出 Curry— 

Howard同构 的概念。在详细刻画这两个系统之前 。我们首先 

需要对 Heyting的思想作一些介绍。 

二、Heyting语义 

通常我们对逻辑系统的解释所依据的都是指称语义的思 

想 ．即通过构造真值表的方式给出逻辑系统的语义解释 ．这种 

传统的语义解释关注的是逻辑公式(f0rmula)的真假值．它是 

独立 于对逻辑系统的理解、推理或 日证明之外的。而 Heyting 

语 义则 完 全是 另 外一 种 思想 ．它 的 出发 点是公 式 的 证明 

(proof)．而不管一个公式何时为真或何时为假。Heyting语义 

认为 ．我们通 常称之为一个公式的证 明的那些文字应该是这 

个公式本身所固有的某种属性的描述。下面给出的是命题演 

算的[̂ ． ]部分的 Heyting解释 ： 
·原子公式(atomic formula)的证明是 已知的； 
·公式“A^B”的证明是一个有序对 (户．g)．其中 P、q分别 

为公式 A和公式 B的证明 ； 
·公式“A B”是一个函效 ，，它将公式 A的证明 P映射 

为公式 B的证明 ／4 )。 

三、自然推理系统 

我们首先 引入 Gentzen的 自然推理系统来描述命题演算 

中的 [̂ ． ]部分 。 

5．1 符号 
i 

我们使用 A来表示公式 A的一个推理 (deduction)，或日 

● 

A的一个证明。 

如果从树的观 点来观察 ．这样的一个推理可 以看作是 一 

棵有穷树 。A是这棵树的根 。而树的叶子我们称之为句子 ．这 

些句子可以有两种状态：活状态和死状态．一个句子在一个推 

理中处于活状态 ．也即表示它在此推理中是活跃 的。我们称这 

样的句子为假设。如果一个句子在推理中是不活跃的 ．我们则 

称它在这个推理中处于死状态 。句子可 以从活状态变换到死 

状态，比如通过“ 一J”规则 ： 

[A] 

B ． 
一 』。 

在这个规则中 。从公式 B的一个推理 出发，选择其 中作为假 

设 出现的一些句子 A。我们可 以构造一个新的“A B”的推 

理，在这个过 程中．在 B的推理 中起活 跃作用 的假设 A 被 

“杀”掉了。成了死状态。当然。在B的推理中可能有一些不是 

作为假设出现的 A并没有被“杀”掉 。它们仍然处于活状态。 

5．2 规则 

自然推理 系统中的证明是通过规则来展开的 。事实上我 

们可 以把规则看作是证明的最小单位 。证明中的规则是不可 

再分的。这里的 自然推理 系统使用以下一些规则 ： 
·假设：A； 
·添规则 ： 

[A] 

^ 

·删规则 ： 

^一1E． ^-2E． 一E。 

其中．规则 一E通常称为“假言推理”。 

5．5 规则的解释 

我们在这里利用前面提到的 Heyting思想来对规则进行 

解释 。Heyting思想认 为证明(或 日推理 )是一个公式本身所 

固有的 ．根据这种思想公式可以这样来进行解释 ：一个公式 A 

是它的所有可能的推理的集合 ．对于 A的一个证明 6．我们可 

以将它表示为“6∈A”。这样 ．上述 的规则可以理解 为一种函 

效构造方式 ，即公式 A的一个基于假设 B ”，B-的推理可 

以看作是一个函效 t[x ”，x．]，如果给函效的每个参效分别 

赋以值 b 一，b．(其中 bi∈Bi)，则得到的函效值 t[b ．．．b．] 

∈A。上述规则的解释如下 ： 
·仅 包含单个假设 A 的推理以变量 X来表 示。X代表 A 

中的元素； 
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·如果推理最终 由另外两个推理通过 ^一I规则得到 ．并且 

假 设作为规则前件 的两个推理分别为 UEx ．．．x ]和 VEx 。 

⋯，x ]．则该推理解释为 <u[x ．．'x ]．vex ．．'】【．I]>； 
·如果推理最终以^一1E规则结束 ，并且假设作为这一 

规则前件 的推理为 rex1．⋯，x̂]，则该推理解释为 '【 tEx ．．． 

x ]。同样 。如果推理以 A一2E规则结束 ．则该推理应解释为 

tEx “．x ]； 
·如果推理最终以 一I规则结束 ．以 V表示作为这一规 

则前件的推理 。在使用 一 规则时 ．必然有 一个假设 A被 

“杀”掉了．我们 以变量 x来表示在此过程 中被“杀”掉的假设 

A．则 V可以写成 函数形式 vex．x ”，x ]，这样该推理可 以 

解释为 ．vex，x 一．】【．I]．其中 x成了约束变元； 
·如果推理最终 由另外两个推理通过 一E规则得到 ，并 

且 假设作为规则前件的推理为 tEx ．．．x ]和 UEx ”． ]． 

其 中，对于给定的变量 x ．．'】【．I，t是一个从 A到 B的函数． 

而 U是 A 中的元索 ．因此 t(u)是 B中的元索，也即该推理 的 

解释为 rex 一，】【．I]uEx ”．x ]。 

四、简单的带类型 一演算系统 

仍然 回到 Heyting思想上 ．如果从 Heyting语义的角度 

来看待逻辑系统．我们可以做一个对应的演算系统，在这个系 

统中 ，一个公式被看作是一个类型(type)．而这个公式的证明 

则看成是具有该类型的项(term)。下面给出类型与项的定义。 

4．1 类型 
·原子类型 T -．． 是类型； 
·如果 【，和 是类型 ．则 UXV和 【，一 也是类型 ； 
·类型仅限于此。 

4．2 项 

·变量 】【o ．⋯ ．x ，⋯是类型 T的项 ； 
·如果 U和 v分别是类型 【，和 的项 ．那么<u，v>则是类 

型 【，× 的项 ； 

·如果 t是类型 【，× 的项 。那 么'【 t和，r2t分别是类型 U 

和 V 的项 ； 

·如果 v是类型 的项 ．】【．I 是具有类型 【，的一个变量 。 

那么 ．V则是类型 【，一 的项； 

·如果 t和 U分别是类型 【，一 和 【，的项．那 么 tu则是 

类型 的项 。 

4．5 项的归约和规范化 

根据上面的类型和项的定义 ．我们 引入三个关于项的等 

式 ： 

'【 <u．v>一u，，r2<u．v>一V。(Xxu．v)u—vEu／x]。 

称它们为“等式 ”。这是一种静态的观点 ．或者说是一种指称语 

义的观点 ．因为等式两边的表达式所指称的是同样的对象。然 

而 ．如果从动态的角度 ．我们可以把这三个等式看成是三个重 

写规则 ．它们反映了一种在演算系统中常见的归约行为 。 
· 一 个项是规范(norma1)的仅当这个项 中不包含以下形 

式的子项 ： 

'c <u，v>． <u，V>．(Xxv．v)u。 
' 

·项 t可以转换(convert)到项 t’仅当 t和 t’分别为以下 

几种形式： 

t一'c (u．V>且 t’一U ． 

或 t----"，r2(u．V>且 t’一v． 

或 t一(Xxu．V)u且 t’一yea／x]。 

其中项 t称为还原项 (redex)，项 t’称为收缩项(contractum)。 
·如果存在一个从 U到 V的转换序列：U—to．t ．．．t 一 。 

t 一V．其中对任何 i一0，1．⋯。n一1．ti+l是 由tt将其一个还原 

·10 · 

项替换成相应的收缩项所得到 ．则 称项 U可 以归约(reduce) 

到项 V。 
·如果一个存在一个规范项 U．使得项 t可 以归约到 U．则 

称项 U为项 t的规范式(normal torm)。 

五、Curry—Howard同构 

从上面的两个系统中我们似乎已经看到了某种对应的关 

系，下面我们将详细地给出关于这种对应关系的描述 ，也就是 

Curry—Howard同构。 

5．1 证明(proof)与项(term)的对应 
一 个系统 中的证明是无穷的，但 是我们前面提到过规则 

可 以看作是证明的最小单位 ．而规则是有限的．因此我们这里 

仅给 出我们在 自然推理系统 中所引入的规则与 演算系统 

中的项的对应关系．以此来代替整个证明集和项集之间的对 

应关系的描述。 
·推理 A对应于变量 x̂ ； 

·
推理 A B^

一 Jr对应于项(UtV)．其 中 u和 v分对应于 

推理 A和 B； 

·推理 A B^ 一 1E和推理 A B^ 一

2E分别对应于项 

'【 t和 ，r2t．其中 t对应于推理 A^B 
EAI 

·推理 一I对应 于项 ·v·其 中 v对应 于推 理 

B； 

·推理 _̂ 一E对应于项 tu．其中 t和 u分别对应 
U  

于推理 A B和 A。 

5．2 关于同构 

如果把5．】节中给出的关于证明与项之间的对应关系看 

成是两个集合之间的对应关系，那么该对应其实是一个一一 

映射。但是同构不仅要求两个 系统具有其 间存在双射关系的 

两个集合．它还要求这两个系统具有同样的结构．在这里即要 

求任何一个系统中的运算行为．都应该 在另一个系统 中有与 

之对应的运算存在。例如在 演算系统中关于项有“规范化” 

的运算 ．这一概念在自然推理系统 中也同样存在 ．我们可 以这 

样来定义 自然推理系统 中“规范化”的概念 ：一个证 明(推理) 

是规范(norma1)的仅当其中不包含如下任何一个规则序列 ： 

犁A B 一̂ E
． A “ ⋯  

A B ． r 
A 一 

B 

[A] 
： 

^ 一2E． 

挈 一。 
从这一定义可 以看出 ，我们不需要通过 演算系统来引 

入 自然推理系统的“规范化”的概念 ．它可 以完全独立地在 自 

然推理系统之 中进行定义 。相应地 ．我们可以得到如下的三个 

等式： 

A B  ̂ r 
n 一  

A 

[A] 

A B A I 

^--1E=A．—A
—

A-----
—

B  y
—

~

—

--

一

t

一̂2E一矗． 

叁 一E一 
。B ’ - u ● 
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这三个等式也同样地可 以看作是重写规则 ，这样即可在 自然 

推理系统中引入“转换”、“归约”、“规范”这些我们 已经在 演 

算系统中定义过的概念 ．这些概念 同样地可 以在 自然推理系 

统中独立地进行定义而不需要事先引入 演算系统。除了概 

念之外 ．两个系统中的一些定理之间也具有同样的对应关系， 

例如 演算系统中的范式定理(Normal form theorem)、合流 

定理 (Church—Rosser property)在 自然推理系统中均有对应 

的定理存在 ．具体 内容读者可以参考文[6]与[11]。 

5．5 其他的 Curry—Howard同构 

Curry—Howard同构不仅限于 以上两个系统之间的对应 - 

它揭示了不同层次的形式 系统之间的对应 ，例如最小命题演 

算对应于简单的带类型 演算 ，一阶谓词逻辑对应于依赖类 

型 系统 (Dependent types)，二阶谓词逻辑对 应于多态类型系 

统 (Polymorphic types)等等 ．更为完整的论述请参考文[11]。 

六、研究概况 

6．1 Curry—Howard同构理论在程序设计领域 中的延伸 

至此 ，我们对 Curry—Hdward同构的介绍都仅限于纯粹 

的形式系统 ，然而通常在计算机科学中．我们所希望的不仅仅 

是数学形式上的一种完美的理论 ．而更需要一种能够在计算 

机应用领域中具有指导意义的理论 ，Curry—Howard同构理论 

也正满足了这一要求 。 

确切地讲 ，Curry—Howard同构实际上描述了在证明理论 

与类型理论之间的对应关系，从前面的介绍我们也可 以看出 

这一点，它的起始点正是证明与类型之间的对应 。这两种理论 

相比起来 ，类型理论似乎更容易延伸到程序设计领域 ，因为带 

类型 的演算系统更能反映计算 的观点．一个项 的类型精确地 

刻画了这个项的计算的 目的。从程序设计理论的观点来观察 

类型 ，一个类型 A可以看作是一个程序 t的规格说明(Speci— 

fication，也即一般意义上的关于程序 t的目的的描述或注释 ． 

只不过在这里我们应该用一种更为精确的形式语言来表述 )， 

而相应 的程序 t则视为具有该类型的项 ，显然程序执行 的目 

的是为了达到规格说明中所提 出的要求 ．并且满足同一个规 

格说明的程序不止一个 。依据这样的观点 ，一个带类型的演算 

系统则可视为一个高级程序设计语言。而无类型的演算 系统 

则可视为低级的程序设计语言 ，比如机器语言。低级语言的程 

序之中是 没有注释的 。也不具备可读性．但是这对计算机是没 

有影响 的，因为所有的注释对计算机都是无意义的 。例如 ，无 

类型的 演算即可视为一个机器语言的实现 ，只需对其中的 
一

些基本符号给予硬件上的定义。 

证明论与程序设计理论 的关系似乎并不十分 明显．但是 

因为有了 Curry—Howard同构理论 。根据前面类型论在程序 

设计领域中的延 伸，我们 同样可 以将证 明论也延伸到程序设 

计领域中去 ，这就是近年来的一个新兴的研究方 向：基于证明 

的程序设计 (Programming with proofs)。这种程序设计方法 

是建立在二阶逻辑的基础之上的 ，它将程序的规格说 明看成 

是谓词公式 ，根据这些公式的证 明来导出相应的程序．具体的 

论述可以参考文E93。目前 已经有不少逻辑与计算机科学领域 

的学者在这方面做 出了一些成果 ．在基于直觉主义证明的程 

序设计方 面．Jean—Yves Girard的 F系统与 Jean-Louis Kriv— 

ine的 FA2系统比较具有代表性 ．它们分别是基于二阶命题逻 

辑和二阶谓 词逻辑所构作的。其中 F系统 曾分别从逻辑领域 

和计算机领域单独提出．在逻辑领域 ，Girard为了给他在二阶 

逻辑上的研 究设计一套证明表示体系而构造出这一系统，而 

在计算机领域 ．John Reynolds则在试图为多态程序设计语言 

构造一个类型系统时构造了同样的一个系统 ，这也 正体现了 

逻辑系统与程序设计理论之间的对应关 系。F系统 的详细论 

述可参考文[5]、[6]，FAg系统的详细论述可参考文C83。 

6．2 研究的历史与必要性 

我们可 以看出．Curry—Howard同构实际上是 Heyting语 

义在语法层面的反映 ，它的思想仍要归属于直觉主义逻辑思 

想。Curry在文[4]中发现 ，当以蕴涵(implycation)来标识函数 

类型时，最小命题演算的 Hilbert表示中的可证公式与组合逻 

辑 中的类属类型是一致的．而且逻辑中的证 明对应于 函数演 

算中的项 ，反之亦然。他还发现最小命题演算的自然推理表示 

与简单的类型 演算之间也存在有 同样的对应关系。而关于 

证 明的规范化与项的归约之 间的关系，则 由 Howard于 1968 

年在文[73中给出，他指出最小命题逻辑的 自然推理系统中证 

明的归约应该与简单的类型 演算系统中相应项的 归约对 

应。 

其后 ．随着多种类型 演算系统与相应 的自然推理逻辑 

系统的产生 ，Curry—Howard同构也得到 了进一步的发 展，并 

逐渐延伸到计算机科学领域，特别是在程序设计理论方面产 

生了十分重要 的影响，提出了证明理论与程序设计理论之间 

的对应 ，这是 Curry—Howard同构理论 最为重 要的应 用 ，在 

6．1节 中我们 已经有所论述 。除此 之外 ，Curry—Howard同构 

在定理的自动证明方面也具有十分重要的指导意义。 

结束语 Curry—Howard同构理论揭示了证明理论、类型 

理论与程序设计理论之间潜在的对应关系．并且在语法层面 

给出了严格 的同构关系的表述 ，在逻辑学领域和计算机科学 

领域都产生了十分重要的影响 。这些影响不仅表现在因此产 

生的一些新的研究课题上，如基于证明的程序设计方法等．也 

表现在对研究方法的指导上 。例如在逻辑方面．如果独立地构 

造出一个逻辑证明系统或是一个类型演算系统 ，我们就应该 

考虑构造一个相应的类型系统或证明系统 。以完善对我们所 

构造的系统的讨论。另外 ，在计算机科学方面．如何将证 明理 

论和类型理论更好地应用到程序设计理论中．特别是如何利 

用证 明理论来开发程序与验证程序的正确性 ，这些问题仍将 

是这一领域今后研究的主要方向。 
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