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二进制可辨矩阵的变换及高效属性约简算法的构造 
The Binary Discernibility M atrix’s Transformation and High 

Efficiency Attributes Reduction Algorithm’s Conformation 

支天云。 苗夺谦。 

(山西大学计算机科学系 太原市030006)。(山西大学数学系 太原市030006)。 

Abstract This paper dose a lot of mathematics transformation to Binary Di scernibility M atrix，it is called BDM  tOO． 

Through these transformations。we may both decrease a lot of memory space of BDM and contribute tO make high effi— 

ciency attributes reduction algorithms．Based on BDM ，we also give three algorithms which are in turn used tO reduce 

BDM ，attribute’S reduction and judge reduction．Finally，we give three examples tO illuminate the feasibility of three 

algorithms and analyze the complexity of algorithms． 

Keywords Rough sets，Binary discernibility matrix。Attribute reduction 

1 引言 

由波兰理工大学教授 Z．Pawlak等一批科学家提 出的粗 

糙集(Rough Set)理论n 目前正受到国内外学者越来越广泛 

的重视 。它从一种全新的视觉审视知识 ，认为知识与分类能力 

相关 ，两者成正 比关 系，即 ：拥有知识的多少通过分辨能力的 

高低来评判 。基于此 ，许多有关知识的问题可以形式化之后通 

过计算机来处理。粗糙集理论 自产生之 日起 。即有两个发展方 

向，一个是粗糙集理论的数学结构的研究．另一个是粗糙集理 

论在各个具体领域中的应用 ，如 ：通过粗糙集理论进行的属性 

约简等 。我们一直认为 ，这两 个发展方 向应该有机地结合 ，即 

数学结构上的研究应该便于应用 ，转化为一些具体的算法 ，为 

应用服务 。基于这种考虑 ，我们对二进制可辨矩阵进行了各种 

数学变换 ．并在此基础上构造了高效的属性约简算法 ，而这些 

数学变换又相应于属性约简的过程 ，即变换本身并不减少知 

识量和分类能力。 

本文基于二进制可辨矩阵(Binary Discernibility Matrix， 

BDM)，构造了高效的属性 约简算法 。首先 ，介绍了二进制可 

辨矩阵的表示、分析及其约简变换 ；然后是基于二进制可辨矩 

阵[2]的属性约简算法。分别包括二进制可辨矩阵的化简、属性 

约简和约简判定三个算法；最后是算法复杂度分析和结束语 。 

2 二进制可辨矩阵[ ] 

2．1 二进制可辨矩阵的表示 

设决策表 为：T=【c，，C，D，V，，)，其 中 U一{l‘ ，l‘：。⋯， 

l‘．}，c一{cI，c2，⋯，c．}．D一(d}，则决策表 T相应的二进制可 

辨矩 阵 Mr构造如下 ： 

矩阵的每 一列对应一个条件属性 ，共有 m 列，每一行对 

应 一对论域 中的对象 【u，，llq)。且 d【u，)≠d【u )，即这一对对 

象属于不同的决策类，至多有 n【n一1)／2行。设矩 阵中一元索 

mtt 所在行对应对象对 【u，，Uq)，所在列对应条件属性 c ， 

则 

f 1 如果 【 ，)≠ 【 ) 

“ 一＼0 否则 

这样得到 的一个矩 阵，我们 称之 为相 应 于决策表 T一 

【u，C，D，V，，)的二进制可辨矩 阵。 

设 Jr一【 ，A，V，，)是 一信息系统 ，则相应 于 I的二进制 

可辨矩 阵 Mt可类似得到 。由于信息系统是条件属性集与决 

策属性集相 同的决策表 ，故它 的行应 对应在 不可分辨关 系 

IND CA)[1 下可分辨的对象对 【u，．U )，它的列对应属性集 A 

中的属性 ai。设 Mr=【m‘‘Plql’j )。则 

f 1 如果 ai【l‘，)≠ai【 ) 

u ‘p‘qḧ一1 0 否则 

与 Mt不同的是 M 中不存在全为0的行 。 

2．2 二进制可辨矩阵的分析 

二进制可辨矩阵 Mt或 Mz直接描述了每个属性对论域 

中对象的分辨情况 ，所 以可以直接反映决策表 T或信息系统 

I中所蕴涵的知识 ．在二进制可辨矩阵 Mt中 ，某个元素为1或 

O表示所在行的属于不 同决策类 的对象 U，、Uq在条件属性 c。 

下可分辨与不可分辨 ，因此，若二进制可辨矩阵中有全为0的 

行，则说明相应的决策表 一【c，，C，D，V，，)是 不协调的 ，否 

则，决策表T是协调的。在信息系统 Jr一【c，．A，V，，)中，由于 

我们列出的行是在不可分辨关系 IND(A)t妇下可分辨的对象 

对 【u，，Uq)，故在信息系统 Jr一【c，，A，V，，)相应的二进制可辨 

矩阵 Mt中不存在全为0的行。在 Mt或 Mt中 ，若某一行只有 
一 个元索为1，其余元索均为0，则这个元素1对应的列属性 a。 

或 ci一定属于核或相对核。因此 ，有下述命题 ： 

命题1 若二进制可辨矩阵中某一行只有一个元索为1， 

其余元索均为0，则元素1所在列对应某个属性 ，所有这样的属 

性构成信息系统的核或决策表的相对核。若没有这样的行 ．则 

核或相对核为空 。 

由于约简是保持分类能 力的最小属性子集 ，所 以有如下 

命题 ： 

命题2 在决策表 T一【c，，C。D，V， 中，Bc__C是 c的一 

个 约简 ，其充要条件为 ：(1)在由 B中所有属性对应的各列 

*)本文得到 国家自然科学基金项 目(NO：69805004)、山西省青年科技基金(N0：ZO001001)~[]模式识别国家重点实验室的资助 ．支天云 讲师 ， 
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所构成的Mr的子阵中．不全为0的行数等于Mt中不全为0 

的行数 ；(2)V B CB，B 不满足条件(1)。 

与决策表的情况相仿 ．关于信息系统 ．有如下命题 ： 

命题5 在信息系统 一(U，A．V，，)中，BC_A是 A的一 

个约 简，其充要条件为：(1)在由 B中所有属性对应的各列所 

构成的 Mt的子阵中，不存在全为0的行 ；(2)V B CB．B 不满 

足条件 (1)。 

根据二进制可辨矩阵，我们很容易求出核或相对核 ·但如 

何求得约简呢?特别是如何求得最小约简呢?首先遇到的问题 

是二进制 可辨矩阵最多有 n(n一1)／2行 ，在信息系统中，若某 

一 行的元素全为1．说明相应的两个对象 U，、U 在任何一个属 

性下都可分辨 ．此时 ，这一行可去掉而不影响约简。依据不影 

响约简 ．二进制可辨矩阵 M-也可作如下变换 ： 

(1)相同的行或列 只出现一次。 

(2)行 、列可以任意重新排序。 

(3)对于某两列 ．如 a，列与 a，列 ．若 a．+a，=a，(“+”表示 

逻辑加)．则 a。列可 以去掉 。 

(4)对于某两行 ，如(Up．U )行与(“，，，U ，)行 ．若 ( 。Uq)+ 

(“ U口，)一(“ U口，)．则(“，，，U口，)行可 以去掉 。 

对于决策表 一(U，C，D．V．，)．二进制 可辨矩阵 Mr也 

可作与 MI相仿的变换而不影响约 简，只不过在对二进制可 

辨矩 阵 Mr进 行变换 时．若 Mr中有全为O的行 ，应首 先把该 

行去掉 。 

2．5 二进制可辨矩阵的约简变换 

根据 以上的分析 ．二进制可辨矩阵的约简变换如下定义： 

定义1 二进制可辨矩阵 Mt或 Mx的约简变换包括以下 

几种形式 ： 

(1)二进制可 辨矩 阵 Mt中若有全为0的行 ，应首 先去掉 

这样的行。 

(2)在变换过程中，可以随时将二进制可辨矩阵中出现的 

全为1的行去掉 。 

(3)将二进制可辨矩阵中的行、列重新排序。 

(4)相 同的行或列只出现一次 。 

(5)对于某两列．如 a．列与 a。列 。若 a +a，一a，(“+”表示 

逻辑加)。则 a，列可 以去掉 。 

(6)对于某两行 。如(up。U )行与(“ U ·)行 。若(up。U )+ 

(u Uq·)一(up·，Uq·)。则(u uq·)行可以去掉。 

不难发现 ，二进制可辨矩 阵 Mt或 M-．经过 以上变换之 

后。规模将会大大减小。并且列对应的属性将更接近于甚至等 

于属性(相对)约简。下面通过一个例子加以说明。 

例1 考虑下面表1所表示的决策表。 

表 1 一个 决 策表 
-  

IA a b C d e 

1 1 2 0 1 1 

2 1 2 0 1 1 

3 2 0 0 1 0 

4 0 0 1 2 1 

5 2 1 0 2 1 

6 0 0 1 2 2 

7 2 0 0 1 0 

8 0 1 2 2 1 

9 2 1 0 2 2 

10 2 0 0 1 0 

其中 C={a．6．c．d}是条件属性集，D一{e}是决策属性集 。其 

二进制可辨矩阵 Mt如表2所示 。 

表2 一个 二进 制 可辨矩 阵 

(up．uq) a b C d (3．4) 1 0 1 1 (S．9) 0 0 0 0 

(1．3) 1 1 0 0 (3．5) 0 1 0 1 (S．10) 0 1 0 1 

(1．6) 1 1 1 1 (3．6) 1 0 1 1 (6．7) 1 0 1 1 

(1．7) 1 1 0 0 (3．8) 1 1 1 1 (6．8) 0 1 1 0 

(1．9) 1 1 0 1 (3。9) 0 1 0 1 (6．10) 1 0 1 1 

(1．10) 1 1 0 0 (4．6) 0 0 0 0 (7．8) 1 1 1 1 

(2．3) 1 1 0 0 (4．7) 1 0 1 1 (7．9) 0 1 0 1 

(2．6) 1 1 1 1 (4．9) 1 1 1 0 (8．9) 1 0 1 0 

(2．7) 1 1 0 0 (4．10) 1 0 1 1 (8。10) 1 1 1 1 

(2．9) 1 1 0 1 (5．6) 1 1 1 0 (9．10) 0 1 0 1 

(2、10) 1 1 0 0 (5．7) 0 1 0 1 

去掉全为0或1的行．且相同的行 、列只出现一次 ．得到如 

下矩阵1： 

矩阵1 

1 1 

1 1 

1 O 

O 1 

1 1 

O 1 

O 0 

O 1 

1 1 

0 1 

1 0 

1 0 

将一行加到 另一行．若和仍等 于这一行 ，将这一行去掉， 

结果为矩阵2： 

矩阵2 

1 1 

1 O 

O 1 

O 1 

可以发现 ．新矩阵中不存在只有一个元素为 1，其余 元素 

均为O的行 ．故相对核为 。一些列 的逻辑 和为 (1，1．1，1) 

((⋯) 表 示转置)．而 它的任何 子列都不满 足这一条件 ．当 

然，这样的列对应的属性应为相对约简 ，在这个例子中相对约 

简为 ：{a．6}、{6．c}、{6，d}、{a．c，d}。 

对于二进制可辨矩阵 Mt或 Mt，经过约简变换之后将得 

到规模大为减小的矩阵．为讨论方便 ．经过约简之后的矩阵记 

为 M’t或 M’t。则有如下命题 ： 

命题4 在决策表 T=(U，C。D，V，f)中．BEC是 C的一 

个 D约简，其充要条件为 ：(1)在矩阵 M’t中 。由 B中各个属 

性 所在列的逻辑和为 (1。1。⋯。1) ；(2)V B’CB。B’不满足条 

件 (1)。 

命题5 在信息系统 l一(U．A，V。f)中．B A是 A的一 

个约简。其充要条件为 ：(1)在矩阵 M’t中。由 B中各个属性 

所 在列的逻辑和为(1。1。⋯。1) ；(2)V B’CB．B’不满足条件 

(1)。 

值得注意的是 ．二进制可辨矩 阵经过重复约简变换可 以 

化为如下形式 ： 

[ oM] 
其 中 l是单位矩阵．0是元素全为0的矩阵．M 一(m )．1由简 

化的二进制可辨矩 阵中只有一个元素为1。其余元素均为0的 

行经过重新排序构成 。由于列经过消去变换，故它的列属性未 

必构成核或相对核 。但一定包含核或相对核，并且它们一定属 

于某个约简。若M= ，则 l中各个列属性构成了一个(相对) 

约简 。若 M≠ ，则首先把单位矩 阵中元素1所在列对应 的属 

性归入约简，并消去单位矩阵 1．然后找出 M 中含元素l最少 
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的行 ．如果某行只有一个含1元素 ，则该元素1所在列对应的属 

性一定包含在属性的约简 中．否则．就从这些行中元素1对应 

的列中找 出元素1个数最多的列 c hoiet。并从 M 中消去 所选列 

中元素1对应的各行及列 Cchoi~．剩余 部分再构成一个新的二 

进制可辨矩 阵 M，并把 c 归入约简．重复上述步骤 ，直至 M 

为空 ．依次选出的各列属性就构成了一个约简或相对约简。 

行 ，将得到的新矩阵3赋于 M； 

将每一 列与其它列进行逻辑加 ．若 等于这一列 ，则消去其它 

列 。将得到的新矩阵4赋于 M； 

再用算法1对矩阵4进行化简 ，简化的二进制可辨矩 阵恰 为单 

位矩阵5，故它的一个约简为 ：{b．C}。 

5 基于二进制可辨矩阵的约简算法 矩阵3 

在二进制可辨矩阵 M·或 Mt中．对于那些只有一个元素 

为1其余元 素均为0的行 ．元素1所在列的属性是必要的，不可 

缺少的，当然应当包含在(相对)约简 中．而那些所含 1的个数 

最多的列对应的属性虽未必必要 ．但具有很强的分辨能力．因 

此 ．在形成(相对)约简 ．尤其是最小(相对 )约简的过程中具有 

重要地位 。 

基于上述考虑 ．下面给出几个在知识约简过程中具有重 

要作用的算法 ： 

5．1 算法1(--进制可辨矩阵的化简算法：BDMR) 

1．二进制可辨矩阵 M。或 Mt—M 

2．消去 M 中全为0的行 ．将得到 户×g的新二进制可辨矩 

阵赋给 M ．置1一 

3．对 于V五≠ i，若 【rl1．rl2．⋯．rig)+【n1．rh2，⋯。 )= 

(n1．n2．⋯． )则从 中消去第 五行 ，并置 户一1一户．其中 

(n1'rI2．⋯ ．r． )和 (r ．⋯， )分别 为 M 中第 i行和第 五 

行 ．且 五．f≤户 

4． +1 ．if ≤户then go 3 else go 6 

5·1一  

6．对 于V z≠J．(cl『'C2lt⋯ ． )+ (flJ，c2J．⋯· )一(cli， 

C2J．⋯，c )则 消去 M 的第 z列．并置 q一1一g．其 中(flJ，C2J． 
⋯ ．Cpj)和 (fl，．C=I．⋯ ，ca)分别为 中第 ．f列和第 z列 ． ．Z≤g 

1·j+1一 j·if j≤ q then go 6 else go 8 

8．将得到新的二进制可辨矩阵赋给 M 

通过算法1，可以将二进制可辨矩阵的规模大大减少而不 

减 少其中所蕴含的知识 量，如(相对 )核、(相对)约简等。下面 

通过一个例子说明该算法。 

例2 考虑下面的一个信息系统 ，如表3。 

表 3 一 个信 息 系统 

U a b C d 

1 1 O Z 1 1 

2 2 1 0 1 0 

3 2 1 2 0 2 

4 1 2 2 1 1 

5 1 2 0 0 2 

首先构造生成二进制可辨矩 阵 M-，如表4 

表 4 一 个 二进制 可辨矩 阵 

(up， )＼A a b d 

(1。2) 1 1 1 0 1 

(1，3) 1 1 0 1 1 

(1。4) 0 1 0 0 0 

(1．5) 0 1 1 1 1 

(2，3) 0 0 1 1 1 

(2，4) 1 1 1 0 1 

(2，5) 1 1 0 1 1 

(3．4) 1 1 0 1 1 

(3，5) 1 1 1 0 0 

(4，5) 0 0 1 1 1 

将每一行与其它行进行逻辑加，若等于其它行，则消去其它 
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5．2 算法2(属性约简算法：AR) 

1．调用算法1得到简化的 PXq二进制可辨矩阵 M。 

2．置矩 阵 M—A。用 Reduction表示属性 (相对)约简．初始值 

为 。 

3．将 A 的各行和各列进行横 向和纵向相加 ，结果分别放 入 

Row[i]和 Col[j]中．其中 i≤p，j≤q 

4．求 Row[i]中的最小值 ：Row 。=min{RowE1]．Row[2]． 

⋯ ．Row[1]}．z为矩阵 A 的行数 

’(1)if Row～ = 1 

1)求 出所有使得 Row 一1的各行{r】．rz．⋯．r }及其元 

素1所对应的各列{C ，Cz．⋯．C } 

2){Cl，C2．⋯ ．C }·Reduction 

3)从 A 中消去各行 {r】．rz．⋯．r }及其元素1所对应的 

各列 {C ．C。，⋯．C }．将得到的新矩阵再赋给 A 

4)if A≠ then go 3 else go 5 

(2)if Row > 1 

1)h= Row～ 

2)求出所有使得 Row=．一h的各行 {r ．r：．⋯．r }及其 

元素1所对应的各列 L一{CIl'Cl2，⋯ ．Clh．C21．C22．⋯．C2h， 

⋯，C 。，C 。’．．·，c }．在 L中找出各列元素1的累积个数 

与ColD]中相对应的值 

3>求 出取得最大值 MAX{L}的列号 {ch2，ch2，⋯，Chi}， 

若其 中只有一列 ．则 即为 c ，否则 ，从 {ch2，Chz，⋯， 

Chl}中任意取一个作为 Cehoi~ 

4)Reduction U{c h。 }_—’Reduction 

5)从 A中消去列 c 中所有元素1所对应的行及 其列 

c 一 后 ，得到的新矩阵再赋给 A 

6)if A≠  then go 3 else go 5 

5．输出一个属性(相对)约简 Reduction 

在如上给出的 AR算法中．总是首先将那些只有一个元 

素为1，其余元素均为0的行中元素1所在的列属性 归入约简 ， 

然后将包含1的个数最多的列对应 的属性归入约简 。这样做 ， 

也许可以保证“收敛”的速 度更快 ，并且可望用此方 法得到最 

小属性(相对 )约简。不难发现 ，AR算法是完 备的，这 个算法 

可以用到例1中求得一个属性相对约简。 

5．5 算法5(属性(相对)约简判定的完备算法：RJ) 

1．置二进 制可辨矩 阵 Ml或 MT—A，判 定 Reduction一 

{C C ⋯，C }是否为一个属性 (相对 )约简。 

2．消去列 {C C ⋯，Crk}及其 这些列上 元素1所 在的各 

行，得到的新矩 阵赋给 A，若 A≠ ，则输 出“Reduction不是 

属性(相对)约简”．否则 ，转第3步。 

3．1—’i 

4．Reduction-- {c }--*Reduction．消去 Reduction中所有 

属性对应的各列及其这些列上元素1所在的各行，得到的新矩 

(下转 封 四) 
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阵赋给 A，If A一 then Reduction不是属性 (相对)约简．结 

束 else go 5。 

5．i+1一i，if i≤ k then go 4 else go 6 

6．如果一直进行下去 ，得到的矩 阵 A 都是非空的 。则输 

出“Reduction是属性(相对)约简”。 

可以证明，该算法是完备的，因此，我们称它为属性约简 

判定的完备算法 。 

例 5 考虑例 z中{a，b}，{b，d}是否为一个属性约简? 

1．MI— A，Reduction={a。b} 

z．消去列 a、b及其这两列上元素 1所在的各行 ，得到的 

新矩阵赋给 A 为： 

[ 11] 
因为 A≠ ，按 照 RJ算法 ，得出 Reduction一{a，b}不是属性 

约简 。若 Reduction={b，d}，则重做第 2步，得出 A= 。 

3．从 Reduction中消去 b，得到 Reduction一{d}，消去 d 

列及其该列上元素 1所在的各行 ，得到矩阵 6。 

4．从 Reduction中消去 d，得 到 Reduction一{b}，消去 b 

列及其该列上元素 1所在的各行 ，得矩阵 7。 

矩阵6 矩阵 [： 

由于得 出的两个新 矩阵均非空 ，所 以可 以判定 Reduction一 

{b，d}是一个属性约简 。 

4 算法复杂度分析 

设决策系统 (信息 系统)T 中有 M 个 条件 属性 ，N 个对 

象 ，在最坏情况下 ，构造二进制可辨矩 阵需要 比较 MN(N一 

1)／z次，复杂度为o (MN。)；算法 1(即 BDMR算法)的复杂 

度为O2(M。+N‘)；算法 z(ap AR算法)和算法 3(1ip RJ算法) 

的复杂度主要是由T的条件属性组合引起的，在最坏情况 

下，每次考虑的属性数依次为 M．M一1，⋯，1，故总次数为 M 

+(M一1)+⋯+1一M(M+1)／Z．即算法 z和算法 3的复杂 

度分别为 O，(M。)和 O．(M。)。于是本文属性约简的复杂度为 

MAX{O1(MN )．Oz(M +N‘)，O3(M )，O．(M )}一O(M + 

N‘)。因此 ，在最坏情况下 ，本文算法能够在 O(M。+N‘)时间 

复杂度内找到满意的约简 。 

上述分析中，我们考虑的是最坏情况，实际上，二进制可 

辨矩阵经过算法 1的变换之后，规模将会大大减少，并且列对 

应的属性将更接近于甚至等于属性(相对)约简，算法是高效 

率的。 

结束语 本文对二进制可辨矩阵在保持属性约简后其分 

类能力不变的前提下进行 了各种变换 ，而这些变换又相应于 

属性 的约简过程 ，通过这些变换 。一方面可以大大减少 BDM 

的存储空间，另一方面有助于构造高效的属性约简算法，基于 

BDM 的概念，又提出了BDMR算法、AR算法和RJ算法，并 

举例说明三个算法的可行性，对于 AR算法，我们可望得到一 

个最小属性(相对)约简 。粗糙集理论是全新的理论 ，而属性约 

简与约简判定在这一领域中占有重要地位，如何给出求得最 

小约简的完备算法，仍然是一个未解决的问题，本文并不是这 
一 问题的终极解答，若能对这一问题有所启发，则是我们希望 

所至。 ． 

另外 ，二进制可辨矩阵 中的元素均为 1或 0，即二进制 ， 

我们可以利用这一特 点对二进制可辨矩 阵的元素进行各种布 

尔运算，并利用计算机的并行位操作对本文的属性约简算法 

作进一步的改进 ，有关工作正在进行中。 
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