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概率粗糙集模型 
Probabilistic Rough Set M odels 

王基一 许黎明 

(浙江师范大学计算机学院 浙江金华321004) 

Abstract In this paper，rough set models based on a probabilistic measure are studied．The notions of lower and up— 

per approximations based on a probabilistic approximation space are derived and properties of the approximation oper— 

ators are discussed．The relationship between the probabilistic rough set model and Pawlak’s rough set model is com— 

pared．At last，the notions of approximation accuracy．attribute dependence．and reduction of attribute related tO this 

model are defined． 
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1．引言 

原始的 RS模型 (常称为 Pawlak RS模型)[】 是建立在 

二元等价关系的基础 上的，但 由于实际问题 的需要，Pawlak 

RS模型的应用受到 了限制 ．因此人们将 二元等价关系推广 

成一般的二元关系．得到了一般关系下的 RS模型D]．Yao还 

在文i-43中讨论了基于邻域算子的 RS模型。另一方面 Pawlak 

粗糙集模型是基于可利用信息的完全性的 ，因而忽视 了可利 

用信 息的不完全性和可能存在的统计和随机信 息，这类模型 

对于不协调 的决策表的规则提取往往显得无能为力。本文我 

们从概率论 的观点出发来研 究粗糙集理论 ，为研究不确定信 

息系统提供了新的粗糙集模型。 

2．Pawlak粗糙近似算子 

定义1 设 是非空有限集 ，称为论域 ，Rc_U×U是 

上二元等价关系 ，称 A一( ，尺)为 Pawlak近似空 间．常表示 

为可利 用的 已知的信 息库 ，记 [z 为对象 z所在的 R一等价 

类。对于任意的 X ，X 不一定能用近似空间的知识来精确 

地描述 ，于是就用 关于近似空间 A一( ，尺)的一对下近似 

墨x和上近似 天X 来近似描述 
一 {xEUl[z EX}， 
一 {xEU l[z] nx≠≯}。 

解释为根据现 有知识判断肯定属于 的那些对象的全 

体 ， 解释为根据现有知识判断可能属于 的那些对象的 

全体 。当垦x一 X时 ，称 X关于近似空间 A是可定义的 ，否 

则称 关于 A是 不可 定义 的，这 时 称 为粗糙 集 (rough 

set)。 

由于 R是等价关系 ，因此 和 天 又等价于下列定义 

形 式 ： 

= U{i-x3 Ii-x3 }， 

P．x=U{[z I ] n ≠≯}。 

关于近似空问( ．R)的正域、边界和负域分别定义为 

POS(X)一垦(x)一{z∈UI[z] x) 

BN (X)一夏( )一R(X) 

NEG(X)一～夏( )一{z∈UI[z n =≯} 

5．信息系统与决策规则 

定义2 称 S一( ．A，F)为一个信息系统 ，其中 为有 

限对象集(论域)．即 【，一{ ，z。，⋯，z )；A为有限属性集，即 
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A一{a-．a。，⋯ ．a }；F为 【，和 A的关系集 ，即 F一{ l ≤研}。 

其 中 ： — ，，( ≤m)，V，为 a，的值域 ． 中的值可以 

是定量值也可以是定性值 。F(z)反映了对象 z在系统 中的完 

全信息，比如 厂J(z)一 表示对象 z的属性 a 具有属性值 ， 

因此 F也称为信息函数。 

对于这样的一个信息系统 ，每一个属性子集 B A就定 

义了论域 上的一个二元等价关系 尺 ： 

xRByC：：*fj(z)一 ( )，V a ∈B 

有时属性 集 A还分为条件属性集 C和决策属性集 D．其中 C 

nD一≯．这时的信息系统称为决策表，记为 ( ．CUD．F)。 

对于决策表( ，CUD，F)，记由 Rc生成的 上的分划为 

C。一{C ，Cz，⋯ ，C }；记 由 尺。生成 的 上的分 划为 D。一 

{D-，Dz，⋯，Dj}，则当某一个 C．包含于某一个 D ，或等价地 

C． 堡 (Dj)时 ，可 以导 出确定性 的决策规则 ： 

r：Desc(C．)=~Desn(Di) 

其 中 Desc(C．)表示 C．中的对象的条件描述 ，即 

Desc【C )一 ^【口．a(z))．z∈C． 
口∈ C 

其 中 Des。(D )表示 D 中的对象的决策描述 ，即 

Desn(DJ)一 A
．

( ． (z))，xEDJ 
d∈ D 

当某一个 C．与某一个 D 的交非空 ．或等价地 C， (Dj)时 ． 

可以导出可能性的决策规则 ： 
f 

r：Desc(C,)— ’DP D(D，) 

其中 c为规则的可信度。 

4．概率粗糙近似算子的定义及其性质 

定义5 设 是有限对象构成的论域 ，尺是 上的等价 

关系，其构成的等价类为 U／R={X ．X。，⋯ ．X )，仍记 z所在 

的等价类为 ]．令 尸为定义在 的子集类构成 的 代 数上 

的概率测度，三元组 A，一( ，R．尸)称为概率近似空间。 中 

的每个子集称为概念 ．它代表了一个随机事件 ，尸( Iy)表示 

事件 y发生下 出现的条件概率 ，也可解释为随机选择的对 

象在概念 y的描述下属于 x 的概率 。设0≤49<a≤1，对于任 

意 ，我们定义 关于概率近似空间 A，一( ，R，尸)依参 

数 a， 的下近似 ( )和上近似PAF( )如下 ： 

PA (x)={z∈Ul尸(xl[zk)≥口) 

尸Aa( )={z∈UI尸( I )> } 

。 与PAa分别称为概率 下近 似算子和概率上近似算子 。x 

关于 依参数 a， 的概率型正域，边界和负域分别为 
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POS(X．口)=PA (x)一{ ∈U l P(X l[ ] )≥口} 

BN(X．口． )一{ ∈Ul <P(xl[ ] )<口} 

NEG(X． )一【，一 ，一{ ∈UlP(xl[ ] )≤ } 

显 然 ． 

PA。(x)=POS(X，口)一U{[ ] lP(Xl[ ] )≥口} 
—

P—A口(x)一U{[ ] lp(Xl[ ] )> } 

BN(X．口． )一U{[ ] l <P(xl[ ] )<口} 

NEG(X． )一U{[ ] lP(Xl[ ] )≤ } 

x关于 依参数 a， 的正域 ，边 界和负域构成 了论域 【，的 

划分。而且显然有 

PA (X)一P0S(X．口)UBN(X．口． ) 

或者 

BN (X ．口，口)=一PAp(X )-- POS(X ．口) 

命题1 V Xc_U． (～x)一NEGl一。(x) 

证明 ： 。(～x)一{ ∈UlP(～xl[x )≥口} 
一 {z∈Ul 1一P(Xl[ ] )≥口} 
= { ∈UlP(xl[ ] )≤1一口}一NEG1一。(x) 

命题2 V x 【，．BN(X．口， )一BN(～x．1一 ．1一口) 

证明 ：BN (x．口．p)一{ ∈Ula~P(Xl ] )< } 
一 { ∈Ul口<1一P(～xl ] )< } 
一 { ∈Ul1一 <P(～xl[ )<1一口} 
一 BⅣ (～ X ．1一口．1一 口) 

命题5 设0≤ <a≤ 1．X．y 【，．则概率近似算子满足 

下列对偶性质 ： 

(1)PA。( )一 PA。( )一 ，PA (【，)一 PA (【，)一 U； 

(2) (X ) 三P ，(X)； 

(3)PA (x)一～而 l一。(～x)． 
—

P—Ap(X)一 ～ P 1
一  (～ X)； 

(4)PAF(XUy) PAF(X)UPAF(y)， 

PA。(xny) P 。(x)nP 。(y)； 

(5)PA，(xnY)~PA，(x)nPA，(y)． 

P 。(XUy)： P 。(X)UPA。(y)； 

(6)若 x y，则 

P (X ) 三PA (y)．PA口(X) 三PAp(y)； 

(7)若 口1≤口z． l≤ z，则 

。  (x) ! 。1(x)，PAp2(X)~PAp (x) 

由命题3的(7)可以看出概率粗糙集的正域随着 a的减少 

而增大 ．负域随着 的增大而增大 ，同时边界缩小。但是一般 

情况下 

lim PA。(X)一PA，(X) 
口‘r — —  一  

lim PA口(X)一 PA (X) 
+r 一  

却不成立。 

例1 设 【，一{ ．I1≤ ≤2O}．U／R一{xl。x ，x3，x 。x ， 

x6}，其中 Xl一{ l， 2， 3． 4． s}；X2一{ 6． 7， 8}；X3一{ 9， 

lo · ll， 1 2}；X4一 {zl3， “}；Xs一 { l s， l6， l 7， l8}；X6一 

{ l9·X20}。令 x={ 6．z7， 8． l3。 l 7}．则 DI5(x)一x2UX4， 

但 lim (x)一x2，而 i．m—P—AF(x)一x2Ux4≠ DI5(x)一 

X2。 

命题4 设0<r<1．则对于任意 x 【，有 

(1)lira PA。(X)一 U PA。(X)一PA，(X)； 
口●r _>  

(2)lira—P—A，(x)一n ，(x)=PA (x) 
，t r ，< r — —  

证明：(1)当 a>r时 ．由定义知 

。(x)一{ ∈UIP(xI[ ])≥口} { ∈UIP(xI[ ]) 

>r}=PA，(X) 

又 由命题3知P (X)随着 a的减小而增大 ．因此 

lim PA。(X)一 U PA (X) PA，(X) 
口‘r — —  口>  

若存在 z。∈ cx)＼U 。(x)．则有 P(Xl[z。])>r．但是 

对任意 a>r有 。 (x)．即 

V口>r，有 P(X I[zo])<口 

这说明 P(xl[ 。])≤r与 P(xl[z。])>r矛盾 !这意味着 

U P (X)一PA，(X) 
口> r— —  

因此 ，结论(1)成立 。 

(2)由 <r可得 

丽  (x)一{ ∈UlP(x＼[ ])> } { ∈UlP(xl[ ]) 

≥r}一 (X) 

从而 由P (x)关于 的是单调递减性得 

lim PA口(x)一 n PAF(x) PA，(x) 
+r < 

若存在 Y∈n PAp(x)＼ ，(X)，即 对于V <r．y∈P 

(x)．但 P ，(x)．于是 

P(xl[ ])> ，V <r (1) 

但是 ．P(xl[ ])<r。由(1)式知 P(xl[ ])≥r．这与 P(xl 

[ ])<r矛盾 !故结论 (2)成立。 

命题5 设0<r<1，则 ． 

1im BN(X．口， )一 n (P ，(x)＼P 。(x)) 
，t⋯ ‘r ，t r．口‘ 

=PA (x) ，(x)一{ ∈UlP(Xl[z])=rl 

证明 ：显然．BN(X，口． ) PA，(x) A (X)一{ ∈UlP 

(xl ])一r}．而当 a单调下降趋于 r， 单调上升趋于 r时 ． 

命题3知 BN(X，a． )是单调下降的 ．从而 

lim BN(X． ， )一 n (PAp(X)＼P 。(x)) 
Ft r．_+r Ft⋯ ‘ 

，(x)＼尸A (x)={ ∈UlP(xl[z])=rl 

若j XO∈ 
．

n
．

(-P--Ap(X)＼ 。(x))＼{z∈UIP(XI[z])一r}． 
p T ·0● r 

则对于任意 <r<口有 z。∈BN(X，口， )=P ，(x)＼PA。 

(x)．但 P(X l[z。])≠r。从而 

P(x l 。])> ．V <r． (2) 

而 且 

P(x l 。])<口，V a>r (3) 

由(2)式得 P(xl[ 。])≥r，由(3)得 P(xl 。])≤r，这样我们 

就得到了 P(xl 。])一r这与假设矛盾 !命题得证 。 

注：从以上命题可 以看 出，随着 逐渐增大(到 r)，逐渐 

下 降 (到 r)，边界 BN(x，口， )逐渐收缩(成为{z∈UlP(xl 

])一r})，{ ∈UlP(xl ])一r}称为 x关于概率近似空间 

依参数 r的绝对边界 ，之所以给予这个名称是 因为对于任意 

满 足 <r<口的 口与 ．边 界 BN(X，口． )都包含 { ∈UlP(x 

l[ ])=r}。 

尽管例1表明 。(x)关于 a不是右连续的，PAp(X)关于 

不是左连续的 ．但是下面 的命题表 明它们分别 关于 a和 

是左连续和右连续的。 

命题6 设0<r<1，则对于任意 x 【，有 

(1)liraPA。(x)一 n PA。(x)一PA (x)； 
_+r — —  口< r— — — —  

(2)lira ，(x)一U ，(x)=两 ，(x) 
，‘r r 

证明 ：(1)当 口<r时．由定理1知PA (x) PA (x)，又由 

命题3知P (x)随着 a的增大而减少 ，因此 

lim PA。(X)一 n PA (X) PA (X) 
口+r — —  d< r — —  

若存在zo∈n (x) (x)．则对任意 a<r有 zo∈旦 

(x)，但是 z。鹰P (x)．即 
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V a<r，有 P(Xl[z。])≥口，而 P(Xl[z。])<r 

这是矛 盾的，因为 由V a<r．有 尸(x l[z。])≥a可 得 P(x l 

ko])≥r。 

这意味着 

n PA。(X)=PA，(X) 
a< r‘。。。。。。一 。。。。。。—— 

因此 ．结论 (1)成立。 

(2)由 p>r和定理1可得 (x) (x)．从而 mP-~p 

(X)关于 的是单调递减性得 

lim PA口(X)= U PA口(X) PA，(X) 
p●r 

若存在 Y∈PA，(X)＼
．

U PAp(X)．即 Y∈PA，(x)，但对于V B 

>r．Y (x)．于是 P(xl Ey])>r．而 

P(X l[)，])≤p，V p>r (4) 

由(4)式知 P(x I[ ])≤r，这与 P(xI[ ])>r矛盾!故结论 

(2)成立。 

5．概率粗糙近似算子与 Pawlak近似算子的比较 

命题7 若取 P(xlk])一 ．则 

(1)』： (x)=墨(x) 

(2)两 。(X)=灭(X) 

(3)BN (X ．1．0)一 BN (X) 

(4)NEG(X．O) NEG(X ) 

命题8 若取 P(xl[z])一 ．则当。≤p<口≤1 

时，有 

(1) (x) ￡ 。(x) 

(2)两 口(X)G-R(X) 

(3)BN(X．口．f1)~ BN(X) 

(4)NEG(X．f1)~NEG(X) 

由命题 8可 以看 出．概率粗糙 集 中的边界一 般要 比相应 的 

Pawlak粗糙集 的边界小．而正域和负域都 比 Pawlak粗糙集 

的正域和负域大 ．其主要原 因是概率粗糙集允许将 Pawlak 

粗糙集边界中条件概率大于零小于1的某些等价类也计入到 

它的正域里 面．还将 Pawlak粗糙集边界中一部分并入到它 

的 负域 中去。从这 里 我们 也可 以看 出概 率粗 糙 集模 型 比 

Pawlak粗糙集模型的应用更加广泛。 

6．近似精度、可定义集与属性约简 

定义4 若o≤p<a≤1．则 X关于概率近似空间 A，依参 

数 a．p的近似精度 q(X．a， )定义为： 

， f ， 若 (x)≠ q(X
，口．p)一f lP (x)l’ ：一  ～ 。 1 。 若AP

p(x)一 

当￡A．(x)=PAp(X)时 ．称 x关于 A，是(口．p)一可定义．也称 

为 x 依关于 A，是(口．p)一可辨识的．否则称 x关于 A，是 (a． 

p)一不可辨识的或称为(a． )一粗糙集。 

由定义4可 见．x关于概率近似空间 A，是 (a． )一可定义 

的当且仅当其近似精度为1．这时等价地有 BN(X．a． )一 。 

若 x 关于概率近似空 间 A，是(a．p)一可定义的．则相对于 x 

而言我们可以对 中的任何一个对象 z．都可以进行正确分 

类或辨识．即要么 z∈POS(X，口)．要么 z∈NEG(X， )；而若 

jc关于 A，是 (a，p)一粗糙集 ，则相对于 x而言 ，我们不能对 u 

中的所有的对象进行辨识 。 

命题9 若 X关于概率近似空间 A，是 (a．p)一可辨识的 ． 

则当O≤ ≤口<p≤ ≤1时，x关于概率近似空 间 A，是 ( ， 
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)一可辨识的。 

证明：由命题3知． 

￡A．(x) 一(x) PA (X)C_PAp(X) 

因此 ，由 x的(a，p)一可辨识性可推得 x 的( ， )一可辨识性 。 

命题10 若 x关于概率近似空 间 A，是 (a，p)一不可辨识 

的．则对于任意 ≥a和 ≤p，X关 于概率近似 空间 是 

( ， )一不可辨识 的。 

证明 ：类似于命题9可证 。 

定 义5 设( ．CUD．F)是 决策表 ．P是 上 的概率测 

度 ．记由 Ro生成的 上的分划为 

D 一 {D1．D2．⋯ ，Ds) 

对于属性子集 Bc_C，记由 B生成 的 上的二元等价关系为 

凡 ．由 R 生成 的概率近似空间记为 B一( ，P．R )．则决策 

类 DJ关于条件属性子集 B的依赖性程度定义为 

邶 ．DJ p)一 l L，l 

决策类 DJ关于条件属性子集 B的依赖性程度反映了对 

记录在决策表中的信 息进行随机试验时决策结果 D，或～D 

进行成功预测的可能性。 

定义6 条件 属性子集 B c称为关于决策类 D，是 (a． 

p)一依赖的．若存在 B的真子集 使得 POS (D，．a)一POSc 

(Dj．口)且 NEG，̂(Dr．p)一NEGc(Dj．p)；否则称 B关于决策 

类 D，是(a，p)一独立的 ．这时也称 B是在决策表中关于决策类 

D，的一个 (口． )一约简。 

由定义6可见 ，若 条件属性子集 B C关于决策类 D 是 

(a． )一依赖的．则在决策表中去掉 B中的某些属性 ．在 a水平 

下不会影响对决策 DJ的预测结果．且在 p水平下也不会影响 

对决策～D 的预测结果 决策表 中关于决策类 D 的一个(a， 

p)一约简是决策表中关于决策类 D，的一个最大(a．p)一独立属 

性子集。 

结束语 作为处理不确定性和不精确性问题 的一种数学 

工具．目前粗糙集理论 已在医学、生物学、化学、材料学、地理 

学和金融等其他学科得到了成功的应用 。粗糙集理论在人工 

智能中的应用主要有两大类 ．一类是无决策的数据分析 ，内容 

主要包括数据压缩、约简 、聚类或分类 ；另一类是有决策 的数 

据分析 ，主要包括决策分析、规则提取等 ．当然也涉及对原 始 

数据 的预处理等。经典的粗糙 集模型是建立在绝对精确的包 

含关系上的 ．这限制了粗糙集理论的应用。本文提 出基于概率 

测度的粗糙集模型．给出概率粗糙近似算子．并且给出了此类 

模型的近似精度 、属性依赖性 和约简等粗糙集理论 中一些重 

要的概念 。本文提出的模型是经典粗糙集模型的推广 ．其应用 

相当广泛 。 
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