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Abstract Let U denote a finite and nonempty set called the universe．and P( )a power set．Suppose R is an equiva— 

lence relation on U．Consider the equivalence relation≈ (X≈ y筒夏X一天y and墨X一墨y．X。Y，∈F( ))on F( )。 

the quotient set denoted by F( )／≈ ．In this paper we show that F( )／≈ is a distributive lattice· 
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由 Pawlak于1982年提 出来的粗糙集 (rough set)理论是 
一 种处理不完全 和不充分信息的数学工具 。是传统集合论 的 

拓展 。近年来 由于在机器学习、知识发现、模式识别、决策支持 

等领域获得成功的应用引起广大研究人员的关注 ，经过近2O 

年来计算机科学领域和数学领域的学者的努力。粗糙集理论 

和应用都得到迅速的发展。 

随着人们对粗糙集理论研究的深入．人们对粗糙集的概 

念也进行 了扩展 。比如 M．Banerjee【1 等就把 Pawlak的粗 糙 

集的概念搬到模糊集上 。定义了粗糙模糊集。并得出一些有趣 

的结论 。相对来说 。对于粗糙集人们讨论得较为深入 。有 比较 

深入的结果 。而对于粗糙模糊集 的讨论较少 ．它的许多性质 尚 

待进一步的研究 。本文的 目的就是要探讨粗糙模糊集的格论 

性质．把有关粗糙集的格论性质完整地推广到粗糙模糊集上。 

1 粗植集的格论性质 

设 是全集 。R是 上的等价关系(或称为不可区分关 

系)．( ．R)是相应的近似空间 。定义集对(X ．X：>如下[“： 

(Xl。X2>一{XlX ．垦x—X1．RX—X2} 

所有集对(x ， >的集合记为 P( )／≈ 。文[4]指出按照 

(X1，X2>A(y1。Y2>一(X1 nY1，X2nY2>； 

< 1，X2)V<y1．Yz)一 < 1UYl，XzU )； 

～ (X ．X：>一(～Xz．～X >．这里～表示集合的补运算 

P(【，)／≈构成一个分配格[‘]，本文我们将把此结论完整地推 

广到粗糙模糊集上 ．即我们将证明粗糙模糊集也完全具有上 

述性质． 

2 粗糙模糊集的定义及基本性质 

设 ( ，R)是近 似空 间，z∈U，Ix]表 由等价关系 R确定 

的、元素 z所在的等价类 ．F( )表 上模糊集的全体 ．若 X 

∈F( )．x(z)表元素 z属于 x的隶属度 ．若 ∈[O。1]，X 表 

模糊集 x 的截集。即 X2, {zlx(z)≥ }。模糊集 x的上下近 

似[妇分别定义为 】 ．垦x∈F( )： 

(夏X)(z)一 V X(y)，(RX)(z)一 A X(y) 
，∈[ ] 一  ∈[ ] 

这里符号 V，̂ 分别表示取大、取小。对于模糊粗糙集我们有 

下列性质 ： 

命题1 设 ( ．R)是近似空间．X∈F( )。则 

(1)V ∈[O。1]有(欺 )̂一欺 ；̂ 

(2)V ∈Fo．1]有(垦x)̂一垦 。 

证 明：(1)的证 明见 [2]．现证 (2)；设 z∈(R_Xh。按 定义 

( x)(z)≥ ，即 、X(y)~tt，因此V yE b]。x( )≥ ．于是 

] ，zE_R(XD，即我们有 (垦x) 垦 ，类似地可以证明 

( )̂ 。̂即 (2)得证 。 

与粗糙集的粗相等一样．我们也可 以定义粗糙模糊集的 

粗相等 。 

定义1 设( 。R)是近似空间 。X。YEF( )。(1)如果 欺  
一  y．则称模糊集 X与 y上粗相等 ；(2)如果墨X一 。则称 

模糊集 X 与 y下粗相等 ；(3)如果模糊集 X 与 y上粗相等且 

下粗相等 。则称 X 与 y粗相等 ．X 与 y粗相等的事实记为 X 

≈ Y。 

显然。上粗相等、下粗相等 、粗相等关系都是等价关系 ．但 

由于上粗相等及下粗相等讨论起来较为简单 ．本文不予考虑 。 

我们仅讨论粗相等 。由于粗相等是一个等价关系。因而确定 F 

( )的一个分类 。相应的商集(或称商空 间)记为 F( )／≈ 。X 

所在的等价类记为[x]，我们将证明 F( )／一是一个有界分 

配格。由于我们较多地用到模糊集的概念，我们先给出模糊集 

的一个命题 ．以备引用。 

命题2 设 X、y均为 上的模糊集合 ．则 X—Y当且仅 

当对任意的实数 ．O≤ ≤1．有 X 一y“ 

证明 ：由模糊集的分解定理 ，X— U 一 U 一 
∈Lo·IJ ∈̂Lo·I J 

y。 

命题5 设( ．R)是近似空间，X。YEF( )，则 

(1)墨(一RXUY)一垦xU ； 

(2)夏(】 ny)一夏Xn夏y。 

证明：由命题1、2，我们仅需证 明对任意的 ．O≤ ≤1。有 

垦(垦 UYD=墨X Û
_

RY~及 (夏 UYD=PJĈU ŷ ．这 正 

是普通粗糙集所具有的性质 。 

设( ．R)是近似空间．等价关系 R所确定的商空间为 ／ 

R，在商空间的每个等价 类中取一个元素 ，称 为该 类的代表 

元 ，所有这样的代表元构成一个集合 。记为 。我们来给出与 

有关的一些性质。 
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命题4 设( ，R)是近 似空间， 的意 义如上 ，X，y∈F 

( )，则 

(1) (夏Xn )一夏X； 

【Z)R【(RXU y)nI)~ RXURY。 

证明 ：由及命题1、z．我们仅需证明对 的普通子集 x命 

题 成立 即可 ，显然 ， ∈夏(一RXn )台 [ ]nRXn ≠j2『台 b] 

n夏x≠j2『台b] x台 ∈夏x，即(1)式成立，又 ∈墨( 

U y)n ) [ ] (夏xU y)n I[ ]I一1及 ∈XUY 

于是 ∈ ORY，这里 Ib]I表示集合b]的基数，(2)得证。 

5 粗糙模糊集的格论性质 

有了前两小节的准备．我们可以给出本文的主要结论 。 

设 是全集 。R是 上的等价关系 ，粗相等 关 系是 F 

( )的等价关 系，确定了 F( )的分类 ，其类构成的商集为 F 

( )／≈ ，为了研究方便 ，我们把商集 F( )／≈的元素[x3(x 

∈F(【，)。且 一x2，垦x—Xt)写成模 糊集对 <X1．Xz)的形 

式 。即我们有 ： 

<x1，X2>一(XIXC_F(U)·星x—x1，Rx—x2} 

由于对等价类[x]的运算较为繁琐 ，我们转而考虑模糊集对 

<X ，X。>的运算(事实上 ，这两种运算本质上是等价的)，为此 

定义 ： 

<x1．X2>A<y1．Yz>一<x1nY1，X2nYz>； (1) 

<X1，X2>V<y1。Yz>一 <X1UY1，X2UY2>； (Z) 

及 ～ <X1，X2>一 <～X2．～Xl> (3) 

我们证明按照上述定义 F( )／≈构成一个有界分配格 ； 

设 x∈<x ，X2>，y∈<y1，Yz>我们通过证明<x1 nY1，Xz 

nYz>≠j2『。<x1UY1，x2UYz>≠j2『及 <～x2，～x1>≠j2『，来给 

出我们的结论 ，事实上，我们有 

定理1 设 是全集，R是 上的等价关系，<X 。xz>的 

意义如上，x∈<x1，x2>，Y∈<y1，Yz>．则 

(1)RXURYU((夏xU夏y)n )∈<x1UY1，x2UYz>； 

(z)RXnRYU(夏xn夏yn )∈<x1nY1，x2nY2>； 

(3)～ X ∈ <～ X2，～ X1>。 

证明 ：(1)由命题3、4及上下近似的性质 

夏(RX URYU(( XU y)n ))=RXURyU (( XU 

夏y)n ))一 xU yn天((天xn U lyn )一墨 

XURyU夏XU夏y一夏XURY=X2UY2； 

又 R(RXURYU((夏xU夏y)nI>)=RXURYUR((夏xU 
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RY)n )一墨xURy—x1 Uy1，即(1)成立； 

(z) (RxnRYU(-Rxn灭gn ))一R(xny)U ( xn 

_yn )一( n )U(-RXNI~Y)一 n灭y一 nYz．且 

(墨Xn U( n_ynJ))一【垦xn )U_R(7~xn ynj) 

一 (RxnRY)一X1nY ，即(z)成立 ； 

我们只要注意到上下近似是一对粗算子即得(3)。 

由定理1，上面给 出的定义(1)、(z)及(3)有意义，容易验 

证 ^，V满足交换律 ，结合律和吸收律 ，即有 

定理2 设 ，R的意义如上，则<F(U)／≈ ，A，V．～>构 

成一个有界分配格。 

证明 ：<F( )／≈，A，V，～>构成 一个格是显然的 ，容易 

看出分配律成立 ，因此是分配格 ，<j2『，j2『>是最小元 ，< ． >是 

最大元，故<F( )／≈，A．V。～ >是一个有界分配格 。 

以上我们是通过代数的方法给 出<F( )／≈ ，A，V。～ > 

的格结构 。实际上，也十分容易地给出它的偏序结构 ，即 ： 

(X1，X2> (y1，Y2>督 X1 Y1及 X2 y2 

类似于普通的包含关系。 

结束语 我们 已经证 明<F( )／≈ ，A，V。～ >构成了一 

个 分配格 ，而 P( )／≈也是一个分配格 ，那么这 两个格的关 

系如何?从两个格 的定义容 易看 出。它 们的运 算规律完全 一 

样 ，且 P( )／≈是 F( )／≈ 的一个子集 ，因此 P( )／≈是 F 

( )／≈的一个子格。由于 P( )是 F( )的真子集 ，我们的讨 

论确实推广了经典粗糙集的有关格论性质 。 
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