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Abstract When designing the topology architecture of a large network，or managing and controlling a run network， 

the battleneck is always changeable with the increase of the network flow，which must be considered．In this paper，ai- 

ter analyzing the Ford——Fulkerson algorithm ，we point out the relationship between the network min-cutset and the 

network bottleneck，present an optimal capacity expansion algorithm based on min-cutest，and take a network ins tance 

tO analyze and prove our algorithm in detail．This algorithm can improve the capacity of network effectively and solve 

the bottleneck problem of the network． 
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1．引言 

随着计算机网络业务 日益繁忙 ，通信流量的激增而致使 

网络发生拥塞出现瓶颈 ，甚至造成网络停滞或瘫痪，所以对大 

型网络拓扑结构的优化设计是网络规划的首要任务，通常采 

用扩充网络最大容量和网络增强性连接来优化网络设计[1 】。 

在利用 Ford-Fulkerson算法求网络最大流时，得到网络的一 

个最小割集 ，最小割集中的弧即为瓶颈。所以解决网络瓶颈问 

题可以通过寻找网络最小割集解决。但是 Ford—Fulkerson算 

法并不能一次搜索出网络中全部最小割集 ，对于求网络中所 

有最小割集并扩大其容量问题在理论上少有人探讨，而实际 

工程中又大量面临这一问题c”。 

本文提出了一个基于网络流理论中最小割集理论的网络 

优化扩容算法，该算法试图在保持网络拓扑结构不变的前提 

下 ，扩大最小割集中弧的容量来扩大网络通过的最大流量 ，使 

其达 到指 定的值 ，从而改 善 网络的通 行能力 ，解决 瓶颈 问 

题L‘]。此算法可适用于一切以网络为背景的流量问题 ，如通信 

网、资金网、交通网等。 

2．问囊描述 

本节介绍文章中用到的数学概念及符号嘲，描述求最大 

流最小割集的 Ford—Fulkerson算法，并分析此算法在求解网 

络最小割集中存在的不足之处。 

2．1 基本概念 

定义1 给定一个有向图 D=(V，A，C)，其中 V是顶点 

集 ，A是弧集 ，C是一个函数：A—R 。在 V 中指定一点称为 

发点(记为 v．)，指定另一点称为收点(记为 V。)，其余 点称为 

中间点；对每条弧(Vi，Vj)∈A，对应有一个非负值 C(Vt，VD 

≥O(记为 Cij)，称为弧的容量，称网络 D=(V，A，v-，Vt，C)为 

指定了容量的网络 ．简称容量网络。 

定义2(最大流问题) 在一个带发点和收点的容量网络 

D=(V，A，Vs，Vt，C)中，求一个流 f：A--~R={ }，其中 fij~f 

(Vi，Vj)表示沿弧(Vt，Vj)通过 的流，使其流 量 V(，)= 

厂( ，V )一 f(V ， )达到最大，并满足 ： 
(-I· )∈^ (Vi·Vs)∈^ 

O≤ ．』≤ ．』 (Vi，Vs)∈A (1) 

f y( (i=s) 
_、 1  l 

厂 -22Js．。一( 0 (i≠s，t) (2) 
I—y( (i：t) 

则称 f为最大流，流量为V(f)，称满足条件(1)与(2)的流 f一 

{ }为一个可行流 。 

定义5 设 f是容量 网络 D的一个可行流，(Vi，Vj)为 D 

的一条弧 ，如 f在弧(Vi，vI)上 的流量 flj=0，则称(Vi，vI)为 f 

零弧 ，否则 当 fij>O时称 (V ，V，)为 f的正弧 ，当 <O时 ，称 

(Vi，V )为 f的负弧 ；如果 f在弧(Vi，Vi)上的流量 fi) ，则 

称(vi，vj)为 f饱和弧 ，否则称(vi，Vi)为 f非饱和弧 。 

2．2 问题的提出 

Ford—Fulkerson算法嘲(1957年)应用 标号法从带发 点 

V．和收点 V。的容量网络 D中搜索关于任意一个可行流 ft的 

增广链 ，并对 f。进行调整 ，得到流量增大的新流 f2，然后在 D 

中搜索关于 f：的增广链，对 f：调整⋯，直到 D中不存在关于 fi 

的增广链为止 ，最终得到 网络的最大流量 V(f)及相应 的流 f。 

此时 D中存在 已标号点集 S与未标号 点集 且满足 V．∈S， 

∈ ， U3fv， n = ，则 R----( ， )是 网络 D中一个最 

小割集。最小割集中弧的容量之和称为这个割集的容量，记为 
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C(S， )一 厶
一 C(V；，Vi)，其 中求和是对进 行V ∈ ， 

【vi J)∈ L．’’) 

∈ 进行。一个网络的最大流可 由此网络最小割集的容量来 

确定，这就是最大流一最小割集定理 。 

定理1 对于任意给定容量网络 D一(V，A，C)，从起点 

V，到终点 vt的最大流的流量必等于分割 vI与 vt的最小割 

集(S， )的容量 ”。 

从 以上分析可以看出 Ford—Fulkerson算法在求网络最 

大流的同时 ，也找到了该网络的一个最小割集 ，而最小割集中 

弧都是饱和弧，是使流量不再增加的关键所在 ，去掉这些瓶颈 

弧后，就不存在 V。到 V 的通路了。于是我们可采用扩充最小 

割集中饱和弧的容量来改善整个网络流的通行能力口 】。但是 

Ford—Fulkerson算法不能一次求出网络中所有最小割集 ，而 

且原网络中不属于最小割集的 f饱和弧 ，可能 出现在容量扩 

充后的新 网络最小割集中，它又成为新的瓶颈弧。因此 ，要使 

得最大流量增大，必须在不断更新 的网络中寻找新的最小割 

集并进行扩容调整 ，直至最小割集容量达到我们的期望值为 

l 。 

5．网络扩容算法核心思想 

综上所述 ，增加网络最大流的关键在于破坏最小割集中 

( ， ) ( ， ) 

弧 的饱和 性，也 即对其 瓶颈 弧进 行 容量 扩充 。针 对 Ford— 

Fulkerson算法的不足 ，我们设计了一个新型的基于最小割集 

扩容的优化算法。该算法分为两大部分 ，设计为算法1和算法 

2[‘】。首先算法1是在不断更新的网络中搜索最小割集。此处引 

入辅助扩容 网络概 念。其 思想是先采 用 Ford—Fulkerson算 

法 ，在 D中求出一个最大流 与最小割集 足一(＆， )，并保 

存这些信息。然后 构造新 网络 D，一( ，A，)，其 中 V，一 U 

{ }，此处 引入作为新 的虚拟发点 ，A，一{(A＼[(AnE(D 

])U( ， ))])U{( ．， )I对弧(Vo， )∈( ， )}，即在 D 

中把 ( ， )中的弧 (含发点 )去掉 ，在去掉后的连通分支里 

引入一个新发点 ，将它连到所有 ( ， )中弧关联的 中的 

点，且认为这些弧 的容量为c一。。这个构造方法与收缩 中的 

点为一个点而得到的网络略有不同，这样得到一个带新发点 

至原 收点 的网络 D，，我 们记 D，为扩 容 网络。再 利 用 

Ford—Fulkerson算法 ，在更新的扩容网络 D，中求新的最大流 

+ 与最小割集 足+ ( ， )，再如 同前面一样构造新 扩 

容网络 + ”如此循环下去 ，直到求 出 D 中全部扩容网络 

最小割集，或得到最小割集中含有形如 (Vj， )这样的弧集为 

止。图1是经过抽象后的 D中含 n个最小割集及构造 n个虚 

拟发点的扩容网络全局示意图。 

⋯ ⋯ 割集中弧裁剪线 I(o
。 
) ( xo． ) (0． ) 

图1 含 n个最小割集及构造 n个虚拟发点的扩容网络全局示意图 

算法第二部分(算法2)是对算法1中求出的各个最小割集 

中饱和弧进行容量扩充 。其设计思想是从 v'至 v。方向，先取 

最末一个最小割集 R。，计算其容量与我们所指定最大流 F的 

差值 ，然后选择 R。中任意一条弧进行扩容 ，即增加差额流量 ， 

使得最末一个扩容网络中的流量等于我们所给定的网络最大 

流量 F值 。进一步采用 Ford—Fulkerson算法可求出 扩容 

网络中各弧的流量分布情况。然后将其代入 D且． 扩容网络，对 

RI． 最小割集中每条弧 ，计算其调整量并进行逐条弧的扩容。 

调整量定义如下 ： 

定义4 取割集中一条饱和弧( ， )，其中 ∈ ， ∈ 

，检查所有与 关联且不在( ， )中的弧 ，记 P={V IVj∈ 

V，( ， )∈A}，即 P是点 的出弧终点集 ；Q一{ l ∈ 
1_ 、  

v，( ， )∈A}，即Q是点 的入弧起点集；g一23̂ 一 
r
J
∈ ， 

，触 ，即g是在扩容网络中点 所可能通过的出流与入流 
’
- I  

的差 ，亦即点 要求原网络中要流入 的流量 ；文一g—C ， 

则 以为弧(Vo， )的容量 C 所需的调整量。 

经过对 RI． 割集中饱和弧逐 条扩容后，由于部分流量改 

变 ，所以在 D且． 扩容网络中有可能出现新的最小割集，因此需 

要用算法1重新反复对 ． 扩容网络搜索最小割集 ，直至查找 

出 I)-．,ee全部最小割集并扩容完毕 。至此再将 DI． 中流量分布 

情况代入 D 扩容网络，再对 R。．。割集中饱和弧逐条扩容⋯ ， 

如此反复进行至恢复原网络拓扑D为止。此时D中弧的容量 

·38 ’ 

已改变为能保证每条弧上流 的通行 ，且流 量达到指定 F值。 

在此过程中由于采用后进先出堆栈数据结构 ，有效解决了最 

小割集合、扩容网络集合等的存储问题 。 

4．一个实例分析 

有一初始网络 D(O)(图2)：弧上数字表示容量，采用算法 

1计算过程如下： 

1)在 D(O)中求 出一个最大流 与最小割集( o， o)，V 

(f0)一10，R(O)一{( ，V1)，( ，V2)}，容量 C(尺(O))一10。在 

D(O)中去掉最小割集 R(O)中弧，构造虚拟发点 ，组成扩容 

网络 D(1)。 

>< 
图2 原始网络 D(O) 

2)扩容网络 D(1)(见图3)：最小割集 R(1)一{( ，，Vs)， 

(Vz，VI)}，容量为 C(R(1))一17，最大流 ^值 V(F1)一17。在 

D(1)中去掉最小割集 R(1)中弧 ，构造虚拟发点 ，组成扩容 

网络 D(2)。 

3)扩容网络 D(2)(见 图4)：最小割集 R(2)一{( s，f)， 

(vi，f)}，容量为 c(R(2))一19，最大流 f2的值是 V(f2)一19。 
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最小割集 R(z)中已含有(V。，t)这样到达收点的弧 ，算法1终 

止 。 

Vs2 

图3 扩容网络 D(1) 

10 V6 

图4 扩容网络 D(z) 

Vt 

以下用算法z进行回带调整并扩容 ，设我们希望扩大后的 

流量 F一20，采用算法z的计算过程如下： 

4)首先选择在最末割集 R(z)中的弧( c，f)上扩容(任选 

弧)，则取 一F—C(R(z))一F一19=z0—19=1，修改 ，令 e 

( 6，f)一C( ，f)+ 一7+ =8后 ，采用 Ford-Fulkerson算法 

求出 D(z)中流量分布如图5(括号内数字表示流量)： 

V5 

Vs2 

V4 1o(8) V6 

图5 扩容网络 D(z) 

Vt 

5)将扩容网络 D(z)的流量分布代入扩容网络 D(1)，调 

整 R(1)割集中饱和弧的容量．点 ：g一12， 一g—c( ，，VD 

一1z一9—3，修改 ( 3，V5)的容量为 C’( 3，V5)一12，点 ：g 

=8，8=g—C(V2，V．)一8--8=0，得如下流量分布(见图6)．由 

于在 D(z)网络中 ，各弧容量 8值 已经改变，有可能产生新 的 

容量小于给定值的最小割集 ，所 以须再调用算法1，又求出 D 

(z)网络最小割集(s，j)一{( 1，V3)，( ，V3)，( ，V‘))，C(s， 
-

s)= 18< F． 

＼  
8 '／4 1o(8) v6 

图6 扩容网络 D(1) 

6)此时做算法1的步骤，去掉瓶颈 弧构造扩容网络如下 

(见图7)，调用 Ford—Fulkerson算法求出最大流 f，得出流 f在 

各弧上的分布，如图7的括号内所标示 ．由于本网络中再无其 

它最小割集 ，因此可进行计算调整量和扩容工作 。 

计算 ：点 3 g一1z，因而 8=g--c(VI，V3)--c( ， 3)一 

2，点 。g=8，因而 g—c( ，V‘)= =8--8----0，故修改图6中 

各弧容量(其中修改了 c(v ，t，，))成为图8所示 ． 

一  
图7 扩容网络 D(z) 

7)求出其上最大流(括号内表示)。计算点 

1。g 一 7：8= g—C(S1，V1)一 7— 8(g—C)( ，V1)) 

一 一 1< 0； 

2。g一 13，~=g-C(Sl， )一 13一 Z一 11 

图8 扩容网络 D(1) 

8)修改初始网络如图9所示：括号 内表示一个最大流 ，流 

量=20，星号表示该弧容量是修改过的新容量 ： 

图9 改变流量后的原网络 D(0) 

结论 经过分析 ，本文提 出的基于最小割集扩容算法的 

复杂性至多是 O(m’n)阶的 。算法从理论上有效地解决了 

网络瓶颈问题 ，它对规划设计一个大型网络或管理控制一个 

已运行网络、平衡流量等技术均有重要实际意义。进一步还须 

研究 ：当各条弧的扩 容费用不一致时 ，如何扩容、如何使需要 

扩容的弧数或扩容费用达到最小可能值等课题 。 
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