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一 个新的连续可微的单参数填充函数 

蔡珍珍 叶仲泉 

(重庆大学数学与统计学院 重庆 401331) 

摘 要 填充函数法是求解非线性全局优化问题的有效方法。针对无约束优化问题，在目标函数及其梯度利普希兹 

连续的基础上，提出了一个新的连续可微的单参数填充函数，并研究了该填充函数的相关性质。最后，给出了一个填 

充函数算法，数值实验表明，该填充函数是有效的且算法是可行的。 
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New Continuously Differentiable Filled Function with One Parameter 

CM  Zhen-zhen YE Zhong-quan 

(School of Mathematics and Statistics，Chongqing University，Chongqing 401331，China) 

Abstract The filled function method is an effective approach to solve nonlinear global optimization problems．A new 

filled function with one parameter was proposed when the objective function has some certain conditions for uncon- 

strained optimization problems，which is continuously differentiable．Then，theoretical properties of the filled function 

were investigated．At last，the paper gave several numerical experiments．The results show that the filled function is ef— 

fective and the algorithm is feasible． 
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1 引言 

最优化是一门应用非常广泛的学科 ，随着科技的发展和 

社会的进步，最优化在工程设计、交通运输、生产管理、经济计 

划等方面都运用广泛。全局优化问题主要有两个困难：1)怎 

样从一个局部极小解出发找到更好的局部极小解；2)如何判 

断当前的极小解是全局最优解。全局优化主要分为两类算 

法：随机性算法和确定性算法。其中，填充函数法是一种有效 

的确定性算法，它由Ge[妇提出，主要解决第一种困难。其基 

本的思想是在已经得到的局部极小点处构造一个关于 目标函 

数的复合函数，称为填充函数，利用该填充函数跳出当前的局 

部极小点，从而找到更好的局部极小点。填充 函数法借助了 

目前发展较为成熟的局部极小化算法，受到了广大最优化研 

究者的欢迎，其关键在于填充函数的构造。 

以下是文献[1—5]中的填充函数： 

P(x，r， )一 exp[一II X--X ll。／p。] 

Q(x，A)一--If(x)--f(x )3exp[--A ll z— II。]， 

A>O 

Z(x，A)一--exp(II — l1)arctan(A(f(x)一 

f(x ))+ )̂ 
1 

H(x 一面 赤丽 ～ll— II 
指数项的出现导致填充函数的梯度也含有指数项，使得 

在处理实际问题时可能会产生假的平稳点，使 H函数缺失了 

，(-z)< ( )一1的点，导致一些好的极小点被忽略。 

文献[6—9]的填充函数的构造克服了以上缺点，同时单参 

数也相对容易选择和处理 ，但是在 ，( )≥f(x )时不出现目 

标函数的任何信息，因此对于某些实例，存在还未找到真正的 

局部极小点时算法就停止了的情况 。本文将在无约束的情形 

下构造一个连续可微的填充函数，从而克服这一缺点。 

2 基本知识 

本文考虑以下无约束填充函数： 

c 

假设 1 ，( )函数是强制性的，即 【l ll—c×。时，，( )一 

+。。。 

那么存在一个有界闭集 x，使得，( )的极小值点都在 X 

的内部。 

假设 2 ，(-z)有有限个极小值。 

假设 3 ，( )和Vf(x)连续可微，且在 上满足利普希 

兹连续的条件 ，即存在 L>O，Lvf>O，使得任意的 ．22，yE R，I， 

有下式成立 。 

l，(z)--f(y)l<L lI — II 

ll Vf(x)一Vf(y)lI<L ，Il Iz— ll 

定义 1[朝 函数F(x， )是关于，( )在局部极小点 

的填充函数： 

1)x 是 F(x，X )的一个严格的局部极大点； 

2)对于任意的xES-，F(x， )的梯度不为 0，S 一{lz∈ 

Xl，( )≥，(z )}； 
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在局部极小点，S2一{xEXI厂( )<厂( ))。 

3 填充函数及其性质 

F(x，-z ，p)一一p Il lz—z I『。 (厂(-z)--f(x ))一 

÷{maxEO，厂( )--f(x )]} 

其中， 是连续可微的一元 函数 ，且满足 (￡)> o， ( )一 

1 一  ⋯ 一z 

【 ’ ‘ 

为例。这里 Iz 是 ，(-z)当前的局部极小点 ，户( >O)是参数。 

当参数 户( >O)充分大时，以下定理表明 F是一个满足 

定理 1 F(x，x ，p)是连续可微的函数 。 

证明：当，( )> ( )时， 

F(x， ， )一一ll x--37 一~-Ef(x)-f(x )]。 

VF(x， ， )一一3 lI．T--x If(x--x )一÷(厂( )一 

F(x， ，p)一一p I『Iz—z Il。 (-厂( )--f(x )) 

VF(x， ，p)一--3p II — ll(_z— )[(_厂(-z)一 

f(x )) +— ]+2 ll Jc--x _l(厂(z)一 

由厂( )连续可微，易知 F(x， ， )是连续可微的函数。 

定理 2 厂( )当前的局部极小点 是 F(x， ，p)的一 

证明：由 是 ，( )的局部极小点和 -厂( )的连续性知， 

F(x， ，户)一一Il — lI。一÷[厂( )--f(x )]。<o 

因此， 是 F(x， ，p)的一个严格的局部极大点。 

定理 3 假设 是 ( )的局部极小点 ，对任意 ， z∈ 

x，若满足条件 ll 一 _l> JI z— ll，f(x )≤f(xz)，f 

( )≤，( -)，那么在 P充分大时，下式成立： 

F(,T1， ，p)<F(x2， ， )<O<F( ， ，声) 

F(x， ，夕)一一I『Iz— I『。一— [厂( )-f(x )]。 

当 f(x )<f(x2)~f(x1)时，显然有 F(x ， ， )< 

F(Xl， ， )一一_l ～ ll。一÷[厂( )--f(x )]。 

F(x2，z ， )一一ll x2一 Ii。一-~Ef(xz)-f(x )]。 

一 一

(1l Xl— i{。一jj-zz— ll。)一—l_{Ef(x1)一 

f(x )] --[f(x2)--f(x )] }<O 

由，( )在 X上是连续可微的，可知[-f(x )--f(x )] 一 

[_厂( z)--f(x )]。在有界闭集x上是有界的。因此，当P充 

分大时，F(xl， ，户)<F(x2， ，户)成立。由 f(x )≤f 

( 2)易知 F(x2， ， )<O。于是 F(xl， ， )<F( 2，x ， 

)<O<F( ， ， )。 

定理 3说明在 S-中，当参数 P充分大时，离 厂( )的局部 

极小点 越远，函数 F(x， ，夕)的值越小，于是在极小化填 

充函数的过程中，要么找到更好的点使 厂( )<_厂( )，要么 
一 直向 X的边界移动。这样就消除了在极小化填充函数的 

过程中出现来回跑动的情形。 

定理 4 z 是 -厂( )的局部极小点，当参数 p>O充分大 

时，对于任意的xES ，F(x ， ，P)的梯度不为 0。 

证明：对于任意 的 ∈S ，满足 _厂(z )≥f(x )， 。≠ 
1 

，f(xl，Iz ， )～ II．T1 If。一÷( ( 1)--f(x )) ， 
o 

VF(x：，37 ，户)一一3 It,271一 II( 1一 )一 (厂( 1)一 

_厂(．r ))Vf(x1)。 

当f(x1)一 ( )时，VF(xl，．7c ， )一一3 ll l— ll 

(zl—z )≠0。 

当 f(x )>_厂( )时， 

1)若 f(x1)一0，则 

F( l， ，P)一一3 l} 1一 fI( l— )≠O 

2)若Vf(x )≠O，则 
0 

VF(xl， ，夕)一--3 II 1一 If( l— )一÷( 1)一 

f(x ))Vf(X1) 
o  

VF(xl， ，p)：--3 II 37l— II(z1一z )一÷(厂( 1)一 

VF(xl，．7c ， ) 

f(x )[Vf(x )一Vf(x )] 

( 1一 ) 

．Z1一 ．Z 

一一3 II 一 II +fLL ，II 一 I 
一

(寺LLv~--3) 一Iz II 
当 >丝 充分大时

， VF( 937*， ) 

0，那么 F( 】， ， )≠0。 

定理 5 如果 不是全局最优解 ，那么当 p>O充分大 

时，在 S2一定存在局部极小点。 

证明：记 Q一{xEXl厂(z)≤ 厂( ～)， ∈X)，aQ一{ ∈Xl 

，( )=厂( ～)，xEX}，因 厂( )是连续的，所以 Q，aQ是有界 

闭集。那么对于任意的 ∈aft，有 F(x， ， )一一 ll 一 

，由于aQ是紧集，因此存在 ∈aQ，使得n~nF(x， ，声)一 

F(x ，z ，户)一一 If 一 。 不是全局最优解，那么存 

在 -厂(z)的另一局部极小点 ～，满足 _厂( ～)<厂( )，F(x～， 

， )一一 lI r — ll。(p(f(x-)--f(x ))。+1)。当Il 一 

I J。≤ l1．z～一 ll时，F(x～， ， )<F( ， ，声)显然 

成立；当 {{z 一 ll> ll-T～一 I}时，如 果 P> 

兰三；二 f二(_』x ； f(x ，F( ～， ， )<F( ，， ， ll ～一Iz ll。( ～)一 ))。 ’。上’ 、 ’‘上’ 
)。由Q是紧集，存在 ∈Q，有minF(x，z ， )一F(x。， 

， )，那么n F( ， ，乡)一F(．270， ，户)≤F(x～ ，户)< 

F(x ， ， )一minF( ，z ， )，于是 。∈Q＼a~ int X是 

F(x， ， )的一个局部极小点。由于 F(x， ， )是可微的， 
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因此VF(x。， ， )=0，于是由定理 4可知 ∈S2。 

定理 2一定理 5说明文中第 3节构造的关于目标函数的 

复合函数是填充函数。 

4 算法和数值实验 

4．1 算法 

Step 1 令参数初始值 一100，上界为 10 ；方向向量为 

，J一1，2，⋯，m(rn~2n)；运算次数为k，志一0，上界是N，N 

为充分大的正整数；o9为搜索步长；给定初始点 Xk∈X。 

Step 2 以 为初始点，极小化函数 _厂(z)得局部极小点 

z 4 

Step 3 在厂( )的当前局部极小点 构造填充函数： 

F(x， ，户)=一 ll 一 ll。 (，( )--f( ))一 
1 

{max[0，厂(。’)一厂( )]}。 

令 一1。 

Step 4 若 ≤m， ：矗 +(c ，转Step 5；否则，转Step 7。 

Step 5 从 出发，用局部极小化方法极小化填充函数 ， 

得到序列而( 一1，2，⋯)，若存在码。 X，停止填充函数的极 

小化，i=i+1，转 Step 4；否则，得到填充函数的极小点 Y，转 

Step 6。 

Step 6 以Y为初始点，极小化函数 -厂( )的局部极小点 

媾  。若 ，( )< (靠 )，令 是一是+l，若 k<N，转 Step 3， 

否则算法终止 ，称 ，( )的全局极小点为 ；若 厂(碡  )≥ 

-厂(蕊 )，转 Step 7。 

Step 7 若 p≤10 ，p—P×10，转 Step 3；否则，算法终 

止，称 )的全局极小点为 。 

注：算法中的搜索步长 可以根据需要调节；”为所研究 

问题的维数；在局部极小化函数时，可 以采用拟牛顿法、共轭 

梯度法等；算法在 matlab7．10．0(R2010a)的环境下进行。 

4．2 演算实例 

例 1 Rastrigin函数 

f min厂(1T)--~oT}+ {一cos(18x1)一cos(18x2) 

l s．t．一1≤ l，I，f2≤1 

该函数在给定可行域的局部极小点有多个，如图 1所示， 

但是只有一个全局极小解Iz 一(O，0) 。 

图1 例 1的函数图像 

例 2 Two-dimensional函数 

frain厂(．r)一[1—2 2+csin(4nx2)一 1] 一 

[ 2～0．5sin(2nx1)] 

Ls．t．0≤ 1≤10，一10≤ 2≤O 

c—o．2。o．5 

全局极小值都为f(x )一O。 

例 3 Six-hump camel-back函数 

J min，( )：4 }一2．1z{+专 {一 2—4 22 4 
Ls．t．一3≤ 1， 2≤3 
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该函数有两个全局极小解，即z =(O．0898，0．7127) 

和 一(一0．0898，一0．7127) ；该函数的全局极小值为 

f(x )一一1．0316。 

例 4 n-dimensional函数 

J min厂(z)一--~-[10sinznx-+g( )+( n--1) ] 
Ls．t．一10≤ ≤10，J一1，2，⋯，rl 

其中g(1T)一∑[(丑一1) (1+10sinznx )]，函数的全局最 

优解是 一(1，⋯，1) 。 

以上例题的具体演算结果如表 1所列。 

表 t 例题结果 

结束语 在 目标函数二次可微的条件下 ，提出了一个新 

的连续可微单参数填充函数，克服了文献[6—9]中填充函数在 

，( )≥，( )时不出现 目标函数的任何信息的缺点，并通过 

数值实验验证了其算法是可行的。 
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