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摘 要 SAT问题是研究最广泛的NPC问题之一。由于sAT问题本身的特性，除非P—NP，否则不存在最坏情况 

下多项式阶时间复杂度的SAT求解算法。因此设计出高效快速的 SAT求解算法至今仍是研究热点。首先简要介绍 

了SAT问题；其次从完备算法、不完备算法和组合算法3个角度总结了新近的研究进展，深入分析了已有算法解决 

SAT问题的基本流程，并从适用问题类别、算法特点、求解效率等方面对各类先进的求解器进行了对比分析；最后讨 

论了求解SAT问题的算法面临的挑战，并对下一步研究工作进行了展望。 
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Abstract SAT is one of the most widely studied NPC problems．Because of SAT characteristic，unless P=NP，polyno— 

mial time worst-case complexity of SAT algorithm does not exist．To design fast and efficient SAT algorithms is still 

a research hotspot．Firstly，the basic concept of SAT problem was introduced．Secondly，the recent research progress 

was summarized from three categories of complete algorithms，incomplete algorithms and combination algorithms．The 

general process Of previous algorithms was thoroughly analyzed，and comparative analysis Of some advanced solvers 

from the perspective of suitable problem class，algorithm character and solution efficiency was carried on．Finally，the 

main challenges of SAT solving algorithm was discussed，and some research issues in future were pointed out． 
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1 引言 

可满足性问题(Boolean Satisfiability Problem，SAT)c1]是 

一 个著名的判定问题。S． Cook[2 于 1971年证明了可满足 

性问题是世界上第一个 NP完全(NP-complete，NPC)问题， 

也就是说 ，任何非确定多项式(Non-Deterministic Polynomial， 

NP)问题都可在多项式时间内规约到 SAT进行求解 ，因此一 

个能高效地解决 SAT问题的算法一定能解决所有的 NP问 

题。在实际应用中存在着大量的 NP问题，因此寻找高效快 

速的 SAT求解算法并将其应用于工程实践，对提高生产率、 

促进社会的发展具有重要意义[3“]。 

过去几十年中产生了大量高效且可扩展的 SAT求解算 

法，目前 sAT求解器可以高效地处理数百万变量规模的问 

题。然而，由于 SAT问题本身的特性，除非 P=NP，否则不 

存在最坏情况下多项式阶时间复杂度的SAT求解算法，因此 

设计出高效快速的 SAT求解算法至今仍是研究热点。目前 

典型的 SAT求解算法包括完备算法和不完备算法两大类，近 

年来两大类型算法都得到了广泛关注和研究。本文第 2节简 

单介绍了 SAT问题的相关概念；第 3节到第 5节分别从完备 

算法、不完备算法和组合算法3个角度综述了SAT求解算法 

的研究进展；第 6节分析了各类算法的实验对比结果；第7节 

讨论了SAT求解算法面临的挑战和研究方向；最后总结全 

文 。 

2 预备知识 

由于任何一个命题逻辑公式都可在多项式时间内转化为 

合取范式(Conjunctive Norm al Formula，CNF)[。 形式，主流的 

SAT求解算法通常假设 目标公式已被处理为 CNF形式。假 

设CNF公式F0(x)如式(1)描述，下面举例并给出SAT问题 

的一般性描述。 

Fo(X)一(-z1 V一-z2 V 323)A(一 1 V— 2 V 4)A 

( 2 V’ 3 V 4) (1) 

定义 1(变量集合) 用符号X表示命题变量的集合，若x 

由 个变量 1， ，I3，⋯， 组成 ，那么 X一{ 1， ，X3，⋯， 

五)，用 =fXl表示变量集合的大小，问题规模一般由变量数 

澳4量。对于 Fo(X)，X一{zl， 2，z3， 4)，n=4。 
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定义 2(真值赋值 ) 给定一组布尔变量 X一{X ，⋯， 

}，其真值赋值 S(X)是一个 元布尔函数：S(X)：X一{0， 

1} ，在 X上存在 2”种不同的真值赋值 。如果 S(x )=1，则 

称X 在S(X)赋值下取真值，否则为假值。 

一 个SAT求解器尝试求解一个问题时，会进行完全或部 

分真值赋值。一个完全的真值赋值(记作 a)指给F(X)的每 
一 个变量赋值 0或 1。一个部分的真值赋值(记作 )指仅给 

F(X)的变量子集赋值。例如 F0(X)的一个完全真值赋值可 

能是 ：{ -一1， z一1，幻：0，,274—0}，而它的一个部分赋值 

可能是：口一{X1一O，X2—1}。 

定义 3(文字) 对任意变量Xi，符号 Xi和 X 是其文字， 

称 是正文字， 矗 是负文字。用 L表示文字的集合 ，z表示 

某个文字。正文字 ．27 在真值赋值S(x)下取真值当且仅当 

S(x )一1；负文字’z 在真值赋值S(x)下取真值当且仅当 

S(五)一O。例如有 F0( 的真值赋值 S(∞)一O，则 S(’∞)：1。 

定义 4(子句) X上的子句是 X 中有限个文字的析取 ， 

用 C表示，c=l Vlz V V⋯ V 。子句 C在真值赋值 S(X) 

下取真值(或称子句 C在真值赋值s(x)下是可满足的)，当且 

仅当子句包含的文字中至少有一个在真值赋值 S(X)下取真 

值。忌一 表示子句 C中的文字数，称为子句长度。一个长 

度为 愚的子句是一个志一子句。当 惫=1时，称为单元子句。一 

个子句中的文字不许重复出现，因为重复出现的文字会被子 

句忽略，而不会影响公式的可满足性 。例如 Fo(X)由 3个子 

句组成，其中子句 C。一zt V Xz VX。，子句长度为3。 

定义5(子句集) 子句集C是由x上有限个子句组成的 

集合 ，C一{C ，Cz，⋯， )。 =ICl表示子句集中子句的个数。 

以愚为子句长度上限构成的问题称作k-SAT。子句集 C在真 

值赋值S(X)下是可满足的，当且仅当c中所有的子句C在真 

值赋值 S(X)下都是取真值 的。例如 Fo(X)由 3个子句组 

成 ，子句最大长度为 3，构成了一个 3-SAT问题。 

定义 6(合取范式) X上的合取范式 F(X)是 X上的一 

些子句的合取，F(X)一C1 A C2 A⋯  ̂ 。合取范式 F(x)在 

真值赋值 s(x)下取真值(或称 F(x)在真值赋值 S(X)下是 

可满足的)，当且仅当 F(X)中包含的所有子句 C在真值赋值 

S(X)下都是取真值的。CNF公式可简单描述为式(2)。 
m k 

F(X)一 A(V f1．，) (2) 
l= l ，= I 

定义 7(SAT问题) SAT问题的基本形式指给定一个 

命题变量的集合 X和一个x上的合取范式F(x)，判断是否 

存在一个关于X的真值赋值S(X)，使得 F(x)为真，如果存 

在则称 F(X)是可满足的，否则称 F(X)是不可满足的。例 

如，若有 S (X)一{0，0，1，1)，该真值赋值使得 F0(X)为 0，那 

么 S (X)不是 F0(X)的一个解 ；但若 S2(X)={0，0，0，1)，该 

真值赋值使得 Fo(x)为1，那么Sz(x)是 Fo(x)的一个解，则 

F0(x)是可满足的；若所有的真值赋值都不能使得公式真值 

为 1，则 F0(X)是不可满足的。 

定义 8(解空间) 给定一个 SAT问题公式 F(X)，它的 

所有的真值赋值称为它的解空间，其中真值赋值的个数 2”为 

解空间的大小。解空间中的两个有且仅有一位不同的真值赋 

值称为相邻解。使得公式满足的一个真值赋值称为一个解。 

定义 9(SAT求解算法) 给定一个 SAT问题公式 F 

(X)，在有限的时间内判定其是否可满足的算法称为 SAT求 

解算法。在 SAT问题可满足的情况下，算法往往会给出公式 

的一个解 。由于问题的 NP特性 ，算法可能没有判断结果。 

SAT问题按照可满足性可划分为可满足的 SAT类和不 

可满足的 UNSAT类；按照问题产生的来源可划分为应用类 

(application)、随机生成类 (random)和难以满足的组合类 

(hard combination)。不同的 sAT求解算法在相同问题上或 

同一求解算法在不同问题上的表现会有很大不同。典型的 

SAT求解算法包括完备算法和不完备算法两大类，目前很多 

研究人员尝试成功混合不同求解策略或并行多个求解器(本 

文统称为组合算法)，使其逐渐发展为一个新的研究热点。本 

文按照完备性和组合性将算法划分为完备算法、不完备算法 

和组合算法 ，下文将从各类算法的求解过程、主要策略和典型 

算法等方面进行深入分析。 

3 完备求解算法 

完备算法比不完备算法的出现时间早。由于采取穷举和 

回溯的思想，完备算法从理论上能保证判定给定命题公式的 

的可满足性 ，在实例无解的情况下可以给出完备证明，因此也 

被称为系统搜索方法。该方法针对应用类实例很有效 ，优势 

明显。 

3．1 DPLL算法 

标准完备算 法 DPLL(Davis Putnam Logemann Love- 

land，DPLL)[7]起源于 20世纪 60年代初，由于受到算法的指 

数级复杂度和计算机硬件性能的限制 ，求解效率很低，只能求 

解规模很小的 SAT问题。DPLL的重要思想在于穷举 、分支 

回溯和布尔约束传播(Boolean Constraint Propagation，BCP)， 

对所有变量进行深度搜索以形成一棵完全二叉树的遍历过 

程，如果问题是可满足的，则给出所有解 ；如果问题是不可满 

足的，则给出完备性证明。若公式中所有变量都被赋值，且没 

有发现一个冲突子句 ，那么该布尔公式是可满足的，否则是不 

可满足的。 

算法 1 DPLL算法 

输入：CNF公式 

输出： 的可满足性 

while true do 

if!decide(q~)then 

return SATISFIABLE 

endif 

if!booleanConstraintPropagate(~p)then 

if!resolveConflict(∞)then 

return UNSATISFIABLE 

endif 

endif 

end while 

该算法的关键技术主要包括 ： 

(1)变量决策。DPLL算法在尚未赋值的变量中选择某 

个变量并赋予某个值，称为变量决策。变量决策决定了搜索 

树的形状。 

(2)BCP。BCP过程指根据选择的变量决策，检查只包含 

为0的文字和一个未赋值文字的单元子句，给此文字赋值为 

1，BCP过程一步步进行下去，直到没有单元子句，此时返回 

真；若不同的单元子句要求一个变量取相反的值，则称出现了 

冲突，此时返回假 。 

(3)回溯。当决策产生冲突时，如果最后一个被赋值的变 
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量只尝试一个值(1或 O)，则翻转它的赋值(1翻转为0，0翻 

转为 1)；若仍有冲突发生，则翻转更早时候只被赋值 1次的 

变量，取消在它之后所有的赋值操作，并返回真；如果不存在 

这样的变量，则说明所有搜索空间都被尝试过了，问题为不可 

满足的，返回假。 

例如上文 F0(X)的变量集合 X一{ ， ，z。，x4}，其所有 

可能的真值赋值将形成一个搜索空间，如图 1所示。图中的 

每一条通路就表示一组真值赋值。DPLL对这棵二叉树进行 

深度优先搜索，直到找到一个可满足的解或将所有通路遍历 

完成而没有找到可满足的解。同时也容易看出，随着问题规 

模变量数 n的增大，搜索空间也呈指数级增长，甚至产生组合 

爆炸问题。 

图 1 DPLL搜索空间 

由于 SAT问题是一个 NP问题 ，为了提高算法的求解效 

率，近年来提出了多种启发式策略。当前流行的完备求解算 

法大多都是基于DPLL这类框架的，如SATO~ 、BerkMinE 、 

PicoSATE 等。按 照 Heule等人 的观点 ，基于 DPLL的 

SAT求解器主要发展为两种形式，即冲突驱动子句学 习 

(Conflict Driven Clause Learning，CDCL)和前向搜索 (Look 

Ahead，LA)，前者较适合大规模验证问题 ，后者则更适合不可 

满足的难解随机问题实例 ，二者都得到了广泛应用。 

3．2 CDCL算法 

CDCL算法是目前完备算法中最重要的一类，主要框架 

基于 DPLL，但在预处理、分支策略、冲突分析、子句学习、非 

时序回溯、重启、数据结构等方面做了一系列改进。CDCL与 

DPLL的3个重要区别是_1 ：搜索过程不再递归，回溯使用一 

个显示的赋值栈(称为 trail)；CDCL在搜索过程中每次发现 
一 个冲突子句时，都通过一个学习机制推导并增加新的子句， 

似乎增加的子句是多余的，但在剩余的整个搜索中它们能帮 

助 BCP确定文字取值；回溯不再限制返 回之前的决策点 ，子 

句学习的结果是双重的，在生成一个学习子句的同时分析哪 

些决策导致冲突，如果最近的k个决策与冲突不相干，程序不 

仅会撤销最近的决策，也会撤销这 愚次决策以及相应的 BCP 

蕴涵。 

算法2 CIN2L算法 

输入：CNF公式 

输出：SO的可满足性 

status—Preprocess() 

if(status!一UNKNOW N )then 

return status 

endif 

blevel= O 

while not AllVariablesAssigned do 

Decide(so) 

blevel= blevel+ 1 

while true do 

if booleanConstraintPropagate(SO)： = CONFLICT then 

· ]O · 

bleVel— AnalyzeCon{lict( ) 

if blevel= 一O then 

return UNSATISFIABLE 

else 

Backtrack(bleve1) 

endif 

endif 

end while 

end while 

return SATISFIABLE 

该算法的关键技术主要包括： 

(1)预处理。CDCL算法增强了预处理，即在求解之前对 

实例进行化简 ，例如删除在一个子句内重复出现的文字、包含 

同一个变量的正文字和负文字的子句，以及一些推理消除技 

术。 

(2)分支策略。分支决策是为了在执行一次赋值计算后 

从 自由变量中找到下一个计算的分支节点。好的分支决策策 

略可以快速找到决策变量，加速 BCP过程，减少回溯次数。 

CI)CL算法有许多著名的分支策略，如最短子句出现次数最 

多的变量优 先 (Maximum Occurrences in Clauses of Mini— 

mum，MOM)、半动态分支决策策略(Variable State Indepen- 

dent Decaying Sum Heuristic，VSIDS)、最短正子句优先等策 

略。 

(3)冲突分析。最早的 DPLL算法并没有冲突分析， 

CDCL算法引入了冲突分析和子句学习机制，在冲突发生时， 

将冲突子句加入子句集而不改变问题的可满足性，防止以后 

发生同样的冲突。 

(4)非时序回溯。相 比早期的 DPLL算法简单 回跳到当 

前节点的父节点，CDCL算法根据冲突分析和学习到的子句， 

回跳某一个或几个回溯层次，回溯到除蕴涵点变量之外其他 

变量对应的最大决策深度，称为非时序回溯。 

(5)重启。对于规模比较大的问题，如果早期决策时给某 

个变量赋值出错，那么子问题是不可满足的，算法对子问题仍 

在不停选择决策变量赋值，遇到冲突回退，直到算法回退到早 

期的那个错误分支，而当决策深度较深时，算法很难回退到初 

始的分支高度。重启指在算法运行期间，终止算法并重新启 

动，而重启之前学习到的冲突子句仍然保留。重启之前学习 

到的信息有利于调整全局搜索顺序，从而增加算法的稳健性 。 

(6)lazy数据结构。数据结构不仅直接影响内存的使用， 

也间接影响了计算效率。CDCL算法使每个子句保持两个观 

察文字，同时监测子句的可满足性。 

近年来 CDCL算法研究取得 了丰富的成果『l 。例如预 

处理方面，E∈n等人提出的 SatEliteE 。]首次实现 了预处理简 

化问题的规模和复杂性，Balint等人提出了预处理剪枝技 

术E“]，Surynek使用(2一点)一致性边界对难以约束的区域进行 

设置_l ，熊伟等人利用对称扩展的一元子句推导得到更多的 

一 元子句_1 等；分支策略方面，一些新的智能启发式搜索技 

术先后被引入到 SAT算法中，采用了一系列精巧的技术来减 

小搜索空间和问题规模，如变量无关性递减和启发算法_1 、 

基于子句消减和附加推理过程的处理规则[1 ]等；冲突分析和 

子句学习方面，Marques-Silva等人在 DPI L的基础上提出的 

GRASP算法首次引入了冲突学习回溯策略[1 ，并系统介绍 

了完善的 CDCL求解器[2 ，H611dobler进一步扩展了 CDCL， 



提出了通用的形式化描述 ]；重启策略方面，Nieuwenhuis等 

人分析了随机重启在求解过程中的重要作用[2 ，Wu研究了 

SAT求解的随机化和重启策略[2 ，Huang分析了基于子句 

学习效率的重启效果 。 ，Audemard等人研究了预测学习子 

句的质量评价方法 ，Biere基于观察文字和积极的重启时 

间表等策略提出了PicoSAT求解算法，并在文献[-26]中系统 

阐述 了基于 冲突驱动的 SAT求解器 的 自适应重启控制， 

Ramos等人分析 了 CDCL求解 器的重启 和 回溯 问题[2 ， 

Haim等人认为相比一组回溯间隔，重启应更加频繁 。。 ；数据 

结构方面，多数研究采用堆栈或链表结构，也出现了双文字子 

句表示[ 、改进存储访问模式 等新技术。当前 CDCL求 

解器的代表作有Chaff[ 、MiniSat[”]、Lingeling[船 等。 

3．3 LA算法 

DPLL算法和CDCL算法绝大多数时间都用来尝试各种 

可能的情况，可以看作蛮力求解算法。LA算法 的框架基 

于 DPLL，但侧重于通过大量的附加推理以及选择有效决策 

变量构建一个小巧平衡的搜索树来求解问题，在某些问题上 

优于前两种算法。LA算法简化公式的方式可以通过观察进 

而强制给变量指定值，也可以通过附加分解得到进一步的公 

式约束。LA算法整体是在前向搜索过程和 DPLL搜索过程 

之间不断转换的，其在每一步会选择一个决策变量 ，并递归调 

用 DPLL简化公式，正如其名字所示 ，当一个 自由变量被设置 

确定布尔值时，它会执行一个决策启发式前向计算可能的消 

减，从而测量该变量的重要性，然后使用导向启发式测量选择 

该变量的真值赋值。在变量选择和真值选择过程，该算法主 

要增强了决策启发、方向启发和附加推理等策略，主要目的在 

于通过赋值推理尽可能地降低问题的复杂性。 

算法 3 LA算法 

输入：CNF公式 ∞ 

输出： 的可满足性 

Simplify( ) 

while true do 

if q~= NULL then 

return SATISFIABLE 

else if contains empty clause then 

return UNSATISFIABLE 

endif 

endif 

( ，Xdecision>一LookAhead(~) 

B=GetDirection(Xde i。10n) 

if DPLL()【deci。10n+。B)一=SATISFIABLE then 

retum SATISFIABLE 

endif 

return DPLL (~0(Xde i i ’B)) 

end while 

该算法的关键技术主要包括： 

(1)决策启发。LA选择判定变量，包括差异启发和混合 

差异启发两部分 ，差异启发在前向搜索过程中先量化变量取 

值对公式的简化程度，混合差异启发则综合考虑变量一对互 

补取值的前向差异值 ，进而选择最有效的自由变量。 

(2)方向启发。LA从概率的角度在 GetDireetion程序中 

应用了方向启发 ，好的方向启发可以有效地缩小搜索空间。 

(3)附加推理。LA在搜索过程中会检查哪些文字不会 

导致冲突出现，只对决策变量选择有用，而附加推理中利用一 

些失败文字简化公式，剩余的文字也可以通过生成学习子句 

进一步约束公式。 

Posit首次实现了LA算法[3 ，其包含了当今流行 LA求 

解器的主要启发式，如 DIFF启发式、导向启发式、变量预选 

择启发式等；Satz[35]增强了在难随机 3-SAT问题上的求解性 

能，进一步优化了决策启发式 ，并增加了 DoubleLook过程 ，进 

一 步消减搜索空间；OKsolveF36]增加了局部学习、自给推理、 

回跳等推理过程 ；kcnfs[。 ]与 Satz很 相似，在求解难 随机 

3一SAT问题上进行了很多重要的改进，如主干搜索启发式 

(Backbone Search Heuristic，BSH)、实施优化等；March[38,39] 

是目前最为成功的 LA求解器之一，主要特征是将 SAT公式 

预处理为 3-SAT、分别存储二元子句和非二元子句、执行 LA 

之前首先移除所有的已满足子句、控制失败文字数和预先设 

置自由变量数为最优值等。 

4 不完备求解算法 

除了极个别的不完备算法被用来尝试解决不可满足问 

题['40,41]外，绝大多数不完备算法都不能判断 SAT问题的不 

可满足性。它尽管是不完备的，但在处理可满足的大规模随 

机生成问题时往往比完备算法快 ，因此受到广泛的应用和研 

究。不完备算法主要基于局部搜索的思想，将不满足的子句 

数量看成优化目标，在解空间随机搜索 ，但并非是单纯随机地 

搜索，而是在 目标函数的引导下逐步逼近最终解。 

给定公式 F(X)和一个可能解 S(X)，目标函数 ￡(S)一 

般定义为在 S(X)赋值下 F(X)中不可满足的子句数，如式 

(3)。其中card(A)表示 A 的基数 ；sat(S，C)表示在赋值 S 

(X)下子句 C是否可满足，满足时值为 1，不满足时值为 0；一 

表示取反操作。fit(S)函数的最小值 0表示在该 S(X)赋值 

下，公式 F(X)是可满足的，即S(X)为问题的一个解。 

(S)=card({CI—sat(S，C)AC∈F)) (3) 

不完备算法的基本思想主要可分为 3类，即随机局部搜 

索(Stochastic Local Search，SLS)、消息传送(Message Pas_ 

sing，MP)和演化计算(Evolutionary Algorithms，EA)算法。 

4．1 SLS算法 

大多数不完备算法是基于 SLS的，其搜索过程为：给定 

一 个命题公式，首先随机地生成一个真值赋值，如果该赋值使 

得公式可满足，则搜索结束；否则选择其中一个变量翻转其真 

值，该过程一直重复，直到找到使得公式满足的真值赋值或迭 

代次数达到预定上限(公式的可满足性不能确定)。尽管 SLS 

求解器会因附加不同的启发式而使复杂性提高，但整体来说， 

SLS求解器都基于局部搜索非常简单的规则，同时支持运行 

过程中相当严谨的分析[4 。 

算法4 SLS算法 

输入 ：CNF公式 ，maxTries，maxSteps 

输出：使 满足的一个解或者 是未知的 

for i= 1 to maxTries do 

s=initAssign(q9 

for j一1 tO maxSteps do 

if S satisfies甲then 

return S 

· ]】 · 



 

else 

x=chooseVariable(~p，s) 

s—S with truth value of X flipped 

endif 

endfor 

end for 

return no satisfying assignment found 

该算法的关键技术主要包括： 

(1)搜索方式。常用的搜索方式分为贪心策略和最速下 

降策略，贪心策略只要获得比当前可行解好的解就进一步向 

前搜索，而最速下降策略要找到邻域中下降幅度最大的点。 

(2)如何避免局部最优。如果一点的邻域中的所有点的 

目标函数值都比此点大，那么这个点就可以称为局部最优点。 

为了避免陷入局部最优，局部搜索算法通常采取 Escaping策 

略，通常的做法是引入一个概率 P，在某些情况下，以概率P 

选择非最优变量来改变其赋值。 

Selman等 人 提 出 了 SI S思 想 的贪 心 局部 搜 索 法 

GSAT[43]，之后又对 GSAT陷在局部最优解的情况作了改 

进 ，提 出 了 WalkSATE 。早期 的不 完备 求解 器 如 Unit— 

Walk[ ]、AdaptNovehyE 等都是 以 WalkSAT框 架为基础 

的。另一个产生重要影响的 SLS算法是离散拉格朗 日方法 

(Discrete Lagrangian Method，DLM)[ 。国内许多对 SLS的 

研究也得到了广泛关注，如顾钧等人提出的局部搜索算 

法_4引、杨晋吉等人对局部搜索算法的改进[4 、刘涛等人提出 

的分级重排算法[ 。]等。近年来，SLS算法的研究取得了进一 

步进展，如 Duong等人研究了局部搜索过程中避免重复翻转 

的方法 ]，Balint提出了一种工程随机搜索算法 ]，Luo研 

究了随机局部搜索的双重配置检查方法[5 ，Brys等人研究了 

SLS和重启策略的应用[5 ，Wang等人进一步改进了 Walk— 

SAT[ ]等。 

4．2 MP算法 

MP算法是相对较新的一种启发式算法。MP起源于无 

序系统的统计物理领域，通过计算全局信息来引导搜索过程， 

尽管消息传送方法并不适合每一类 SAT问题 ，但它发展出了 

一 种计算所有解的统计特性的有效方法。文献[56]进行了不 

同消息传送算法的综述，相关研究也可参考文献Es7一s9]等。 

消息传送算法工作在 SAT公式的因子图表示_60_之上 ， 

其变量和子旬被表示为图中的顶点，变量节点与它出现过的 

子句相连，子句与它包含的变量相连 ，每个变量有一个介于 

[一1，1]之间的值，表示它选择某个极性(即真或假)的趋向。 

消息传送算法基于以下相同的原则：从变量到子句和从子句 

到变量进行消息传送，直到消息聚集到一点为止(即它们的值 

不再有重大变化)，一旦如此，就开始大量地设置这些最具极 

性的变量，取它们的聚集值，并通过删除这些变量来简化问 

题 ，然后在简化后的公式上重新开始消息传送过程，直到公式 

简单到易于被其他更快的方法求解 ，如在此处使用一个局部 

搜索求解器。 

算法 5 MP算法(以 BP为例) 

输入：CNF公式 ，因子图，迭代次数上限 t ，精确度参数 E 

输出：使 甲满足的一个解或者 是未知的 

while true do 

BP—UPDATE() 

· 】2 · 

for each variable Xi do 

compute Ui(xi) 

X，一 x (using maximal—probability BP decimation) 

for each variable xi in a random order do 

if exists a constraint b such that fb(Xb)= O then 

flip(xi) 

endif 

if the total energy cost vanishes then 

return the values of all the variables as a solution 

else 

return no satisfying assignment found 

endif 

end for 

endfor 

end while 

该算法的关键技术主要包括： 

(1)空腔偏量和空腔场。从子句节点到变量节点的基本 

消息称为空腔变量，从变量节点到子句节点的基本消息称为 

空腔场。在迭代搜索过程中将二者作为基本消息不断更新。 

(2)消解 。通过消息传送估计每个变量在所有解 中的统 

计特性，在消解过程中固定尽可能多的变量，同时不除去过多 

的簇。 

此类最著名且最成功的求解器有可信传播(Belief Propa— 

gation，BP)、纵览传播(Survey Propagation，SP)_6 、模拟退火 

算法 等。基于 SP的求解器能在可接受的时间内解决数以 

百万计变量的大规模随机问题。 

4．3 EA算法 

EA算法是近年来发展起来的一种模仿自然界生物进化 

过程中“物竞天择，适者生存”原理的优化方法，研究人员在 

EA算法求解 SAT问题方面也做了许多成功尝试，开辟了解 

决 SAT问题的途径。其基本思想是将 SAT问题转化为一个 

求响应目标函数最小值(或最大值)的优化问题，采取一系列 

启发式初始化种群并不断寻优 ，直到达到终止条件或找到问 

题的解。 

算法 6 EA算法(以GASAT为例) 

输入：CNF公式 (D，Maxflip，MaxNbCrossovers 

输出：使 满足的一个解或者 是未知的 

CreateP0pulation(P) 

NbCrossovers-*-O 

while no xE P satisfies午and NbCrossovers< MaxNbCrossovers do 

P +一Select(P．Nblnd) 

ChooseX，Y∈P 

Z~-Crossover(X。Y) 

Z—一TS(Z) 

P~--Replace(Z，P) 

NbCrossvers"-NbCrossvers+l 

if there exists XE P satisfying q0 then 

return X as a solution 

else return 110 satisfying assignment found 

endif 

end while 

该算法的关键技术主要包括： 

(1)适应度函数。为了更好地体现不同解之间的差异，用 



真值指派能满足公式中子句的数目作为适应度函数，问题转 

化为能使适应度函数取最大值的优化问题。 

(2)选择算子。目的是从当前种群及新繁殖的个体中选 

择生命力强的若干个体形成新一代种群。一般为每个个体指 

定一个与其适应度函数值成比例的选择概率。 

(3)变异算子。改变个体的部分信息，产生新的个体。 

(4)交叉算子。交换父代中两个个体部分信息，产生出新 

的个体 。 

演化计算产生了丰富的成果 ，如遗传算法 GASATE63,64]、 

拟物拟人算法 引、量子免疫克隆算法 、粒子群算法E。 、模 

拟DNA算法[ 、量子算法_6 、人工蜂群算法[7 、组织进化算 

法[71,72]等 ，逐渐成为一个热门的研究领域。 

5 组合求解算法 

5．1 混合求解 

某个求解器往往适用于一些特定问题类型，例如随机生 

成问题可能很容易利用不完备算法求解，但利用完备算法可 

能花费更长时间甚至不能求解 ；反之，对于完备算法能快速解 

决的应用和组合问题，不完备算法可能很慢或无能为力。因 

此很多研究者尝试混合不同求解策略的优势 ，来增强算法的 

适用性和求解效率。混合可能发生在不 同的完备算法之 

间[73,74 或在不同的不完备算法之间[75,76]，更多研究将完备算 

法和不完备算法进行了混合_7 ，取得了成功进展，有效解 

决了许多应用类、随机类和组合类问题。 
一 个混合求解器包含两个或更多求解器，基本 目标是创 

建能继承各个组件优点而回避缺点的一个求解器。一个理想 

的混合求解器能快速、完备、低成本地求解各类 SAT问题。 

不完备算法擅长使用较少内存处理随机类问题，可以把全局 

信息传送给完备算法，从而指导完备算法决策变量的选择；而 

完备算法占用较多内存 ，擅长处理应用类和加工类问题，在随 

机类问题上表现平平 ，但它逻辑性较强 ，可以给不完备算法提 

供逻辑指导，二者有一定的互补性。 

著名的混合求解器如 hybridGMc。2]以 SLS求解器 gNovel- 

ty+为主导，阶段性调用 DPLL求解器 March_ks辅助搜索过 

程，是一个不完备的求解器；SatHys[83]是一个保留了完备和 

不完备同等优势的完备求解器，目标是证明不完备算法可给 

完备算法提供重要信息；HBISAT[。 使用 WalkSAT进行局 

部搜索，与DPLL组合，能够加速增量搜索和不可满足性证 

明。这些求解器或许不能适合所有的SAT问题实例，然而已 

经呈现出接近最好的性能。 

5．2 并行求解 

单纯的序列(非并行)求解算法不可避免地受到 CPU速 

度限制，并行求解算法 日益受到广泛关注。最初 的并行求解 

基于网络通信下的多核 CPU、共享存储空间等技术实现，目 

前并行 SAT求解主要采取两种方法 ，一种是采取分治思想 

(Divide and Conquer，DC)将搜索空间划分为多个子空间进而 

分别调用序列算法求解[8朝；另一种更为突出的方法是并行组 

合方法，它利用不同序列算法的互补性使之在同一公式上相 

互竞争和合作 ，如 Plingeling[。 、动态子句共享策略[。 、并行 

局部搜索[。 、BMC并行求解[。。]等。 

其主要形式包括： 

(1)网络通信。代表性求解器如 PMSat[ ]。网络通信形 

式为主从方式 。主机进行假设并将问题划分为多个实例，主 

机存储这些分离的变量 ，向空闲的终端发送部分假设推理；终 

端可动态增加 ，如果某个终端证明某个子公式是不可确定的， 

它将返回 5O个最活跃的学习子句给主机。 

(2)共享存储。代表性求解器如PaMiraXT[ ]。共享存 

储形式在多个单核或多核CPU基础上建立，每个 CPU有各 

自的存储总线和主存。 

(3)单纯并行。代表性求解 器如 ManySAT~ 。序列 

SAT求解器中频繁重启产生的效益使得很多研究者转向求 

解器的并行组合，将搜索空间分离为多个，采取竞争并行的方 

式 ，允许多个求解器为同一 SAT问题实例寻找解，因此也常 

被称为组合求解器。 

6 几种典型 SAT求解算法比较 

通过以上分析可以看出，不同类别的SAT求解算法存在 

各 自的求解特点和适用性，也存在各 自的优点和局限性。表 

1通过SAT Competition 2o14(SC2014)结果_93]分析了各类算 

法的适用问题类别。表 2从算法特点、求解效率等方面对各 

类算法进行了定性对比分析。结果明显表明，完备算法特别 

是 CDCL算法适用于应用类问题 ，在难 以满足的组合类 问题 

上组合类算法显示了明显优势 ，而随机性强的不完备算法更 

适合求解随机类问题实例。 

表 1 SAT Competition 2014结果分析 

表 2 各类求解算法的定性比较 

注：SLS、MP和智能优化算法的求解速度快只限于问题有解时。 

为了更准确地对 比各类算法之间的求解优势和性能区 

别，选取 SC2014获胜求解器为分析对象，其代表了当前各类 

求解器最先进的水平。下面从求解时间的角度分析不同算 

法 。 

· 】3 · 



 

图 2显示了在序列应用类、难组合类和随机类问题实例 

上的获胜求解器的 CPU时间分布。由于不完备算法在不可 

满足问题上不停机，未参与UNSAT类问题求解，鉴于横向比 

较需要，图 2仅分析了 SAT类的运行结果。结果显示，不同 

类别的问题适用于对不同的算法进行求解，例如 CDCL算法 

(minisat
_ bldb，RissBlackB0X，SWDiA5BY)在应用类问题上 

表现突出；而对于难组合类问题，由 CDCI 和 SLS混合组成 

的算法(CCAnr+glucose，SGSeq，SparrowToRiss)包揽 了前 

三甲；随机类问题则主要由不完备算法求解，SLS算法 (Ba- 

lancedZ，CSCCsat)名 列前 茅，其 中 SLS混 合 MP的算 法 

(Dimetheus)更胜一筹。 

(a)序列应用类实例 SAT 

CPU time(s)distribution 

(b)序列难组合类实例 SAT 

CPU time(s)distribution 

(c)序列随机类实例 SAT 

图 2 各类求解算法适用问题类别比较 

图 3显示了在并行应用类、难组合类和随机类问题实例 

上获胜求解器的CPU时间分布。可以看出应用类和难组合 

类问题仍以完备算法为主(Treengeling，Plingeling，Penelope， 

pmcsat)；随机 类 问题 主 要采 用 不 完备 算法 (pprobSAT， 

· ]4 · 

CSCCSat)，不同程度地使用了混合策略和并行求解技术。分 

析同一求解器在不同类别问题上的表现可以得到：Treenge— 

ling和Plingeling在应用类和难组合类问题上都取得了名次， 

然而其时间分布截然相反，进一步验证了算法的适用性特点。 

CPU time(s)distribution 

(a)并行应用类实例 SAT~UNSAT 

CPU time(I)distribution 

CPU time(s) 

(b)并行难组合类实例 SAT+UNSAT 

CPU time(s)distribution 

(c)并行随机类实例 SAT 

图 3 各类求解算法求解速度比较 

7 研究挑战和展望 

Selman和 Kautz等人先后于 1997年l9 、2003年[94]、 

2007年[g5]对当时的SAT问题研究现状进行了全面的阐述和 

总结，提出了 SAT问题面临的十大挑战性问题，这十大挑战 

性问题的提出对于 SAT基准问题的理论研究和算法改进都 

起到了强有力的推动作用。现有的SAT求解算法虽然已取 

得巨大成功，但仍有一些问题没有得到高效解决，已经解决的 

问题可能还存在更好的求解算法，一些高效的求解器忽视了 

算法的正确性和完备性，因此研究并实现高效率的求解算法 

仍是当前要解决的中心问题之一。未来的研究方向包括但不 

限于以下方面： 



 

(1)问题应用和编码方面。加强实例和工业应用研究 ，将 

生产实际中更多NP难题转化为SAT问题进行求解，研究问 

题规约和表示，并研究特定领域的问题求解算法。为不同问 

题类型设计不同的算法是求解 SAT问题的有效途径。 

(2)预处理方面。进一步研究应用预处理技术降低SAT 

的问题规模和求解空间，并将有效的预处理技术融入其他求 

解算法。 

(3)完备算法方面。深入研究完备算法 的 BCP过程、变 

量决策策略、冲突分析、子句学习机制和重启等关键技术点， 

提出优化搜索和启发式策略。 

(4)不完备算法方面。深入理解不完备算法内部工作原 

理，探索新的求解算法或启发式策略，改善不完备算法在难解 

区域不易收敛的问题，设计有效的不完备算法来证明公式的 

不可满足性。 

(5)混合求解方面。结合完备算法能够进行完备求解和 

局部搜索算法能够以较快速度进行求解的优点，研究不同问 

题上的混合求解策略，例如构建一个基于局域搜索的高效完 

全型求解器仍然任重道远。 

(6)并行求解方面。针对大规模难组合类问题，研究实现 

各类并行 SAT求解器，使得 SAT求解器在多核结构上达到 

更佳的效率和适应性 。 

(7)当前难解问题方面。针对 目前多数求解器无能为力 

的难满足实例、大规模问题实例等，加强问题内部逻辑结构的 

研究，将一些应用的特定知识作为启发式信息，提高解决实际 

问题的效率 。 

(8)求解器实现方面。研究求解算法的设计与实现，降低 

求解时间和空间代价。 

(9)理论研究方面。研究各类典型 SAT求解算法的证明 

系统、证明复杂性及算法分析等。 

(10)算法应用方面。研究基于 SAT算法求解 Max- 

SAT、Mini—SAT、All-SAT、QBF、增量 sAT及其他组合优化 

问题。 

结束语 研究SAT问题在计算机科学、人工智能等领域 

具有重要的理论和应用意义，自20世纪 9O年代以来得到了 

充分的关注。本文重点考察 SAT求解算法的特点和研究现 

状，将求解算法划分为完备算法、不完备算法和组合算法 3 

类，并分析了各类算法的求解思路，同时总结了sAT求解算 

法研究历程的主要工作，概括介绍了著名的求解器，对比分析 

了各类求解算法的特点和性能，最后讨论了SAT求解算法面 

临的挑战，展望了未来的研究方向。 
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