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局部敏感非负矩阵分解 

姜 伟 。 杨炳儒 隋海峰 

(北京科技大学信息工程学院 北京 100083) (辽宁师范大学数学学院 大连 116029)。 

摘 要 非负矩阵分解是一种新的基于部分学习的矩阵分解方法，反映了人类思维中局部构成整体的概念。算法只 

将非负矩阵近似地分解成两个非负矩阵的积，忽略 了数据几何结构和判别信息。提出了一个局部敏感非负矩阵分解 

降维算法来克服这一缺点。该算法既保持了数据非负性，又保持了数据的几何结构和判别信息。构造了一个有效的 

乘积更新算法并且在理论上证明了算法的收敛性。ORL和 Yale人脸数据库实验表明该算法性能超过许多已存在的 

方法。 
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Abstract Non-negative matrix factorization(NMF)is a new matrix decomposition method based on the part of the 

study，which has a reflection of human thinking partial constitute the overall concept．It only find two nonnegative ma— 

trices whose product can approximate the nonnegative data matrix without considering the geometric structure and the 

discriminative information in the data．We presented a local sensitive nonnegative matrix factorization for dimensionality 

to overcome the disadvantage，which preserves not only the nonnegativity but also the geometric structure and discrimi— 

native information of the data．An efficient muhiplicative updating procedure was produced，and its convergence was 

gua-ranteed theoretically．Experiments on ORL and Yale face recognition databases demonstrate that proposed method 

outperforms many existing dimensionality reduction methods． 

Keywords Nonnegative matrix factorization，Local sensitive analysis，Discriminative information，Geometric structure 

在数据挖掘、机器学习、模式识别、计算机视觉和图像处 

理的研究过程中，经常要用到子空间学习算法对高维数据进 

行分解，子空间学习算法的思想是把高维空间中松散分布的 

数据通过变换压缩到低维子空间中，使样本在低维子空间中 

的分布更紧凑 ，以便于分类。已有的矩阵分解方法有 PCA 

(主成分分析)、ICA(独立成分分析)、SVD(奇异值分解)、VQ 

(矢量量化)、FA(因子分析)等，这些方法通常是在一定的限 

制下对数据进行线性变换或分解，不同的方法施加在其上的 

限制是不同的，这些方法在矩阵进行分解的时候允许分解的 

对象和结果为负。与上面所提出的算法不同，非负矩阵分解 

(Nonnegative Matrix Factorization，NMF)是一种新的变换方 

法，能使分解的对象和分解的结果均为非负值。1999年科学 

杂志((Nature))刊登了两位科学家 D．D．Lee和 H．S．Seungl】] 

对数学中非负矩阵的研究成果，对分解的因子矩阵施加不同 

的约束 ，可以得到不同的变形 ，Li等人l2j在约束原始基向量 

的数 目尽可能少并要求不同的基向量尽可能地接近正交化的 

基础上提出了将局部非负矩阵分解(LNMF)。根据稀疏编码 

原则，Hoyerc司提出了一种非负稀疏编码(NNSC)，其使分解 

后的系数具有较好 的稀疏特性。针对 NNSC并不能从复杂 

情况下学习基于部分的表示，LiuE 等提出了将 NMF与稀疏 

编码相结合而形成的 SNMF。Wang等l_5 提出判别非负矩阵 

分解，在非负约束的基础上增加了最大化类间散度和最小化 

类内约束限制。David Guillam等人l6 提 出了加权 NMF， 

Ding等人E 将非负矩阵分解成 3个矩阵的乘积。 

许多现实世界中的数据都是嵌入在高维欧氏空间中的非 

线性低维流形上[8 的。然而 NMF算法没有考虑数据的内蕴 

几何结构，它是假设数据在全局欧氏空间而非流形上，这就大 

大地限制了当数据位于非线性流形 NME算法时的使用。与 

传统的线性降维算法相比，流形学习算法能够揭示数据内在 

的几何结构，寻找高维数据在低维空间中的紧致嵌入。Cai 

等E 9】提出了图正则化 NMF(GNMF)算法 ，这个算法假定样本 

分布在低维流形上，通过构建所有样本的近邻图来估计数据 
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空间的几何结构，然后将其作为正则化项添加到 NMF的目 

标函数，GNMF算法没有考虑对分类问题非常重要的类别信 

息，只使用未标记样本，浪费了标记样本 中所提供的有用信 

息，在本文中提出了局部敏感非负矩阵分解方法，新算法既考 

虑了带标签数据又考虑了不带标签数据。 

1 标准非负矩阵分解算法 

假设一个非负数据矩阵 x一[z 一， ]∈R ，X的每 

一 列都是一个数据点，NMF的目的是找到两个非负矩阵 U一 

[“ ]∈R 和 V一[ ]ER ，其中 <<m，也就是最小化 

下面的目标函数： 

-，~MF—l lX—U l}} 5．t．U≥O， ≥O (1) 

f l- f，是 Frobenius范数，目标函数 -厂岍 是非凸函数， 

所以不能找到其全局最优解，相应的乘积迭代规则为： 

一  ：， (2) 一 

一  

， 
(3) 一 

2 局部敏感非负矩阵分解 

尽管非负矩阵分解能够得到有关物体基于部分的信息， 

然而非负性约束并没有明确考虑数据的几何结构及其判别信 

息。为此首先引入经典的流形学习算法 LPPr o 和 LSD[“ 算 

法 。 

2．1 LPP算法 

设w 为相似度矩阵，LPP定义的目标函数如下： 

min∑(y 一，})zW 

Wo一』 ，i ∈M ’。 XC)∈M‘ t’ 
10， otherwise 

M (z )={ ，z ，⋯， }表示 五 的正个最近邻。 

假设 a为投影向量，则有 一aTX，经过简单变换之后， 

目标函数变为： 

rain n XLXTa S．t．a XDX 一 1 (4) 

利用拉格朗 日乘数法求解下面的特征值问题： 

xl，) a== xD) a (5) 

最小化目标函数的解就是上述广义特征值问题最小的特 

征值对应的特征向量。 

2．2 LSD算法 

LPP算法是一种非监督流形学习算法，用于分类问题时 

效果不一定好，当两类样本靠得很近，由于 LPP只考虑局部 

保持的特性而没有考虑类别信息，将会导致两类样本混淆在 
一 起。局部敏感判别分析使用类内邻域关系图 和类间邻 

域关系图 对数据流形的几何结构和判别结构建模。设 l 

(z )是32 的类标签，对于每一数据点 z ，集合 N(3c )分成两 

个互不相交的子集分别为 (五)和 N (z )，N (zi)表示 z 

的最 个具有相同类别的最近邻点的集合， (五)表示 z 的 

个具有不相同类别的最近邻点的集合。定义： 

N ( )一{ I z( )一z( )，1≤ ≤ } 

M ( )一{ i z( )≠z(丑)，1<-<4≤忌2} 

式中，M (z )n ( )一中，并且 N6(五)U ( )一N(x )。 

G 与G 的权矩阵分别为 和 w 。定义其中的元素分别 

为： 
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⋯  

一 』 ，if z∈ (弓)∞ ∈ Xi (6) 
， 

一

1o． 。 。刑i ’ 

』 ，if五∈ ( 弓∈ ㈤Jci (7) 
， 

一

10． 。 e is ’ 
定义映射 一( ， z，⋯，y ) 使G 中的点映射后尽可 

能地聚集在一起，而 映射后的点尽可能地远离，为此，优化 

下面的目标函数： 

rain∑( ～ ) (8) 

max∑( ～ )。 ． (9) 

设 a是一个投影向量，目标函数式(8)、式(9)经过简单的 

数学推导得到： 

—

l_∑(M一 )。 ， —n XD X a一Ⅱ XW~,Xra 

—n XL XTa (10) 

÷∑( —M) ． —n XD6X ma XWbX n (11) 

对于式(11)，给出如下的约束条件： 

D6 一1 a XD6X ’a一1 (12) 

这样 ，目标 函数式(9)变为如下形式 ： 

maxl--a XW XTa (13) 

等价于： 

raina XW6XTa (14) 

目标函数(8)能被重写为如下形式： 

mina XL X丁口 (15) 

最优化问题可以写成如下形式： 

arg mina X(aL~+(1--a) )X (16) 

为了使得与非负矩阵表示法的一致，这里取 一n X，式 

(16)可以表示为： 

arg minv ’(口 +(1--a)W6) (17) 

2．3 局部敏感非负矩阵分解 

算法既考虑矩阵分解结果为非负，又考虑当数据取样于 

嵌入在高维空间低维流形数据的几何结构和判别结构时，得 

到如下的目标函数： 

L~rw一}IX一 l f。+ 丁r[ (口 +(1--a) ) 

S．t．U≥O，V"~j0 (18) 

经过简单的推导 ，我们用矩阵的迹表示为： 

L 一 丁r((X—L九／T)(X一 )T)+ Tr( (口 + 

(1--a)W b)V) 

一 Tr(XX )一2丁r(X L，r)+ Tr( )+ATr 

(Vr(口I +(1一a)W ) ) 

5．￡．U≥O， ≥O (19) 

令 

L一Ⅱ +(卜 口) 一 ( 一 )+ (1--a) 

一 (口D + V )一口(W +W ) 

一c ( 0+ 一。 Ww
。

+ )( 1／ ＼ 一口( 十Ŵ)／＼1 
一 Ll—L2 

在这里 

(以 0 0：／1( ) ＼ ＼1／ 

Lz=(1 ( 0+ )( ) (o (w + )八1 J 



则式(19)为： 

L 一n ( )一2Tr(XⅥ 户)+Tr( )+ n  

( LV) 

S．t．【 O， ≥O (2O) 

利用 Lagrange定理有： 

J 一丁r(XX )一2，fr(XVUr)+ Tr(【 )+ n  

( 、L )+ Tr(xI,UT)+ 1、r(q,Vr) 

J删 分别对 U和 V求偏微分得 ： 

aJ唧  
aU 

OL
,VEW  

aV 

2X +2U + (21) 

2X U+2VU U十22LV+中 (22) 

使用 KKT条件 U 一0和 如 一0，得到如下关于 

和 的等式 ： 

“ (23) 

g)bt+1)一碍 ( XT U+AL
L

z

l

V )ij (24) 

2．4 算法收敛性分析 

在这一部分，我们研究算法的收敛性，首先引入辅助函数 

的定义。 

定义 1 设 G(v， )为 F(口)辅助函数，满足： 

G(v， )≥F( )，G(v， )一F( ) (25) 

引理 1 如果 “州 一argmin G(7J，7J )，则 F是一个非增 

函数。 

证 明： 

F( 件 ’)≤G( 件”，7j( )≤G( ‘ ， ‘ )一F( ‘ ) 

因为只有当 为 G(v， )的局部极小点时，F( ’)= 

F(v“ )。如果目标函数 F的导数存在且在 “ 的一个极小临 

域内连续，则这也意味着微分 F( 。)一0。因此若每次取 

件”一argminG(v， “ )进行迭代 ，最终会收敛到一个局部极 

小点 一argmir】̂F( )： 

F( )≤ ⋯≤ F( ‘汁 ’)≤ F( ‘ )≤ ⋯ ≤ F( )≤ F 

( ‘。 ) 

对于 中任何元素 ，我们用 F 表示 L 中仅与 

有关的部分，很容易得到： 

一 ( ) 一( ) 
F 一2(Lr丁U) +2AL (27) 

引理 2 

G(v， )一 ( )+ ( )(v-- )+ 

( 一 ) (28) ‘̈ ⋯  ⋯  

是 的辅助函数。 

由于G(v， )一 ( )是显而易见的，我们只须证明G(v， 

)≥ ( )，为了证明这个问题，我们比较 ( )的泰勒展 

式： 

( )一 ( ’)+ ( )(v-屹 )+[(UTu) 十 

,IL -l(v-- ) (29) 

与式(29)比较后得到 G(v， )≥ ( )等价于： 

≥ (UT【，) T⋯Agaa (3o) ——————— ————一 ； U—U，曲 0u／ 
二 

我们有： 

(vuru) 一喜 (uTu) ≥艺 (UTu)∞ (31) 
并且 

(2L ) 一 喜(L1) ’≥(L】) ≥(L 一L2) 一 

引理 3 通 过最 小 化 辅 助 函 数 G( ， )可 以得 到 式 

(24)， 是第 t次循环的解。 

证明：为了得到最优解，辅助函数 G(v， ’)对 进行微 

分有 ： 

一 ( )+ ( 一 )一。 

(32) 

因此我们能够得到 V的更新规则为 ： 

(一2X U+2Ⅵ  U+2 L + 

—

2(
—

V
—

U
—

TU
—

+
丽 —

AL
—

tV
一

)~ ． 
一  )一0 ( 、 曲 

X U+ VL 【，十 L 

X U+VL U+ L 

击 

—  U U— VL1—0 

一  u+ Lv+ — VL 一0 

～  【，一 L。 + v=O ～x 【，一 L2 + ! = 一 

v
—

u
—

r

—

u + A
—

L]V
u—xru+aL2V 

( )X1 U+ L2 

“ Ⅵ U+ L 

所以更新规则为： 

(r+1) ∽ X U+AL， 
一  

v—IfrU+—AL~V 

同理可得 以¨’的更新规则为： 

(f+】1 ff) (XV) 
一  

3 实验 

为了验证所提 出的局部敏感非负矩阵分解算法的有效 

性，实验比较了该算法与几种经典的子空间学习算法，比较的 

指标是降维后低维投影在分类问题上的效果好坏。这些对比 

的算法包括基线方法(Baseline)(直接在原始输入空间上使用 

最近邻法)、主成分分析(PCA)、线性判别分析(U)A)、保局投 

影算法(LPP)、边际费舍尔分析(MFA)、标准非负矩阵分解 

NMF、局部非负矩阵分解(LNMF)。实验采用了两个 比较著 

名的人脸数据库，分别是 ORL人脸库和 Yale人脸库。在实 

验中，所有人脸图像都经过了标准化处理，即首先标定出人脸 

图像中两眼的位置并在该位置将图像对齐，然后剪切出图像 

中的面部区域并将其缩放成统一的 32×32大小。图像最终 

按列堆叠成 1024维的向量。在实验中，我们首先利用这些算 

法将数据降低至低维空问，然后用简单的最近邻分类器在低 

维特征空间对其进行分类。表 1给出了不同算法在 ORL数 

据库上的识别率；表 2给出了不同算法在Yale数据库上的识 

别率 。 
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表 1 不同算法在 ORI 数据库上的识别率 

表 2 不同算法在 Yale数据库上的识别率 

数据集 

0RI 人脸库包括 40个人的 400幅 112×92大小的人脸 

灰度图像 ，其中有些图像是拍摄于不同时期的，人的脸部表情 

和脸部细节有着不同程度的变化：比如，笑或不笑，眼睛或睁 

或闭，戴或不戴眼镜。人脸姿态也有相当程度的变化，深度旋 

转和平面旋转可达 2O。，人脸的尺度也有多达 10 的变化。 

Yale人脸库中包括了 15个人的 165幅灰度人脸图像 ，每个人 

由 11幅 92×112的照片构成，这些图片涵盖了光照(包括左、 

中、右 3个方向)、面部表情(包括正常、高兴、难过、困乏、惊讶 

以及眨It1~)和遮挡(戴／不戴眼镜)等多种因素的变化。为了节 

省时间和内存，图像被预处理成为 32×32维的形式，对图像 

的灰度不做任何处理。图1显示了ORI ，Yale人脸数据库中 

的部分人脸样本。 

图1 顶行是 ORL数据集，底行是 Yale数据集 

为了避免小样本问题，我们首先采用 PCA算法对数据进 

行降维。对于 LPP算法，所保留的PCA主分量个数为 一1； 

而对于 LDA和 MFA算法，所保留的 PCA主分量的个数为 

，z—M ，这里 n是训练数的个数，Nr是类数。对于非负矩阵 

NMF和 LNMF，参数 为1．1×m／(n+m)，我们所提算法的近 

邻参数 志1—2，k2=2。 

结束语 实验表明，与传统的线性降维方法相比，基于局 

部敏感判别非负矩阵分解的学习方法通常能够得到更好的识 

别效果。PCA，LDA，NMF，LNMF降维仅仅考虑了线性的欧 

氏结构而没有考虑全局的非线性属性。LPP，MFA，SDA算 

法采用保持数据的局部几何结构，能够在一定程度上刻画数 

据的非线性结构，因而在实验中能够得到较优的识别性能。 

本文所提出的SDNMF算法在实验中表现最好，这主要是因 

为 SDNMF同时考虑了数据的局部几何结构、判别信息以及 

分解结果的非负性，从而得到了最优的识别性能。 
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