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摘 要 Vague集理论在各个领域中的广泛应用引起越来越多学者的注意，而模糊熵、相似度量和距离测度是其中的 

3个关键技术。目前 已提 出多种关于Vague集的模糊熵、相似度量和距离测度的计算方法，但这些研究都没有讨论这 

3个基本概念之间的联 系。基于Vague集的模糊熵、相似度量和距离测度的公理化定义，给出了三者之间的相互诱导 

关系，建立了模糊熵、相似度量和距离测度之间的联系。 
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Abstract Vague sets theory has gained great attention from more and more researchers for its applications in various 

fields，fuzzy entropy，similarity measure and distance measure are the most important technologies in Vague sets．Nowa— 

days，several fc)rmula about fuzzy entropy，similarity measure and distance measure of Vague sets have been proposed， 

but all of these researches did not discuss the relations between these measures．This paper based on the axiom defini— 

tions of fuzzy entropy，similarity measure and distance measure of Vague sets，gave mutual induced relations between 

these measures．Complete relations between fuzzy entropy，similarity measure and distance measure were established． 
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1 引言 

Cantor创立的集合论是无法处理具有模糊性的不确定 

性信息和数据的，于是，Zadeh在 1965年提出了Fuzzy集理论 

来处理这类问题l_】]。随后几十年，Fuzzy集理论不断地发展 

和完善，并在许多领域里得到了成功应用 j。但 Fuzzy集理 

论的隶属函数值是一个单一的值，它不能同时表达支持和反 

对的证据，为此，Gau和 Buehrer又于 1993年提出 Vague集 

理论_3]，Vague集等 同于 A tanassov K．提 出的直觉模糊 

集[ ]，它是 Zadeh的 Fuzzy集理论的一种推广形式_7_。在一 

个 Vague集 中，用一个真隶属函数 (-z)和一个假隶属函 

数 ( )来描述其隶属度的界，这使得 Vague集理论在处理 

不确定性信息时比传统的 Fuzzy集有更强的表示能力，且更 

具灵活性。 

模糊熵、相似度量和距离测度是 Vague集理论中 3个非 

常基本的概念。而就笔者所知，目前对于这三者的研究主要 

集中在从不同角度构造符合它们各 自公理化定义的各种公式 

方面l8_13_，以及相似度量和距离测度在模式识别、不确定性推 

理等领域中的应用方面[14 17]。可见这些研究都没能将 Vague 

集理论中这 3个基本概念联系起来，鉴于此，本文依据模糊 

熵、相似度量和距离测度的公理化定义以及以往对它们各 自 

的研究 ，给出了三者之间的相互诱导关系，从而建立了模糊 

熵、相似度量和距离测度之间的和谐联系。 

2 预备知识 

定义 1[33 令 x是一个点(对象)的空间，其中任意的一 

个元素用 z表示，X上的一个 Vague集 A用一个真隶属函数 

tn(z)和一个假隶属函数 fA(-z)表示 ，tA(z)是从支持 32的证 

据所导出的z的隶属度下界，fA(z)是从反对 32的证据所导 

出的-z的否定隶属度下界，tA(z)和 ^ (z)将区间[O，1]中的 

一 个实数与 x中的每一个点联系起来，即 ：x一[O，11； ： 

X一[O，1]，其中 (z)+ ( )≤l。 

称EtA(z)，1一_厂̂( )]为 z在 A 中的 Vague值，记为 A 

(z)，论域 X上 Vague集全体用 V(X)表示。当 X离散的时 

候，A一∑EtA( ，)，1一_厂̂(嚣)]／z ，z ∈x；当 X连续的时候 ， 
I= l 

A— f[“( )，1一厂A(z)3／x， ∈X。 
J ^ 

定义 2l】 ] 称 SA(z)一tA(z)一fA(z)为 对 Vague集 

A的核 ，它的数值表示支持和反对两方面力量的对比程度。 

定义 3[ ] 称 W／A(z)一1一ta( )一fA( )为z对 Vague 

集A的未知度，它的数值表示人们对事物认识的不确定度。 

定义 4l_1。] 一个 Vague集 A的补集A 定义为 
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tAc( )一fA( )，1一_厂Ar(z)一1一 ( ) 

定义 5[” 两个 Vague集 A和B，A B定义为对论域 

X上的任意一个元素z都有 tA(-z)≤tB(z)且 fA( )≥ ( )； 

A=B定义为对论域 X上的任意一个元素 z都有 tA(z)一 

如(z)且 厂̂( )一 (z)。 

定义 6[ 设 X是一个点(对象)的空间，A和B是论域 

X上的两个 Vague集 ，则 Vague值 A(z)一[tA(z)，1一^ 

(z)]和B(z)一EtB(-z)，1一-厂B(z)]的交集“n”和并集“U”可 

分别定义为 

A(z)nB(1z)一EtA(z)̂ tB(z)，(1一fA(z))̂ (1一 

(z))]一[ (z)A tB(z)，1一fA( )V^ 

( )] 

A(z)UB(z)一EtA( )VtB(z)，(1一fA( ))V(1一 

(Iz))]一[ (z)V tB( )，1一 (z)̂  

(z)] 

V表示取上确界 ，̂ 表示取下确界。 

定理 1[” 设 A和B是论域 X上的两个 Vague集，则 

可以得到关于 Vague集的如下性质： 

(1)AUB=BUA，AnB—BnA； 

(2)AU(BUC)一(AUB)Uc，An(BNC)一(ANB)nc 

(3)AUA=A，ANA=A； 

(4)AU J—I，An 一 ，其中 ／=El，13，声=[0，03； 

(5)(A ) 一A。 

定义 7c。 称函数 E：V(X)~FO，13为 Vague集 A的模 

糊熵，如果其满足如下条件： 

(1)E(A)一。筒对VxEX，A—Eo，03或[1，1]； 

(2)E(A)一1∞对 V EX，tA(z)一．厂A(z)； 

(3)E(A)一E(A )； 

(4)若对VxEX，当 tB(z)≤-厂B(z)时，有 A B，或当 t 

( )≥，B(z)时，有 A2B，那么有 E(A)≤E(B)。 

定义 8c”] 设 X是点(对象)空间，A，BEV(X)，对任意 

z，yEX，如果 Vague值A(z)和B( )间的函数M(A(z)，B 

(j，))满足如下公理 ： 

(1)M(A(z)，B( ))E Eo，13； 

(2)M(A( )，B( ))一M(B( )，A( ))； 

(3)M(A( )，B( ))一O㈢A( )=Eo，03，B( ) 

A(z)=El，11，B( )=Eo，03； 

(3)M(A，B)一0㈢A(五)=Eo，0]，B(五)=[1，1]或A 

(五)一E1，11，B(z )一Eo，03； 

(4)M(A，B)一1㈢A(五)一B(五)； 

(5)对 C∈ (X)，若A B c，则：M(A，C)≤min{M(A， 

B)，M(B，C))，则称函数 M(A，B)为 (X)上 Vague集 A和 

B之间的相似度量。 

定义 10E13~ 设 X是点(对象)空间，A，B∈V(X)，对任意 

-z，yEX，如果 Vague值 A(z)和 B( )间的函数 (A(z)，B 

( ))满足如下公理： 

(1) (A( )，B( ))E Eo，1]； 

(2) (A(z)，B( ))一 (B( )，A(z))； 

(3) (A( )，B( ))=OeVA(x)一B(．)，)； 

(4) (A(z)，B( ))一1甘A( )一Eo，03，B( )一E1，13或 

A( )一E1，11，B( )一Eo，03； 

(5)对 zEX，C∈V(X)，若 A B C，则： (A(z)，C( ))≥ 

max{d(A(x)，B( ))， (B( )，C( ))}，则称函数 (A( )，B 

( ))为V(X)上 Vague值 A( )和 B( )之间的距离测度。 

由定义容易看出，当 (A(z)，B( ))越小时，Vague值 A 

(z)和 B( )越靠近 ，特别地 ，当 d(A( )，B( )) 1时，A( ) 

和 B( )离的最远，当 (A(z)，B( ))一0时，A( )和 B(．y)靠 

的最近。 

定义 11[” 设 X是点(对象)空间，A，B∈V(X)，如果 

Vague集A和B问的函数d(A，B)一÷∑d(A(x )，B(x )) 
l= 1 

满足如下公理： 

(1)d(A，B)E Eo，13； 

(2) (A，B)一 (B，A)； 

(3) (A，B)一O㈢A( )一B(z )； 

(4) (A，B)一l∞A(五)=EO，01，B(五)一[1，1]或A(五)一 

[1，13，B(x )一Eo，03； 

(5)对 C∈V(X)，若 A B C，则：d(A，C)≥max{d(A， 

B)，d(B，C))，则称函数 d(A，B)为 V(X)上 Vague集 A和B 

之间的距离测度。 

3 主要结果 

． ． ～  
3．1 由Vague集的相似度量导出模糊熵公式 

L ’ j或 定理 2 如果 M(A
，B)是 V(x)上的相似度量，定义 E 

(4)M(A(z)，B( ))一lWA(x)一B( )； 

(5)对 zEX，CEV(X)，若 A B C，则：M(A(-z)，C( ))≤ 

min{M(A(x)，B(3，))，M(B(')，)，C(z))}， 

则称函数 M(A(-z)，B(．y))为 V(X)上 Vague值 A(z)和 B(y) 

之间的相似度量。 

由定义容易看出，当M(A(z)，B( ))越大时，Vague值 A 

(z)和 B( )越接近，特别地，当M(A(z)，B( ))一0时，A( ) 

和 B( )最不接近，当M(A(z)，B(y))一1时，A( )和 B( )的 

值最接近。 

定义 9[”] 设 X是点(对象)空间，A，B∈V(X)，如果 

Vague集A和B间的函数M(A，B)一÷∑M(A(x )，B(x )) 
，‘ t— l 

满足如下公理： 

(1)M(A，B)E Eo，1]； 

(2)M(A，B)一M(B，A)； 
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(A)一M(AnA ，AUA )，VA∈ (X)，则 E是 V(X)上的一 

个模糊熵。此时称 E为由M 诱导的Vague集的模糊熵。 

证明：(1)E(A)一O~：vM(AnA ，AUAc)一O甘AnA 一 

[O，O]，AUA =El，1]舒 VxEX，A—Eo，o-1或A=E1，1]。 

(2)E(A)一l铮M(ANA ，AUA )一lv：~AnA 一AU 

㈢ VxEx，tA(z)V (z)一tA(-z)̂  (Iz) V E X，tA 

( )一fA(z)。 

(3)E(A )一M( n( ) ， U( ) )一M( nA， U 

A)=M(AAA~，AUA )一E(A)。 

(4)由A∈B，可知有VxEX，tA( )≤妇(z)，1一 (Lz)≤ 

1一^(z)，又 由于 tB(z)≤厂B(z)，故有 tA(z)≤tB( )≤ 

(z)≤ 厂̂(z)，从而 

A(-z)nA (z)一EtA(z)̂ ，A( )，1一，A(z)VtA(z)] 

一 Ea(z)，l～-厂A(z)] 

A( )UA (z)一[ (z)V-厂A( )，1一^(z)AtA(z)] 



 

= [，̂ (z)，1一 (z)] 

B( )n (z)一[ (z)A (z)，1一^ ( )VtB( )] 
一  ( )，1一 (z)] 

B(z)U (z)=[妇( )V (z)，1一 ( )AtB(z)] 

一 [ (z)，1一妇( )] 

又ltn(z)一fA(z)l≥ItB(z)一 (z)J。 

上式表示An 和AUAc的相似程度不大于Bn Bf和 

BUB 的相似程度。即有 M(AnAc，AUAc)≤M(BnB ， 

BUB )，故 E(A)≤E(B)。 

同理可证当 t。(_z)≥，B(z)，A2B时的情况。 

因此 E是 V(X)上的一个模糊熵。 

例1 我们取文献Elo3中的相似度量公式 

M(A，B)：1一- ∑{J (五)一 (xi)f+f tA(z )一tB 4 
i= l 

( )I+l，A(zi)一，B(z )}} 

于是得到的模糊熵公式为 

E(A)一M(An ，AUA ) 

一1-- 蚤{J SA(五)一SAC(五)f+I tA(≈)～tAc 
(z )I+l̂ (z )一 (z ){} 

：1一 二ItA( )一fA(五)J7"／ 
一 1 

同样地，我们可以得到以下几个定理 ： 

定理 3 如果M 是 (X)上的相似度量，定义 E(A)一M 

(A，Ac)，VAE (X)，则 E是 V(X)上的一个模糊熵。 

定理 4 如果 M 是 (X)上的相似度量 ，定义 E(A)一 

1- ，VAEV(X)，则E是 (x)上的一个 
模糊熵。 

定理 3和定理 4的证明与定理 2类似，这里不再详述 。 

3．2 由Vague集的模糊熵导出相似度量公式 

定理 5 如果 E是 (X)上的模糊熵，VA，B6V(X)，定 

义M(A，B)一1一E( 旦)+E(垒 旦)
，则 M(A，B)是 (x) 

上的一个相似度量。此时称 M 为由E诱导的 Vague集的相 

似度量。 

证明：(1)由于 E( )，E(A． )∈[o
，1]，故有 E 

( )一E( )∈[．_1，13。 

又 E( )一E( ) 

一  

， ])一 E([ ， 

! 二厶2△! 二 
2 

-E([ ，卜(专+ )])一E(E ，1--(1+ 
厶 ] 

Z ⋯  

由于 v ∈ x，有 ≤ ≤ 1 + 

厶 ≤ 1+ 立 
，
E([丛 垒，1～(百1+

2 2 ’ 2 、L 2 ’ 、2 

)])≥叫 ，l一(专+ )])，因此E 

(丛 旦)一E( 9 )∈[O，1]，从而M(A，B)：1一E( 虽)+ 

E( )∈[o'1]。 

(2)显然成立。 

(3)M(A，胪  

)一1，E( )一。 

甘  一专+ ，[ ， 
一  盟  ]一[o

，0] 

舒 (xi)VtB(xi)一1+，A( f)A，日(矗)，tA( )AtB(xi)一0， 

-厂A(z )V，B(xi)一1 

舒 (xi)VtB(z。)：1，fn(z )A-厂B(z )一O，tA(xi)At8(xi)一 

0，-厂A(置)V ( )=1 

错A(蕊)=[O，O]，B(x )一[1，1]或A(x )一[1，13，B(x )一 

[o，O] 

(4)M(A，B)：1筒E(△ 旦)一E( 9 ) 

舒E([ ， 玉  ]) 

一 E([ ， ]) 

E([ V tB
， 

1
一 厶令丘])一E([ ， 2一厶 丘]) 

甘 (xi)VtB(x1)一tA(x1)A (xi)，fA(五)AfB(z )一 

(z )V (嚣) 

甘 (xi)=妇(五)，fA(xi)= (xi) 

evA(xi)=B(xi) 

(5)对 C∈V(X)，若 A B C，则：V．72∈X，ta(z)≤tB 

(z)≤ ( )，，A )≥ )≥厂c )， 

M(A，C)=I--E(-~ )+E( —E([ ，1一(专 

+ )])+E([ ，1一(专+ )]) 
M(A，B)=1一E(下AUB)+E( )=1

一 E(E 鱼，1～ 

(专+ )])+ ， 一(专+ )]) 

M(B 1 TBUG)+E( )：1 [ '卜({ 

+ )])+ ，1一(丢+ )]) 
所以有 

M(A，c)一M(A，B)一一E( TtA V tc
，1一(专+ 

)])+E([ ，1一(÷+ )])--EtrtA,L h tB， 

1一(专+ )])+E([ ’卜‘ 1+ )] 
由于 ≤ ≤ 1+ ≤ 

2+丛 2 ， ≤ 丛  
2 ≤ 2+ ’ ’ 2 ’ 

厶 =兰2 ! <／上 厶!兰2 丘!型 ． 
2 2 2 

故有 

E([ (吉+ )])一 TtA VtB，1一(丢十 
· ≯ ． 



 

)])≥o 

E([ ，l一 1+厶 )])一E([TtA Atc
，1一(吉+ 

)]) 

即 M(A，C)一M(A，B)≤O 

同理可证 M(A，C)--M(B，C)≤O 

M(A，B)=l--E(-4~B-)+E( ) 

故有 M(A，C)~min{M(A，B)，M(B，C)) 

因此M 是 (X)上的一个相似度量。 

例 2 我1i"1BI用文献E9]中的模糊熵公式，即记 

∑批 (xi)+ 一∑l( ( )) 一(，A( )) 
E(A)： L——————— L——————————一  

∑mA(五)+ +∑l( (五))。一(厂A(五))。 

由此得到相似度量公式为： 

Z
：

-

J 2 2 

§1--tA( )VtB(z )一 r̂(五)A厂B(xi)． I (tA(z )VtB( ))。～( 厂̂( )A．厂B(z ))。 

2 昌 2 

1～tA(xi)AtB( )～_厂̂( )V_厂B(xi)．_l (tA(z )AtB( )) 一(_厂A(z )V^ ( )) 

定理6 如果 E是 (X)上的模糊熵 ，VA，BE (X)，定 

T1，AnB、 

义 ’B)一 ，并规定：当 E( 时，E 

2 ／ 

(垒 )：1
。 则 M(A，B)是 (x)上的一个相似度量。 

此定理的证明与定理5类似，这里不再详述。 

3．3 Vague集的相似度量与距离测度之间的关系 

由Vague(值)集问的距离测度和相似度量的定义，我们 

很容易看出，它们都是度量 Vague(值)集问相似(靠近)程度 

的一种测度 。只不过对相似度量来说，相似度量的数值越大， 

则两个 Vague(值)集越相似，而对于距离测度而言，情况则恰 

恰相反，即距离测度的数值越小 ，所度量的两个 Vague(值)集 

才越相似。因而 ，容易得到 Vague集的相似度量与距离测度 

之间的相互诱导关系，可叙述为下面的定理。 

定理 7 对 VA，B∈V(X)，用 M(A，B)表示 (X)上 A 

和B的一个相似度量 ，d(A，B)表示V(X)上A和B的一个距 

离测度 ，此时 M(A，B)和 (A，B)的相互诱导关系可由下式 

给出：M(A，B)+ (A，B)：1。 

此定理的证明可由 Vague集间的距离测度和相似度量 

的定义直接得到，这里不再详述。 

3．4 Vague集的模糊熵与距离测度之间的相互诱导 

我们已经给出了模糊熵和相似度量、相似度量和距离测 

度之问的相互诱导关系，因而很容易得到下面的一些定理： 

定理 8 如果 d是 V(X)上的距离测度，定义E(A)：1一 

d(A，Ac)，VAE (X)，则 E是 (X)上的一个模糊熵。此时 

称 E为由d诱导的 Vague集的模糊熵。 

定理9 如果 d是 (X)上的距离测度，定义 E(A)一1一 

d(AnA~，AUAc)，VA∈ (X)，则 E是 (X)上的一个模糊 

熵。 

定理 1O 如果 d是 V(X)上的距离测度，定义 E(A)= 

1

1+

--

d

d

(

(

A

A

，

,

A(

A~ )
，VAEV(X)，则 E是 V(x)上的一个模糊熵。 

定理 11 如果 d是 (X)上的距离测度，定义 E(A)一 

1-- d(A A A~,丽AUW)
， VAEV(X)。则 E~V(X)~N--"b 

模糊熵。 
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+ 

以上 4个定理的证明与定理 2类似，这里不再详述。上 

面给出的是由距离测度诱导得到模糊熵的公式，下面给出两 

个 由模糊熵诱导得到距离测度的公式，这两个定理的证明过 

程与定理 5类似 ，这里不再详述。 

定理 12 如果 E是 V(X)上的模糊熵，VA，B∈ (X)， 

定义d(A，B)一E(垒 )一E(A一 )
，则 d(A，B)是 V(X)Jz 

的一个距离测度。此时称 d为由E诱导的 Vague集的距离 

定理 13 如果 E是 、厂(X)上的模糊熵 ，VA，BEV(X)， 

⋯  胪  一 揪  E 舭  定义 一 ’并规定当  。时 

(A． )一1
。 则 d(A，B)是 V(X)_hN一个距离测度。 

结束语 本文通过 Vague集理论中的一些定义和性质， 

对 Vague集的模糊熵、相似度量和距离测度之间的关系进行 

了研究，给出了三者之间的几个相互诱导公式，从而说明了 

Vague集的模糊熵 、相似度量和距离测度之间和谐的相互关 

系。这些研究对于讨论 Vague集问各种度量方法以及 Vague 

集理论的应用具有重要的意义。 

参 考 文 献 



fd)FFAIC准 则 

图4 图 3的不同模型选择准则及其趋势图 

图 5 图 3的高斯混合密度函数(K一21) 

结束语 本文提出了一种基于特征函数的医学图像高斯 

混合模型选择准则 ，克服了目前广泛采用的基于似然函数的 

高斯混合模型选择存在的过拟合问题。基于特征函数混合模 

型选择准则将会对统计学、机器学习和模式识别等领域有着 
一 定的理论和应用价值。我们下一步工作将研究基于该准则 

的医学图像高斯混合模型聚类和分割等方面的应用。 
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