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摘 要 用隐式多项式曲线来描述数据点集合轮廓具有天然的优势，尤其是在数据点集合轮廓的拟合过程中体现得 

更为明显。概括 了基于隐式多项式曲线的信息建模研究现状，侧重于 目前国内外各种隐式多项式曲线拟合算法的分 

析以及优劣比较。以多个图像物体数据点集合轮廓为例，使用各种拟合算法对其进行拟合，并给出了拟合的效果，分 

析了算法的优劣和改进措施以及以后的研究方向。 
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Abstract It has many advantages for implicit polynomial curves to describe data set boundary．more obviously in fitting 

data point．This paper surveyed the current studies on information modeling based on implicit po lynomial curves，fo— 

cused on the comparison of the various implicit polynomials curves fitting algorithm，then，taking an example of image 

objects boundary，analyzed the effect of curves fitting algorithm，advantages and disadvantages of them，method impro— 

ving and study trends． 

Keywords Implicit polynomial，Curve fitting，Curve，Surface 

1 引言 

图像中物体的有效表达、时间序列数据 以及商业数据的 

处理，包括压缩、相似度计算都需要使用一个具体数学模型表 

达出来。图像物体边界数据就是一种典型的具有明确含义的 

数据点集合，对于这类数据，国内外文献提出了许多基于形状 

的描述方法，如多边形法、傅氏描述子法、累积角法等，其中用 

二次曲线和超二次曲线拟合物体边界形状进行物体描述已获 

得广泛应用[1。]。近年来，高次隐式多项式曲线用来作为物 

体的几何模型越来越受到重视[3 ]。使用高次隐式多项式曲 

线或者曲面为商业和其它领域的数据可视化建模还没有广泛 

的研究。使用隐式多项式曲线描述数据，为业务信息建模具 

有的优点是其它建模方法无法 比拟的，这主要是由于隐式多 

项式曲线精确的表达能力，描述的参数完全取决于隐式多项 

式曲线的次数和系数，有明确的解析式，便于操纵和使用，更 

重要的是它具有天然的数据噪声过滤能力和修补能力。本文 

概述国内外基于隐式多项式曲线进行信息建模 的大多数算 

法，分析其优劣点，比较其有效性。主要以图像数据为例，进 

行信息建模分析，并指出其未来研究方向。 

隐式多项式曲线是一个平面 曲线，在直角坐标 系(0一 

XY)中，曲线方程可表示为 

(z， )一
汁 ， 

aijx Y 一aoo+alox+a。ly+a2。z + 

allxy+aoz +⋯ +n +口 一1．1 + 

⋯ +no Y 一O (1) 

式(1)也可以写成向量的形式，这种写法在以后的曲线拟 

合中很有用，也就是将系数和变元项写成向量形式。 

记 AT一(口o0 口1o⋯n1 一1 no )，．XT一(1 ⋯．， 一 

，那么 

(z， )一A X (2) 

隐式多项式曲线和代数曲线一个很大的区别就是隐式多 

项式曲线的系数是实数域上的，而代数曲线讨论的是复数域 

上的，同时隐式多项式曲线强调曲线的有界性和封闭性，这是 

因为一般数据和物体都是封闭有界的，而且封闭有界便于控 

制和应用 ，一般的代数曲线由于无界和不封闭而难以应用。 

2 隐式多项式曲线的信息建模概述 

对数据点进行函数拟合以获得信息模型是许多应用领域 

的一个核心问题，信息的建模主要是对数据的拟合 ，一般数据 

的拟合问题是给定一组 个数据点 

S一{ ‘一( ，⋯，硝)∈R I 一1，⋯，，z) (3) 

寻找一个分析曲面，它能紧致地通过数据点集合 S。相应曲 

线的一般函数表达就是定义在 上的参数曲面或函数 F： 

—  的零集合，后者就是所有点 的轨迹 ，即是 FCz)一0。 

函数 F可以是径向基函数、超二次函数、薄盘样条函数或隐 
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式多项式函数。隐式多项式系数的数目，也就是其 自由度为 

m =
l (kq

- 1)(kq-2) 

式中，忌为隐式多项式的次数。下面如果没有特殊说明都是 

二维数据点集合，数据点个数为 个，使用 是次隐式多项式曲 

线拟合。 

我们在文献[7，8]中讨论 了隐式多项式曲线的基本性质 

和次数确定定理，为基于隐式多项式 曲线的数据建模提供了 

可靠的理论基础，主要包括隐式多项式曲线的连通性 、有界性 

以及次数的确定。对于平面数据点集合 S，寻找隐式多项式 

曲线 f(x， )一O，使它尽可能通过这些数据点的一个简单方 

法是对下面的目标函数最小化 

∑ l厂 (五，y ) (4) 
( ．， ．)∈ 

其实质是线性最小二乘曲线拟合。我们知道，线性最小二乘 

有很多改进算法，如加权最小二乘、带有约束条件的最小二乘 

等等，但是，这些最小二乘曲线拟合算法对曲线的拟合效果很 

差，原因是 (五，y )并不是点(z ， )到曲线 f(x， )一0的 

距离。 

线性最小二乘算法拟合对高次隐式多项式曲线效果特别 

差，其数值特别不稳定，即零点集合的微小改变都会造成拟合 

获得的隐式多项式曲线方程系数剧烈变化。这显然会在基于 

这种曲线的相关应用时带来很大困难。鉴于线性最小二乘不 

稳定的缺点，文献[9]提出通过对下面公式最小化以获取隐式 

多项式曲线的方程 

：!墨! ! f 、 
(。 ∈ ff vf(x ， ) ⋯ 

式中，lI Vf(x ，Y )ll 表示梯度范数的平方。 

基于式(5)的拟合方法并不能保证得到的隐式多项式曲 

线能较为紧致和精确地拟合数据点 ，必须寻找约束条件对上 

式进行最小化，这种约束最小化方法主要有两类，一类是基于 

启发式的最小化，一类是基于约束多项式子集的最小化。 

基于启发式的最小化如文献[1o一12]所述，它们都是强迫 

拟合的结果，有某种好的几何特征，如在平面上有界和绕数据 

点紧密等。在目标函数的最小化中，对不满足约束条件的隐 

式多项式曲线进行惩罚，以获得理想的隐式多项式 曲线。这 

种算法要经过很多次迭代，且目标优化函数容易陷入局部极 

小，获得的隐式多项式曲线稳定性难以保证。 

基于约束多项式子集的最小化如文献[13]所述，是将搜 

索限制在给定特征的多项式子集中，通过参数化这种多项式 

子集，使得在这个集合空间中得到的目标优化函数曲线满足 

给定的要求 ，如有界的、紧密的等条件，这既保证了拟合的精 

确又避免了使用惩罚函数。但是文献仅讨论了星形物体的约 

束多项式子集 ，这显然是不够的，因为大多数物体并非是星形 

的 。 

以上这些基于非线性目标函数的优化拟合算法都需要迭 

代求解，很可能陷人局部最小，使获得的隐式多项式曲线不能 

精确地描述数据特征，更为困难的是这种算法严重依赖初始 

值的选取，也就是怎样选取恰当的初始值是一个困难的问题。 

这种拟合算法与其它通过迭代寻优的算法一样都面临优化速 

度慢、收敛不确定等问题。 

鉴于非线性目标函数优化有十分明显的缺点而且很难克 

服，许多学者又转而寻求改进线性最小二乘算法，以期望快速 
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获得拟合结果。文献[14—16]提出了 3L算法，即通过将数据 

点看作零集合，将轮廓点向内和向外分别收缩和扩张，获得 3 

个点集合，中间的点集合是隐式多项式的零点集合 ，外部点集 

合的隐式多项式值为一个正常数，内部点集合是一个负常数。 

对它们使用线性最小二乘算法求解系数，可以发现正常数和 

负常数选取十分困难 ，如果选取得不恰当将使隐式多项式曲 

线发生严重震荡，这尤其对高次隐式多项式曲线更是如此。 

文献1：17，18]提出了针对 3L算法的改进措施，其基本思 

想是根据每一个零点的具体位置，计算其梯度值，使隐式多项 

式曲线的梯度函数在这些零点上等于这些梯度值，从而获取 

一 组线性方程组，它们和过零点的线性方程组联合使用线性 

最小二乘算法求解隐式多项式曲线的系数。很明显，这种算 

法需要计算离散点的差分替代偏导数值，因而特别受零点的 

影响，如果噪声很大 ，将弓l起拟合的隐式多项式曲线很不稳 

定。文献[19]对此又作了进一步的改进 ，即对隐式多项式的 

偏导函数进行规范化，这种算法由于引入统一的标准化手段， 

使得计算的偏导函数值得到均值化处理 ，相对而言算法较为 

稳定。 

线性最小二乘类算法和非线性目标函数优化类算法其实 

质上基于多元函数的极值求解 ，也就是将隐式多项式系数看 

作变量，构造目标函数，然后求解极值点，进而获得变量值。 

针对数据点集合轮廓的特征，文献EBo]给出了一种直接求解 

隐式多项式曲线方程的算法，借助 Fourier级数展开，也就是 

将数据点集合轮廓曲线展开 Fourier级数，以轮廓中心点为原 

点，采用极坐标表示数据点集合轮廓点，这种方法只能适用星 

状数据。对于其他特殊特征的数据点集合，还有许多具体的 

拟合算法提出。 

3 隐式多项式曲线信息建模算法 

拟合问题是基于隐式多项式曲线应用的基础和前提，对 

于给定的二维轮廓曲线，如何确定隐式多项式曲线的系数使 

之能够精确地描述数据点集合十分关键。本节综述目前提出 

的各种曲线拟合方法，并对各种算法进行编程实现和分析比 

较。由于图像数据最为直观，因此我们选用几个图形进行实 

验，分别是小熊、皮鞋、蝴蝶和汽车，数据点集合就是这些图形 

的边界轮廓数据。 

图 1 物体边界轮廓图形 

我们在文献[8]中提出了隐式多项式曲线次数确定算法， 

基于这种算法需要检测数据点轮廓的拐点。图 1为各个图形 

检测的导数值为 0的点，其数 目如下 ：小熊有 17个，皮鞋有 

16个，蝴蝶有 14个，汽车有 13个 ，以上检测都不够十分精 

确，但是足够使用。根据文献E8]的定理 2，汽车和蝴蝶使用4 

次以上的隐式多项式曲线才能拟合出来，而小熊、皮鞋需要使 



用 6次以上隐式多项式曲线才能较好地拟合。下面的实验 

中，统一选定 6次隐式多项式曲线进行数据点拟合。 

3．1 一般线性最小二乘拟合算法 

对于式(3)的数据点集合，进行数据点集合轮廓拟合，数 

据点都有两个坐标值，注意式(2)的表示方法，同时此处假设 

使用 k次隐式多项式曲线拟合，则将 个数据点坐标值代入 

该式就有 

( ，Y )一A X ， 一1，2，⋯ ， (6) 

一 般最小线性拟合算法就是使 

E一∑^ (z ，y )。 (7) 

最小，写成矩阵形式就是 

E一∑(A X )(A X )一EA X XTA—A (∑XixT)A 
= 】 l一 1 i= 1 

显然 

" 

∑Xixr=Ex Xz ⋯ ] 
一 1 

X 

X 

● 

： 

X 

记 M一[X1 X2 ⋯ ]，则有 

E—A MMTA (8) 

对上式最小化求得 A即可以获得隐式多项式曲线的系 

数。显然式(7)可以写成 

E—l l MJ l l； (9) 
 ̂

事实上，一般线性最小二乘是最小化∑( (五，y )一 

(五，y ))。，可是由于数据点隐式多项式值都是 0，因而只需要 

求 E一∑ (五，y )。最小。对于式(9)还要给定约束条件，就 

是 (zf，y )>0， 一1，2，3⋯， 。ĥ(五，Y )是式(6)的第 k次 

齐次项。 

下面对图 1中的物体使用一般线性最小二乘进行拟合。 

图 2是使用一般的线性最小二乘拟合的图形，选用的隐 

式多项式曲线次数是 6次。可以发现 6次隐式多项式曲线拟 

合的结果虽然封闭有界，但是有多个互相不连通的曲线，这显 

然不符合要求，因而一般不使用传统的最小二乘法拟合物体。 

图2 使用 6次隐式多项式曲线拟合的物体 

3．2 3L曲线拟合算法 
一 般最小二乘由于只使用数据点集合信息，而且 目标 函 

数不是实际点到隐式多项式曲线的距离，因而造成极不稳定 ， 

从而无法应用，对于如何改进一般线性最zb--乘算法，许多文 

献提出了一些约束措施 ，其中文献E21]提 出了一种 3L算法。 

下面介绍这种拟合算法，并给以理论和实例分析。 

3L算法思想并不复杂，就是在数据点集合内部和外部构 

造两个数据集合点，类似于对原始数据轮廓放大一些，然后再 

缩小一些，这样和原始数据点集合轮廓构造成3个数据点集 

合，每一个集合称之为 Level Set。3L算法就是这样来的。图 

3中间的轮廓曲线 ，即 C3曲线是原始曲线，c1和 C2都是其 

放大缩小以后获得 的数据点集合。显然，拟合 曲线 C3的隐 

式多项式曲线 f(x， )一0，在曲线内部 ，也就是所有 C2上的 

点满足 f(x， )一￡ dO，在曲线外部，也就是 C1上的点满足 

f(x， )一e >O，那么 3个集合点参与线性最小二乘就使得单 

独使用 C2数据点进行线性拟合增加了约束条件。这就是 3L 

的基本思想。 

图 3 3L算法的数据点集合 

上面的e 和 ￡ 是常数，其取值选取的标准分别是 C1和 

C2相对于 C3轮廓曲线放大和缩小的倍数。结合一般线性最 

小二乘的算法，应该将式(7)改写为 
2n 3n 

E一∑ ( ，y ) + ( (-z ，y )一e】) + 
． ．

( 
l l ￡ J l zn 十 l 

( ，，y )+ez) (10) 

显然，3个数据点集合 ，一共有 3 个数据点，其残差为 3 

个数据点集合上隐式多项式函数残差的和。式(10)可以写成 

类似式(9)的形式。 
 ̂  ̂

E—f l AI l；十}lM A一￡ l l；+I l A+￡z l l (11) 

 ̂  ̂

式中，￡ 和￡ 分别是由 ￡ 和 ez为元素的向量。 

可以将上式合并写作 

E—l l 'A一6l l； (12) 
 ̂  ̂

式中，M—EMo M+ M一]，6一Eo e1 ￡2]，Mo一[X1 x2 

⋯  ]，Ml十一[ + +2⋯X2 ]，M 一[X2 X2 ⋯ 

]。X 是式(6)中隐式多项式各项在 3L数据点的值。 

由多元函数求极值的算法可知，对式(12)关于系数 A求 

偏导数并令为 0，然后解线性方程组就可以求出系数 A的值。 

因而有 

A一(M M)一 M (13) 

如果 M ̂，f的逆不存在或者是奇异矩阵，则可以通过其 

最小值对应的特征向量或者其它方法求得。 

通过以上3L算法的分析，可以观察到其实质是根据 3L 

数据集合点寻找 z=f(x， )拟合函数 ，不难分析，在放大和缩 

小曲线获得数据时，取其对应的函数值为放大或者缩小的倍 

数，这种取值方法只能说明 —f(x， )在原始零点集合的各 

点处，其梯度大小是一样的，这显然是不符合实际的，因而算 

法有局限性。这就造成了一个明显的事实，就是这种算法缩 

小了拟合隐式多项式曲线的空间，使本来能够很好拟合零点 

数据集合的曲线由于梯度在各点不相等而被排除。 

图 4是使用 3L拟合算法获得的 6次隐式多项式曲线，所 

有的曲线拟合都是使用欧氏距离变换获得内外曲线集合，距 
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离零点集合的欧氏距离都是选取 0．033这个值，其中点划线 

是获得的内外曲线，粗实线是拟合获得的隐式多项式曲线。 

可以发现 3L曲线拟合算法仍然存在拟合不够稳定的现象， 

而且欧氏距离取值没有统一的标准，不恰当的取值会使 3L 

曲线拟合算法失效。 

图4 使用 6次隐式多项式曲线拟合的物体 

3．3 3L修改算法 

3L算法需要对零点数据集合进行缩小和放大，造成放大 

和缩小的数据点集合的隐式多项式函数值只能确定为常数， 

这显然是不合理的。为了改进这种算法，文献[19]提出了一 

种新的方法，就是不再通过放大和缩小原始数据点集合获得 

3L集合，而是通过原始数据点的梯度方向获得 3L集合。 

令 一 (z， )在零点数据点(五，Y )的梯度方向和坐标 

轴z的夹角为 ，则有下式成立 

： 一 。 (∞)， 

叫一 一sin(∞)， 
oy 

一1，2，⋯ ， (14) 

这样和式(6)一起构造了 3 个线性方程组，可以对这个 

线性方程组使用最小二乘求解出隐式多项式曲线的系数向 

量。因而可以根据这 3 个线性方程组写成式(1g)残差的形 

式。其中， 

6一[o 叫]，Mo一[x。 X2⋯ ]， 

一 [等 ⋯ ]，My=[ ⋯ ]， 
M=[Mo Mx My] (15) 

X， 一1，2，⋯，n和式(6)含义一样指的是隐式多项式各 

项在(aCi,yi)的值，而 ， 分别表示向量 x 关于z和 

的偏导数在(五，y )的值。于是使用最小二乘法计算 出来的 

隐式多项式系数向量为 A一(M M)～Mb。 

下面对图 1的物体使用 3L修改算法进行拟合，选用 6次 

隐式多项式曲线，在拟合研究 中发现需要对式(15)中的 Mx 

和Mv进行缩放，也就是对于这两类数据加权，以平衡和 Mo 

之间的差异。原因是Mo对应的常数项是0。 

获取数据点集合轮廓上点的法线方向，考虑到数据点集 

合轮廓没有经过平滑处理，因而需要取多个点的法线方向平 

均值作为待求点的法线，图5中，“*”表示原始数据点集合轮 

廓点，“．”表示法线方向上的点，具体是通过曲线轮廓上的点 

加上 5倍的法线方向获得。这些图形的法线方向是通过 3个 

点的平均法线方向获取的。 
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图 5 数据点集合轮廓及其法线图 

图6是使用 3L修改算法获得的曲线拟合，可以发现拟合 

效果比 3L算法要好，在拟合过程中，选取的权值一般是 0．03 

至 0．1之间，也就是对法线涉及的两组线性方程组同时缩小 

0．03至 0．1倍。应该看到这种权值的选取还是需要根据拟 

合效果进行比较调整，因而限制了方法的自动进行，自适应性 

差，另外拟合结果仍然不够稳定。 

图 6 使用 6次隐式多项式曲线的数据点集合轮廓拟合 

3．4 Min-Max和 Min-Var算法 

文献[19]提出了Min-Max算法和Min-Var算法。Min- 

Max算法主要是考虑对式(15)进行修改，修 改后的 Mx 和 

My 分别是 

Mx 一[aX ／a：~／l IX l l ox2／o．／l I X2 I I ⋯ 

a ／ax／l l I i ] (16) 

My 一[ax ／as／I 1X l l aX2／a 川 X2 l l ⋯ 

aXo／a 川 Xn l I ] (17) 

由此得到M一[ My ]，b和式(15)中的 b一 

样，这样就得到隐式多项式系数向量 A一(M M)一Mb。 

Min—Var算法是将 螈  和 Mr 中的 X 的 1范数改为 2 

范数，即有 

Mx 一[a X1／o．／l IX }l 2 a ／a．／I i X2 I l z ⋯ 

oxo／a．／f{ f f ] (18) 

My 一 X ／ay／l 1X1 l l z aXz／a 川 X2 l l z ⋯ 

ax．／ 川  I l 2] (19) 

由此得到M—EMo Mx Mr ]，于是有A一(M M) 

Mb，从而计算出拟合的隐式多项式曲线方程系数。和 3L修 

改算法一样也需要对 Mx 和Mv 以及对应的式(14)常数项作 

加权处理，可以对每一项分别加权 ，也l可以同时对所有项使用 

同一个权值加权处理，但是权值的选取需要仔细研究，图 7是 

使用 Min-Max算法对 4个物体拟合的曲线。 
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图 7 Min-Max算法拟合的曲线 

图8是使用 Min-Max算法在权的取值从 1到 8的变化， 

显然在权值为 5时拟合效果最好，而对于 Min-Var算法，要达 

到同样的效果，只要权值取 2就可以了。从图 8可以观察到 

权值取得越小越不稳定，权值取得越大，则曲线描述能力下 

降。权值取得小，例如权值为 1时，最小二乘更多地实现了零 

点数据的线性方程组，也就是 MoX=0，因而也就牺牲了梯度 

所形成的线性方程组，也就是使 Nix X一 ，My X—W满意程 

度降低。同样，权值取得过大，使得后者线性方程组得到较好 

的满足，而前者表示零集合的线性方程组不能够得到很好的 

满足。例如权值取 100时，显然对于零点上的每一个梯度得 

到了很好的满足，但是拟合 的曲线不能很好地描述零集合。 

为了实现系统自适应选取权值，还需要深入研究 Min-Max算 

法中M0，Mx 和My 3个线性方程组的关系，在零集合以及 

梯度满足度之间寻找最佳权值点。这应该研究线性最小二 

乘，使得这两种线性方程组的残差对总线性方程组残差的贡 

献接近。另外，研究隐式多项式曲线连通性，以确定拟合的隐 

式多项式曲线是否有效和最优也十分关键。 

权值为 1 权值为 2 权值为 3 

权值为 4 权值为 5 权值为 i00 

图8 Min-Max算法梯度权值的影响 

3．5 Fourier级数隐式化算法 

文献E22]提出了一种隐式多项式曲线的拟合算法，这种 

算法不需要做最优化处理，它的基本思想就是首先根据数据 

点集合轮廓写出其 Fourier参数形式，也就是将z．和Y写成弧 

长的函数形式，然后再进行傅里叶级数展开。最后将这两个 

参数函数作隐式化处理，变换成隐式多项式 的形式。文献 

E22]指出 Sylvester矩阵含有符号运算 ，提出一种更容易实现 

的隐式算法，称之为 Matrix Annihilation算法，该算法没有符 

号运算，因而运算速度较快。 

由于Fourier描述没有考虑仿射不变性，因此文献[23]采 

用了一种仿射不变的 Fourier描述方法，进行重新隐式化，这 

种考虑只是使得获得的隐式多项式曲线方程便于基于仿射不 

变量的识别。文献E24]提出另一种基于Fourier描述的隐式 

化方法，但是这种方法只能适用于星状数据点集合轮廓曲线 

的隐式多项式曲线拟合。具体方法有兴趣的读者可以参考该 

文献。 

4 隐式多项式曲线信息建模的研究方向 

(1)隐式多项式曲线的稳定性问题 

使用隐式多项式曲线对各种数据点进行建模时，需要保 

证拟合的曲线紧密地通过这些数据点，没有多余的曲线，这包 

括两个方面，一个是不能无界，一个是不能出现不连通区域。 

文献E25—28]等提出了隐式多项式曲线拟合数据点是否精确 

的标准 ，其主要思想就是计算数据集合点到拟合获得的隐式 

多项式曲线的距离，这种判断标准对于连通的没有多余曲线 

曲面部分的隐式多项式曲线，其效果较为有效，但是如果出现 

多余的曲线则失去作用，如图 8权值为 3的图形所示，尽管汽 

车轮廓的数据点几乎都在拟合的隐式多项式曲线上，但是由 

于下面出现了多余曲线，拟合获得的隐式多项式曲线没有很 

好地描述该物体，因此隐式多项式曲线的连通性研究十分重 

要。对于目前各种隐式多项式曲线拟合算法中，曲线的连通 

性检测是建立有效数据模型的关键 ，因为这直接关系到隐式 

多项式曲线拟合的稳定性 。另外，寻找一次性对数据点集合 

轮廓精确稳定的拟合算法，不需要对拟合的隐式多项式曲线 

进行稳定性、精确性以及连通性检验仍然是研究的热点问题。 

(2)隐式多项式曲线和曲面次数确定问题 

对于使用隐式多项式曲线或者曲面对数据点集合进行建 

模，遇到的第一个问题就是隐式多项式次数的确定，需要从理 

论上给出选用次数的依据。文献E15，18，20]等提出的拟合算 

法都是先用低次隐式多项式曲线或者曲面拟合试探 ，如果效 

果不好再逐步提高，这显然是不科学的，而且效率也十分低 

下。文献E23]等也指出这个问题的重要性，因为它直接关系 

到傅里叶级数项数目的选取问题。文献[29]提出的自适应次 

数确定方法实质是从低次到高次进行隐式多项式曲线迭代求 

解 ，将数据点拟合方程进行 QR分解，后一步使用前一步的运 

算结果 ，虽然计算量得到降低，但仍然是一种试探性的经验方 

法 ，严重依赖于终止条件，而提出的终止条件由于实际的误差 

和连通性等原因常常使迭代非正常终止。文献E23]等提出了 

参数曲线的隐式化次数确定算法，但是该算法无法直接应用 

于隐式多项式曲线次数的确定。文献E9]明确指出了隐式多 

项式曲线或者曲面次数选取的下界，也就是对于数据点轮廓 

的驻点数 目有 志个，用来描述该数据边界所选用的隐式多项 

式曲线的次数不能低于(1-I- 1-I-4k)12，并给出了严格的数 

学证明和实例验证，但是，这只是为隐式多项式曲线次数选取 

提供了指导，如何确定最优次数仍然没有解决。 

(3)保持不变量的隐式多项式曲线建模 

在隐式多项式曲线建模中，如果数据点集合发生了欧氏、 

仿射或者射影变换，如何保持数据点集合轮廓在变换前后，拟 

合获得的隐式多项式曲线也有这种变换关系十分重要，因为 

只有保持这种变换关系，才能基于变换前后的隐式多项式曲线 

不变量进行目标物体的识别，寻找这种保持各种变换不变量的 

隐式多项式曲线建模是隐式多项式曲线有效应用的关键。 

结束语 本文探讨了基于隐式多项式曲线的信息建模和 

应用研究的现状，主要从数学原理和拟合算法的优劣等角度 
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对隐式多项式曲线进行分析，基本概况了目前所有的拟合算 

法，可以看出，Min-Max算法很精确地拟合了数据点形状，而 

且非常稳定，只是需要进一步研究 3L集合 的权值参数调整 

问题，Min-Max等隐式多项式曲线拟合算法抛弃了需要迭代 

的优化算法，仅仅求解一个线性方程组就可以确定隐式多项 

式曲线方程系数，应该说已经趋于成熟。可以预见，将这种建 

模思想应用到各种数据点集合中必将带来很大的发展空间。 
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