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摘 要 虽然支持向量机在模式识别的相关领域得到了广泛应用，但它自身固有许多不足之处。相关向量机是在稀 

疏贝叶斯框架下提 出的稀疏模型，模型没有规则化系数，核 函数不要求满足 Mercer务件。相关向量机不仅具备良好 

的泛化能力，而且还能够得到具有统计意义的预测结果。首先介绍 了稀疏贝叶斯回归和分类模型，通过参数推断过 

程 ，将相关向量机学习转化为最大化边缘似然函数估计，并分析 了3种估计方法，给出了快速序列稀疏贝叶斯学习算 

法流程 。 
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Abstract The support vector machine is successfully applied in many fields of pattern recognition，but there ere several 

limitations thereof．The relevance vector machine iS a Bayesian treatment，its mathematics model doesn t have regulari— 

zation coefficient。and its kernel functions don’t need to satisfy M ercer’S condition．The relevance vector machine can 

present the good generalization performance，and its predictions are probabilistic．W e introduced the sparse Ba yesian 

modes for regression and classification，regarded the relevance vector machine learning as the maximization of marginal 

likelihood through the model parameters inference，then we described three kinds of training methods and presented the 

flow of the fast sequential sparse Bayesian learning algorithm． 
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1 引言 

自20世纪 9O年代中期开始，核方法在支持向量机(Sup— 

port Vector Machine，SVM)中得到成功应用，人们开始了利 

用核函数将经典的线性特征提取与分类方法推广到更一般情 

况的研究 ，取得了许多重要的研究成果，因此核方法被成为继 

经典统计线性分析、神经网络与决策树非线性分析之后的第 

三次模式分析方法的变革_] ]。同时，SVM、稀疏核主成份分 

析_3]等的广泛应用，引起了人们研究“稀疏”学习模型的兴趣。 

稀疏学习模型具有的一般形式为 
M 

(z)一 ∑
．  

≯ (z) (1) 
m — l 

它是相对于权值向量 ∞一( ，⋯，wM) 的线性模型，Y 

( )能够逼近实变量函数或判别函数。假定训练样本集{ ， 

}Ⅳ_ ，稀疏模型通过将权值向量 W的多数元素设置为零来 

控制模型复杂度 ，避免过学习现象，减小模型预测的计算量 。 

SVM 采用基于统计学习理论的结构风险最小化原则。 

对于两类分类问题，SVM 先将样本投影到高维线性可分空 

问，构造具有低 VC维的最优分类超平面来作为判决面，使得 

线性可分的两类样本之间的间隔最大_4]，其数学模型为 
N 

y(x； )一∑WiK(z，I )+ (2) 
= l 

式中，K(x，五)为核函数，是定义在训练样本点的基函数。式 

(1)中 包含偏移量 。，因此 M—N+1。 

SVM 自身存在着许多不足之处 ，主要表现在：① 基函数 

个数基本上随训练样本集的规模成线性增长，模型稀疏性有 

限；② 预测结果不具有统计意义，无法直接获取预测结果的 

不确定性；③ 核函数参数和规则化系数通常需要通过交叉验 

证等方法来获得，增加了模型训练的计算量；④ 核函数 K(x， 

z )必须满足 Mercer条件。 

2000年，Tipping提出一种稀疏概率模型即相关向量机 

(Relevance Vector Machines，RVM)l5 来弥补 SVM 的不足， 

它是在贝叶斯框架下，进行回归估计获得预测值的分布，以得 

到一个基于核函数的稀疏解。2003年，Tipping设计了快速 

序列稀疏贝叶斯学习算法，显著提高了模型训练速度[6 ；2005 

年，Thayananthan将该模型推广，解决了多元输出回归和多 

类分类的训练问题【7]。最近，开始了 RVM 在文本识别r8]、影 

像分类[ 、时序分析 1̈。 等领域的应用研究。 
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RVM最初用以处理回归问题，通过 Laplace逼近可以将 

分类问题转化为回归问题 。本文首先介绍稀疏贝叶斯回归和 

分类模型；然后通过参数推断将 RVM学习转化为最大化边 

缘似然函数估计；最后分析了 3种参数估计方法，并描述了快 

速序列稀疏贝叶斯学习的算法流程。 

2 稀疏贝叶斯回归模型 

2。1 模型描述 

对于一维 目标函数的回归问题口 ，假定训练样本集为 

{ ， }~_】， ∈ ，t ∈R，依据概率论观点，假设 目标值 

获取时常附带有误差 岛，则目标值可以表示为 一 ( ；训)+ 

。 

在稀疏贝叶斯框架里，假定误差 服从独立的零均值 

Gauss分布，即 p(t f )一N( f ( ；叫)，0．2)，方差 通常需 

要估计得到。基函数采用定义在训练样本向量的核函数，即 

矗( )一K( ，Xi)。由于这里不要求基函数为正定的，因此核 

函数不必要满足 Mercer条件。不失一般性，稀疏贝叶斯模型 

采用式(1)所示的表达形式。 

假设训练样本独立同分布．则训练样本集的似然函数可 

以表示为 

p(t[w， )一(2uo~)--N／2exp{一去 lf￡一 II2) 

式中，f一(f “，tN) 为目标向量，叫一( ，⋯，WN) 为参数 

向量， 一[ ( 1)，j6(勉)，⋯， (晰)]为基函数，而且 ( )一 

[1，K( ，．T1)，K( ，X2)，⋯，K(Xn，XN)] 。 

如果直接最大化似然函数来估计参数向量 W，会导致模 

型过学习。假设参数 Wi服从均值为 0方差为 a 的 Gauss 

条件概率分布，因此 

p(wI口)一ⅡN(wi 10，a ) 

式中，a是决定权值W先验分布的超参数。 

由于Gauss正态分布方差倒数的共轭概率分布为 Gam— 

ma分布 “]，因此假设 a 与 的超先验概率分别为 

p(a)一ⅡGamma(a la，6) 

声( )=Gamma( l f， ) 

式中，Gamma( la，6)一r(Ⅱ)一 一 e一 
r∞  

r(乜)一 f P 出 
J 0 

由于不存在先验知识，假定 a一6一c— =0获取一致超 

先验，因此，存在 

声( )一I N(wi l 0，a7 )Gamma(a l口，6)出 

这样为每一个权值(或基函数)配置独立的超参数是稀疏 

贝叶斯模型最显著的特点，也是导致模型具有稀疏性的根本 

原因m]。由于这种先验概率分布是一种 自动相关判定(Au— 

tomatic Relevance Determination，ARD)先验分布，模型训练 

结束后，非零权值的基函数所对应的样本向量被称为相关向 

量，这种学习机被称为相关向量机。 

2．2 参数推断 

根据贝叶斯公式，若已知模型参数的先验概率分布 P 

( ，a， )，那么训练样本集的后验概率为 

p(w，a， )一 
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假定待测样本为 ，则相应的预测值 t 的分布为 

p(t )一I (f J W，d， )户( ，a， J t)dzextadaz 

由于模型参数的后验分布 p(w，a， I f)不能通过积分直 

接获取，故将其分解为 

p(w，a， l f)一p( l f，盯， )户(口， I￡) 

由于 (￡l a， )一}p(1￡l W，a)p(I叫l a)dw可以积分 

得到，权值向量 W后验分布可以表示为 

p(wl ， )一 

一 (2 )一 ” I I e) {一寺(旷 )丁乏一 (让厂 )} 

因此，后验概率分布的均值 一d- EcypTt，方差 ∑一( 

中 中+A) ，A—diag(ao，a1，⋯ ，aN)。 

RVM 学 习问题 就 可 以转化 为超 参 数后 验分 布 P 

( ， I t)cxzp(t『a， )p(a)户( )关于a和d 的最大值问题。 

在一致超先验分布的情况下，最大化 p(a， l￡)问题可以表示 

为 

log(户(f I a， ))一log(1p(t{W， )p(训I a)dw) 

一 一  

9 ~Nlog(2n)-+-loglCl+ C t3 

式中，C一 J+ 。 

在贝叶斯模型理论中，p(a， I￡)被称为边缘似然函数， 

通过最大化边缘似然函数 (a， l￡)来估计 a和d 的方法被 

称为第 1I类型最大似然参数估计方法I】 。 

2．3 回归预测 

假设第 1I类型最大似然参数估计值为 口 和d ，那么待 

测样本 的预测值 t 的分布为 

(￡ l ， ， )一I户(f I W， )夕( f f， ， )dw 

由于被积函数是两个 Gauss正态分布的乘积，因此预测 

值 t 同样服从 Gauss正态分布，即 

p(t {￡，aMP， )一～(f l ， ) 

式中，Y =tz 声( )， 一 + (z ) ∑ ( )。 

那么样本 z 的预测值 t 的均值为 y(x ； )。基函数权 

值向量为后验概率均值 ，具有许多零元素。因此 RVM具有 

很强的稀疏性，我们把非零权值的基函数所对应的样本向量 

称为“相关向量”。 

3 稀疏贝叶斯分类模型 

3．1 模型描述 

对于分类问题，基函数的线性组合需要经过 S形函数映 

射，即 ( ；叫)一a(wr~(z))，S形函数表示 (z)一1／(1+ 

e )。与稀疏贝叶斯归回模型类似，假设参数 Wi服从均值为 

0方差为 a 的 Gauss条件概率分布。 

针对两类分类问题，假设样本独立同分布，那么样本集的 

似然函数可以表示为 

P(tl训)一Ⅱ { ( ；础) E1一 { (矗 ；叫))] ～一 

式中，t ∈{0，1}为目标值。 

3．2 参数推断 

针对分类问题 ，后验概率密度 p(w a)和边缘似然函数 

p(tl口)都无法通过积分求解，需要采用 MacKay[” 提出的 La— 



place逼近方法近似。 

当 a一定时，就是要找到最大后验概率估计值 咖 ，即 

Gauss近似分布的众数位置 。由于 

p(w r )一 

因此关于 叫的最大后验概率估计等价于最大化 

log{p(wj t，a)} 

一 log{p(tl叫)}+log{p(wla))一tog{p(t1a)} 

一 ∑[ log,y．+(1--t．)1og(1--y．)]一÷u A +c0nst 

(3) 

式中，y 一 {y(x ；叫)}。 

式(3)为带惩罚的对数似然函数 ，可以通过迭代再加权最 

小二乘法求解。式(3)关于叫的梯度向量和海赛矩阵分别为 

logp(wI￡，a)I 一 (t--y)--Aw 

logp(w h ，a)l 一( B +A) 

式中，B=diag(pl， ，⋯， )， — { ( )}[1--a{y(x )}]。 

Gauss正态分布来逼近后验概率分布的 Laplace方法，是 

对后验概率分布的众数位置 处的函数的二次逼近。在 

IRLS迭代收敛后，得到以权值向量 为中心的近似 Gauss 

分布，均值 一A (f— )，方差 ∑一(中 B中+A)～。 

同样地，使用 Laplace逼近方法可以将边缘似然 函数近 

似表示为 

p(t J口)一I p(t{ )p(w I a)dw==p(t}℃啪 )p(让 J 

口)(27【) I∑l ／ 

如果令t一 ￡ 俨+B_1(t— )，则近似 Gauss后验分布 

均值为 一∑ B t，方差为 ∑一( B中+A) 。近似的边 

缘似然函数对数的形式为 

logp(tl )一一÷{Nlog(2n)+loglCI+(￡)rC ￡) 

式中，C=B+ A-1 。 

比较分类和回归模型的后验概率分布和边缘似然函数对 

数形式可知，利用 Laplace逼近方法已经将分类 问题转化为 

回归问题，相应回归问题的目标向量为 

t一 +B (￡一 ) 

因此，稀疏贝叶斯的回归和分类模型学习，最终都归结为 

第 1I类型最大似然参数估计。 

3．3 多类分类器 

上面研究的是二值分类问题的稀疏贝叶斯分类模型，在 

多类别分类情况下，假设共存在 K个类别(K>2)，随机样本 

服从独立同分布的多项式分布，此时最大似然函数可以表示 

为 4] 

P(tl )一II 1I {yh(T ； )} 

这里采用 K 目标编码方法 ，分类器共有 K 个输 出 y 

(Xn；锄)，每个输出都有独 自的参数向量 和超参数a 。也 

可以与 SVM多类分类一样，通过不同方法将其分解成多个 

二类问题进行求解。 

4 相关向量机学习 

RVM学习最终归结 为第 1I类型最大似然参数估计 问 

题，通过最大化边缘似然函数 p(tla， )来估计 a和 。针对 

回归问题 ，通常采用以下 3种方法[ 。 

4．1 MacKay迭代估计 

使边缘似然函数 p(tfa， )关于 a的导数等于零，按照 

MacKay方法整理得[“ 

Ⅱ — ／ (4) 

式中， 是后验概率 P(叫l￡，a， )的均值向量 的第i个后验 

概率， 一1一∞∑ ，∑ 是后验概率 P(础ft，a， )的方差 ∑的 

第 i个对角元素。 

使边缘似然函数 p(tl a， )关于 的导数等于零 ，得到 

迭代估计公式 

( )一= {f ～ f}／(N一 yi) (5) 

式中，N为训练样本的个数。 

RVM学习过程，就是迭代使用式(4)与式(5)计算 和 

( )一 ，并随后更新后验概率 p(wI t，a， )的统计量 ∑和 ， 

直到满足合适的收敛准则。 

在实际估计过程中，许多估计值 趋于无限大，所以相 

应的权值 7A)i为零 ，与它对应的基函数将被删除，实现模型的 

稀疏化。 

4．2 期望最大化迭代估计 

期望最大化迭代估计 ”， 通过最大化边缘似然函数 p(t 

la， )估计 a和 时，将权值当作“隐含”变量，最大化期望为 

E }h口，p[1ogp(t l W， p(wl ) (口)户( ] 

式中， 一 ～。 lf． [·]表示在给定样本和隐藏变量时权 

值分布 p(wf￡，a， )的期望值。EM 迭代估计是通过以下重 

复迭代计算实现的。 

对于 a，忽略本身对数独立性，等价于最大化 

互 f ，~[1ogp(w Ja) ( )] 

求导得到更新公式 a 一 ，因此，根据后验概率存 

在[ ]= _f．口．p[ ]一 + 。 

对于 ，等价于最大化 

，~Elogp(t}W， p( ] 

得到更新公式( )一=ll￡一 忸 _l+( ) 三 yi／N。 

4．3 自下而上的基函数选择 

最大边缘似然估计超参数过程中，超参数更新需要计算 

后验权值的协方差矩阵，矩阵求逆需要计算复杂度 O( )和 

存储空间 0(M )__11]，M 为基函数的个数。 

自下而上的基 函数选择方法是 Tipping于 2003年提出 

的快速序列稀疏贝叶斯学习算法[6]，基函数个数从 1开始不 

断增加直至获取相关向量，而且 与 ∑只包含当前模型中存 

在的基函数，因此该方法计算速度较其它两种要快得多。 

由于边缘似然函数的对数 L(a)与单个超参数 的相关 

性，iE{1，⋯，M}，将 C分解为 

C=C一 +a7 

式中，D 是 C第 i个基函数影响去除后的矩阵，满足 

JC}一lc一 l】1+a7 声 c二 J 

r —r、二 一 尘 三 
一  一  

a + c二 

将边缘似然函数 p(t Ja， )的对数 L( )可以表示为 

L(口)=L(a一 )+ l(a ) 

式 )=专l logai--l0g Si+ J。 
目标函数 L(a)可分解为去除基函数 后的边缘似然函 
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数L(a— )与关于 m的独立表达式 z(∞)。这里的 s 一CTC= 

，qf一 丁C二3f。稀疏因子 用于度量基函数 与模型中剩 

余所有基函数的重叠程度；质量因子用于度量去除基函数 

后对模型误差的校正。 

通过分析 t(a )表明，L(a)关于 幽存在唯一最大值。当 

q}>是时，m一 ／( -si)；当 <s 时， 一c×3。通过采用这 

种方法，可以直接计算出所有的基函数 对应的s 和q 。 

如果假设S一 和Q—dc f，则有5i：aiS ／(啦一 

S )，q cfiQ ／G 一S )。当m—o。时，5 一S。且q 一Q。 

实际学习过程 中，利用 Woodbury恒等式获取 S 和 Q 

非常方便[6]，有 

Si= B 一 lB中∑中 _B 

 ̂  ̂

Q=dS t一 B ∑ B t 
 ̂

对于稀疏贝叶斯回归模型来说，B=d J，t=￡；对于稀疏 
 ̂

贝叶斯分类模型来说，B—diag(fl,，屈，⋯， )，t一~1]．JMp+ 

B一 (￡一j，)。 

针对回归问题 ，序列稀疏贝叶斯学习算法流程可以描述 

为 ： 

①对于回归问题，赋予 合适的初值。 

②初始化 1个基函数 ，指定其超参数为 ∞一 II ll ／ 

(1l~Jt Il ／fl !!。一 )，其它所有超参数q为无穷大，即模 

型中只有基函数 。。 

③计算均值 和方差∑，同时计算出所有基函数对应的 

qi和s 。 

④选择候选的基函数 。 

⑤如果 >si，并且 啦<cx3，则在模型中基函数 矗已经存 

在，并更新超参数m一 ／( -s )。 

⑥如果 >s，并且 啦一。。，则在模型中增加基函数 ， 

并更新超参数a 一 ／(4-s )。 

⑦如果q}≤ 并且∞<o。，则在模型中删除基函数 ， 

并更新 m=。。。 

⑧对于回归问题，更新测量误差的方差 一 II￡一y l J ／ 

(～一M+ 口 )。 

⑨如果收敛，算法结束；否则，执行步骤③一步骤⑨。 

结束语 RVM是按照 SVM 模型的形式，在贝叶斯框架 

下提出的具有稀疏概率模型的学习机。RVM 不仅具有 良好 

的泛化能力，可以达到与SVM相当的精度 ，还能够突破 SVM 

固有的局限。 

在 RⅥ 模型中，没有规则化系数，不需要通过交叉验证 

获取该参数。在 RvI 求解过程中，核函数不必满足 Mercer 

条件。在 RVM训练完成后，只有少数基函数的权值非零，比 

SVM 更加稀疏。模型预测结果是用概率表示的，更够明确地 

分析预测结果的不确定性。 

RVM学习训练过程可以最终归结于最大边缘似然函数 

估计问题，自下而上的基函数选择是快速序列学习算法，较 

MacKay迭代估计和期望最大化迭代估计的计算速度更快。 
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