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混合多值可逆逻辑 中广义 Toffoli门仅用 CNOT f-j的实现 
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摘 要 混合多值量子可逆逻辑电路综合问题 中，Toffoli门的合成是整个合成过程 中最为关键的一步。针对混合多 

值 5-qubits量子可逆逻辑电路综合问题，构造了PMX量子门，验证了CN0T门的合成能力，实现 了对 rr()ffoli门的合 

成，并设计了双向的BDS搜索算法，高效实现 了量子电路的最优或者较优综合。 
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Realization of Toffoli Gate Only Using CNOT Gate in Hybrid M ulti—value Reversible Logic 
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Abstract Synthesis of Toffoli gate is the key step in the process of synthesizing hybrid multi—valued quantum reversible 

logic circuit．In order to resolve the problem of hybrid multi—valued 5-qubits quantum reversible logic circuit synthesis， 

we constructed a special quantum gate PMX and verified the synthesis ability of CNOT gate，then achieved the synthesis 

of Toffoli gate，and according to the algorithm of bi—direction search，accomplished the optimum of synthesis of quantum 

circuits． 
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1 引言 

量子计算成为了计算机科学与物理学的连接纽带，可逆 

逻辑电路综合技术在量子计算中起着至关重要的作用Eli。量 

子可逆逻辑电路综合 2̈]是量子计算与量子算法的线路模型表 

述理论，它将可逆计算、量子搜索算法等众多技术融为一体， 

为物理学、计算机科学以及量子计算与量子信息带来了更多 

的启发和推动。可逆逻辑电路具有诸多优点，如：无需擦除信 

息 ，即保证了信息的不丢失 ；可逆计算可以有效进行，且不产 

生其值依赖输入的垃圾比特；根据 Landauer原理l_3]，可逆逻 

辑可降低能耗，因此在计算机科学、信号处理与通信系统等领 

域具有广泛应用的潜力。因此，近年来可逆逻辑电路综合技 

术及其相应算法得到了蓬勃发展 。 

如果一个逻辑门组成的集合可以用来计算任意的经典函 

数 ，那么称这样的一个逻辑 门集合对经典计算是通用的。对 

应到量子计算的通用性上 ，如果一组逻辑门称为是对量子计 

算通用的，那么用这组逻辑门的量子线路可以以任意精度近 

似任意的酉运算。通过近些年的研究，理论上已经证明两级 

酉门是通用的[4]，因为 d维 Hilbert空间上的任意酉矩阵可 

以写成两级酉矩阵的乘积形式。同时，DiVincenzo证明单量 

子比特门和受控非门也是通用的[5]，Deutsch等_6J从理论上 

证明了几乎所有的二比特量子逻辑门都是通用的，等等。随 

着研究的不断深入和发展，不少研究者相继提出了不同的通 

用量子逻辑门库，以及相应的可逆逻辑电路综合算法。Yang 

等在 2005年提出针对三值逻辑的量子通用逻辑 门库 ：三值 

Swap门、三值 N0T门和三值 Toffoli门_7]，2006年又提出三 

值量子逻辑门库：Swap、NOT和 1一CNOT门_8]。对于量子电 

路逻辑综合 的研究进展 同样 引人 关注，例 如，1wama等 于 

2002年针对特定的CNOT门库，给出了逻辑电路的综合规 

则[9 ；Shende等口。 首先将可逆逻辑电路综合问题简化为置换 

问题，并提出了相应的递归算法，证明其性能的优越性；文献 

El1]主要应用谱函数实现近似最优可逆逻辑电路的简化工 

作；Song等_I2 研究了量子计算中可逆逻辑门的代数特征 ，提 

出用群论方法对量子可逆逻辑电路进行综合；模板技术的使 

用主要由Maslov等l_13]提出，它将真值表构造法和模板技术 

优化电路相结合；Yang等_】 ]提出了以 3一循环置换作为电路 

基元，使之在仅使用 NOT量子门库的情况下，实现可逆逻辑 

电路的自动构造；文献E15]给出一般量子稳定子码的简单构 

造方法；文献[16，17]深入研究了基于正反控制模型的可逆逻 

辑综合和可逆逻辑门网络的表示与级联。上述这些针对量子 
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逻辑电路综合的算法，针对特定情况各有优劣。另外，针对二 

值、三值或多值／混合值的量子可逆逻辑电路的综合的研究也 

在不断推进中。但是，到 目前为止，尚未研究出任何一个通用 

的量子可逆逻辑电路综合算法，由此可见，这方面的工作有待 

进一步研究和开展。 

本文主要针对混合多值5-qubits量子可逆逻辑电路综合 

问题进行分析。基于量子逻辑电路综合中量子门库的研究， 

Toffoli f-1的合成是整个合成过程中最为关键的一步。因为 

仅使用 CNOT门合成量子电路时，需要首先合成 Toffoli门， 

再利用 Toffoli快速合成量子电路，最后对电路进行优化，实 

现量子电路的最优或者较优合成。在这个过程中，本文提出 

了 PMX量子门的构造过程。当然在合成 T()ff0li门时需要验 

证 CNOT门的合成能力，明确 Toffoli门是否可通过 CNOT 

门合成 ，然后实现对 Toffoli门的合成。 

2 量子多值可逆逻辑电路基本概念 

根据文献[2]，量子计算机是由连线和基本量子门排列起 

来的量子信息处理线路。同时，量子计算机可以等效为量子 

图灵机，即等价为一个由量子逻辑门级联构成的量子逻辑电 

路。最常用的量子逻辑门主要包括 NOT门、CNOT门、Tof— 

foli门、Fredkin门、Swap门、Hadamard门等。这些逻辑门按 

其输入比特的数量又可以分为单比特量子逻辑门和多比特量 

子逻辑门，按其数值逻辑又可以分为二值逻辑量子门、三值逻 

辑和混合／多值逻辑量子门等。本节将会给出关于量子多值 

可逆逻辑电路的相关基本概念。 

定义 1(量子比特) 一个量子比特(qubit)是一个用归一 

化的相互正交的量子态(j 0)，l 1>)描述布尔值 0和 1的量子 

系统。这两个态形成计算基矢，量子比特的状态可以用叠加 

态ai 0)+ l 1>表示，其中口和卢满足 。+ 。一1。一个量 

子比特是一个典型的微观系统，比如一个原子、一个核 自旋 ， 

或者一个偏振的光子。量子比特的制备和操作必须通过酉变 

换实现。 

定义 2(量子逻辑门) 量子逻辑门是在固定的时间周期 

内对选定的量子比特进行固定的酉变换操作的逻辑器件，它 

是处理量子信息的基本单元。量子逻辑门的级联构成量子电 

路，量子电路必须是可逆的，即量子信息的动态过程在复向量 

空间上必须保持正交变换。在量子计算中，一个量子逻辑 门 

对应一个幺正变换。 

定义 3(量子可逆逻辑门库) 量子可逆逻辑门库 表示 

× 量子可逆逻辑门的集合，它用于综合 ×7"／的量子可逆 

逻辑电路，简写为 。用 T(L)表示库 L能综合的所有 × 

量子可逆逻辑电路的集合l_1 。 

定义 4(受控非门CNOT f-j) 受控非门有两个输人量子 

比特，分别为控制量子 比特和目标量子 比特，线路如 图 1所 

示，上面的线表示控制量子比特，下面的线表示 目标量子比 

特。该门的矩阵表示方法亦如图 1中 L 矩阵所示。 
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图 1 受控非门(CNOT)的线路表示和矩阵表示 

CNOT门的作用为，若控制量子比特为 0，则 目标量子比 
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特将保持不变；若控制量子比特为 1，则 目标量子 比特将翻 

转。其方程形式表示为： 

I。O)一 f00>，l O1)一 l 01)，l1O>一l11)，l11>一i10) 

多量子比特逻辑门的原型是 CNOT门，它可以被视为一 

类推广的异或门，而且理论已经证明：任意的多量子比特门都 

可由受控非门和单量子比特门复合而成。 

定义 5(量子 Toffoli门) 量子 Toffoli门有 3个输入量 

子比特和 3个输出量子比特，如图2(a)所示，两个控制比特 

不受 Toffoli门作用的影响，第 3个比特是 目标比特 ，在控制 

比特同时置为 1时翻转，否则不变。 

fA 

IB> 

jC 

' r 

厂。 、 

lA> 

jB> 

lc>elB>IA> 

(a)量子 rr0ff0h门的线路表示 (b)量子可逆逻辑电路示例 

图 2 

定义 6(可逆函数与可逆逻辑) 对于有 个输入和 个 

输出变量的布尔函数 f(x ， 2，⋯， )一( ，yz，⋯，y )是可 

逆函数，当且仅当它是双射函数，即输入与输出间是一一对应 

的关系。任意一个输入都对应着唯一的输出。 

定义 7(可逆逻辑电路) 能用可逆逻辑函数描述的电路 

称为可逆逻辑电路。如图 2(b)所示，可逆逻辑 电路 的特点 

是：(1)输入线数与输出线数相等；(2)没有扇出与扇入；(3)没 

有反馈；(4)电路分层级联 ，有时为保证电路可逆，需添加一些 

辅助位，即垃圾位。 × 规模的量子电路即为 7／位输入和 7／ 

位输出的量子逻辑电路。 

定义 8(多值逻辑) 一个命题不但可以是二值的，也可 

以是三值的，甚至是四值、五值。因此，对每一自然数 ，有 7／ 

值，以至于无穷多值。研究这类命题之间逻辑关系的理论，即 

为多值逻辑。以 0，1，⋯， ～1表示命题的 个值，而把 0解 

释为真；21--1解释为假 ； (O< <，2—1)解释为不同程度的概 

率 1一 ／( 一1)。 

多值逻辑建立于20世纪 2O年代初，由卢卡西维茨和美 

国逻辑学家 E．L 波斯特创建。卢卡西维茨在其 1920年发表 

的《论三值逻辑》一文中，建立了一个三值逻辑系统。波斯特 

在其 1921年发表的《初等命题的一般理论》一文中，建立了任 

意有穷多个值的逻辑系统。该系统对于任意的自然数 >2， 

序列 t ，tz，⋯， 的每一项都可以取作命题的值，其中 t 为真 

值， 为假值。 

3 PMX量子门的构造 

本文主要研究混合多值 5-qubits量子可逆逻辑电路综合 

问题，通过构造 PMX量子门来验证 CN0T门合成Toffoli门 

的能力。图 3所示为本文主要研究对象的电路模型：混合多 

值5-qubits的量子逻辑电路。其中，量子线 q1，q2，q3，q4，q5 

分别取 3，2，2，2，2值。该量子逻辑电路直接合成 1、0ff0“门 

还很不现实，即使使用双向搜索以及剪枝技术也同样如此。 
一 般的搜索算法出现空间不足非常常见，目前使用双向 

搜索最多前进 7～8步，即合成的量子电路长度最多达到 16。 

从本课题所做的相关实验来看 Toffoli门的最优合成的电路 

长度不小于 16，故而使用一般的搜索算法还不足以解决 Tof— 

foli门的合成。从另一个角度来考虑 ，根据欲合成的量子逻 

辑电路本身的特征 ，可以采取预先构造一些量子门，再用这些 



量子门来合成其它更复杂的量子门的方法和思路。依据这种 

想法，本课题构造 了一个特殊的量子门，这里称之为 PMX 

门，接下来将主要介绍 PMX门的构造过程。 

g， 

q3 

gj 

图3 多值 5-qubits量子逻辑电路 

同二值可逆逻辑不同，在多值可逆逻辑中仅使用 CNOT 

门来合成 Toffoli门是可行的，这也是同二值逻辑差别最大的 

地方。利用多值可逆逻辑来合成 Toffoli门的特殊的量子门 

PMX是其最为关键的地方。故而在构造 PMX可逆逻辑 门 

时，需要预先构造控制量子线通过多值量子线来改变 目标量 

子线的量子电路 ，以及其它可改变 目标量子线的量子电路。 

ql 

g3 

q 

q5 

在合成特殊的量子门 PMX门时，需保证除了具有多值的量 

子线路和目标量子线发生改变外 ，其它量子线在经过 PMX 

门后不发生改变。为保证某条量子线路不发生任何变化 ，应 

使该量子线路的相同操作的重复次数与其线路的值相同。为 

此我们构造了一个控制量子线通过多值量子线来改变 目标量 

子线的量子可逆逻辑电路，如图 4所示。 

g 
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图 4 多值控制量子线电路 

把图4所示的量子电路重复级联 3次，同时在量子电路 

之前加入量子线路 q1对 目标量子线 q2的控制，可得到如图 

5所示的量子电路。 

广一一一一一一一一一一一一I广一一一一一一～一一～一一I广一一一一一一一一一一一一 

A-, ＼ ＼ ／＼ ／ ＼ ／ ＼ L／ ＼ ／＼ 一， ＼ ／ ＼ 一， 一， ＼ 
＼上／ ＼ ＼ ＼M  

T T I T I 
厂}、、 rre,． ．厂 ． ． ． 1 厂十、、． d-,． I - - l 

!一 一 一 ＼上／ 一  ! 一 一 一 一 一 一 一 ＼上／ 一 ! 

图 5 增加 q1对目标量子线 q2的控制后电路 

图 5所示的量子电路中还没能确保量子线路 q5不发生 

改变，增加量子门恢复量子线路 q5原有值 ，并进一步改变 目 

标量子线路 q2的值。增加的量子电路如图 6所示。 

将图 6所示的增加的量子电路同图 5所示的电路连接， 

即可得到所想要构造的PMX电路，如图 7所示。 

g， 

q2 

q4 

q5 

图6 恢复量子线路 q5原有值的量子门 
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图 7 PMX门逻辑电路 

4 5．qubits可逆逻辑电路的综合与验证 ∞ hg一 = 

量子可逆逻辑电路综合就是根据电路功能，使用规定的 

量子门自动生成量子代价较小的量子可逆逻辑电路。通常认 

为量子综合代价是指使用量子门的数量，最优的量子电路是 

指使用量子门的数量最少。本节主要验证 PMX量子逻辑门 

构造完成之后 ，使用双向搜索算法来验证 PMX门和 CNOT 

门合成 Toffoli门的能力。 

4．1 双向搜索算法 

本文使用的双向搜索算法，主要是在作者前期工作_l6 的 

基础上实现的，算法描述如下。BDS与一般的单边搜索算法 

相比在内存需求上大了一倍，效率提高了一倍。大量的实验 

数据与分析，亦可参考文献[16]。 

算法 双向搜索算法(Bi—direction Search，BDS) 

输入：库 I ，可逆函数 g 

输出：leng，hl，h2，⋯，hl 

(3) Af(i)一Af(i一 1)L；Ab(i)一 L一 1Ab(i一 1)； 

(4) If Af(i)nAb(i一1)≠ D then 

(5) Flag=1；leng一 2i一 1； 

(6) Select a in Af(i)nAb(i一1)，find hl，h2，⋯，hj， +】，⋯， 

h2。一l in L such that a= hlh2⋯hi= g(hzi一1)-- 1⋯ (hi+1)一 

1 ： 

(7) Elseif Af(i)n Ab(i)≠D then 

(8) Flag一 1；Ieng一2i； 

(9) Select a in Af(i)nAb(i)，find h1，h2，⋯，h．，hi+l，⋯，h2i in 

L such that am h1h2⋯hi—g(h2i)一 1⋯ (hi+1)一 1； 

(10) Else i—i+1； 

(11)End while． 

4．2 基于 CNOT门库的多值可逆逻辑综合 

在第 3节中完成 PMX构造后，将其作为一个 已有的量 

(下转第 134页) 
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成还需要部分人为的参与，如果 Web服务领域本体较大，会 

给数据关联表的维护带来较大的困难，如何实现数据关联表 

的自动生成需要进一步的研究；(2)基于web服务组合的Pe— 

tri网，研究Web服务组合的相关结构性质及服务规划等。 
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子门使用，再利用一般 的量子合成算法进行合成。这里我们 

使用了双向搜索算法，这一点在前面已经进行了介绍。最后 

得到 Toffoli门的CNOT合成电路，如图8所示，其中PMX 

指在前面构造的PMX量子逻辑门电路。 

q 

驴 

鼋 

q， 

图 8 基于CNOT门和PMX门的Toffoli门的合成 

结束语 本文研究了混合多值 5-qubits量子可逆逻辑电 

路综合问题，主要针对仅使用CNOT门合成 Toffoli门的可 

行性进行了分析。为 了验证 CNOT 门合成 Toffoli门的能 

力 ，提出了一个 自行构造的特殊量子门 PMX。PMX量子逻 

辑门构造完成之后，将其作为门库的一个单元，然后使用双向 

搜索算法来验证 PMX门和 CNOT门合成 Toffoli门的能力。 

混合多值 5-qubits可逆逻辑电路的综合与验证结果显示，本 

文构造的 PMX量子门能有效地验证 CNOT门对于广义 Tof— 

foli门的合成能力，而且双向搜索算法显示与一般的单边搜 

索算法相比，在效率上至少提高了一倍。 
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