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限制树宽图上的有界聚类 
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摘 要 有界聚类问题源于 IBM研究院开发的一个分布式流处理 系统，即S系统。问题的输入是一个点赋权和边赋 

权的无向图，并指定若干个称为终端的顶点。称顶点集合的一个子集为一个子类。子类中所有顶点的权和加上该子 

类边界上所有边的权和称为该子类的费用。有界聚类问题是要得到所有顶点的一个聚类，要求每个子类的费用不超 

过给定预算B，每个子类至多包含一个终端，并使得所有子类的总费用最小。对于限制树宽图上的有界聚类问题，给 

出了拟多项式时间精确算法。利用取整的技巧对该算法进行修正，可在多项式时间之内得到(1+e)一近似解，其中每 

个子类的费用不超过(1+e)B，￡是任意小的正数。如果进一步要求每个子类恰好包含一个终端，则所给算法可在多 

项式时间之内得到(1+￡)一近似解，其中每个子类的费用不超过(2+￡)B。 
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Abstract The bounded clustering problem is motivated by system S，a distributed stream processing system developed 

at IBM Research．Input tO the problem is an undirected graph with vertex and edge weights and a subset of vertices 

called terminals．A cluster iS a subset of the vertices．The cost of a cluster iS defined as the total vertex weight in the 

cluster plus the total edge weight at the boundary of the cluster．The goal of the problem is to]oartition the vertices into 

clusters of cost at most a given budget B such that each cluster contains at most one termina1 and the total cost of the 

clusters is minimized．For the problem on graphs of bounded tree-width，a pseudo-polynomial time exact algorithm was 

presented，which can be modified via rounding tO yield a(1+￡)一approximation in polynomial time violating the given 

budget by a l+￡factor，where e>0 can be made arbitrarily smal1．For a variant of the problem on graphs of bounded 

treewidth where each cluster contains exactly one term inal，a polynomial time algorithm was presented that yields a 

(1+￡)一approximation violating the budget by a 2+￡factoL 
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1 引言 

流数据处理是近年来计算机研究领域的一大热点。在现 

实生活中存在着这样一类系统 ，外界连续不断地发送数据到 

系统中，要求系统能够快速地对其进行响应并即时输出相应 

的结果[1]。典型的数据流应用包括网络路由、入侵检测、传感 

器网络、股票分析、交通管理、移动通信、环境监测、健康状况 

监控、电子商务交易信息以及数字化战场等_2]。 

本文研究的有界聚类问题_3]源于 IBM研究院开发的一 

个分布式流处理系统，即 S系统，该系统可用于大量数据的 

实时监控和分析处理[43。系统 中的应用可以抽象成一个图， 

其顶点代表处理节点，边代表数据流。处理节点自身有计算 

需求 ，要占用 CPU时间，这可以用图中每个顶点有一个非负 

权表示。处理节点相互之间要传递数据，从而产生通信开销， 

这可以用图中每条边有一个非负权表示。若干个处理节点可 

以聚合为一个子类。同一子类中处理节点之间的消息传递可 

以转化为内部函数调用，因此所产生的通信开销可忽略不计。 

要把处理节点归为不同的子类，使得每个子类的CPU 占用时 

间(该子类中所有处理节点的CPU占用时间加上该子类与其 

它子类之间的通信开销)不超过一个指定值，并且使得所有子 

类的CPU占用总时间最小化。 

应用有时会有一些附加的资源约束。比如，某些处理节 
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点可能频繁使用某种特定硬件(例如网卡)，若归为一类，则会 

造成系统性能下降，因此 ，这些处理节点应分属不同的子类。 

可指定一个集合 D，要求每个子类至多包含 D中的一个节 

点。 

受到这一类应用的启发，Khandekar等人l3]提 出并研究 

了如下的有界聚类问题。给定有 个顶点的无 向图G一( ， 

E)，G中顶点 口的权重是W ，边 P的权重是 叫 。指定终端的 

集合为D 。设B表示一个给定的非负整数预算。顶点集 

合的一个子集称为一个子类。对子类 s V，令 (s)表示恰 

好有一个端点在 s中的边的集合。令铷(s)一∑ ∈ 训 ，W( 

(S))一∑鳓(s)We。子类 s中所有顶点的权和加上S边界上 

所有边的权和称为S的费用，记为 C(S)。即：C(S)—叫(S)十 

础( (S))。有界聚类问题是要得到 (G)的一个聚类 S ，S ， 

⋯

，S，要求每个子类的费用不超过 B且至多包含一个终端， 
1 k 

并使得两端点不在同一子类中的所有边的权和÷ ∑砌( 
i一 】 

k 

(S，))最小。或等价地，使得所有子类的总费用∑w(8(S ))+ 
}一 1 

∑vEV 最小。 

各子类费用不超过 B且至多包含一个终端的聚类称为 

可行聚类。很显然，在一个可行聚类中，子类的数 目k不会小 

于终端的数目I DI。可能会出现 走>I DI的情况，因为 k并 

不是输入参数，而是由算法决定的。 

在文献[3]中，Khandekar等人首先研究了有界聚类问题 

的可行性形式，给出了一个多项式时间算法，即不考虑子类总 

费用的最小化，只研究是否存在可行聚类，若存在则给出一个 

可行聚类。这一结果可推广到目标函数为任意的对称次模函 

数。接着证明了有界聚类问题是 NP难解的，并设计了一个 

算法，它可在多项式时问之内得到 0(1o )一近似解，其中任 

一 子类的费用不超过 O(1ogn)·B。 

本文研究限制树宽图上的有界聚类问题 ，以期得到更好 

的算法 ，目标函数是最小化所有子类的总费用。关于限制树 

宽图的详细介绍见文献[5，6]。我们给出了求解限制树宽图 

上的有界聚类问题的一个拟多项式时间精确算法。利用取整 

的技巧对该算法进行修正 ，可在多项式时间之内得到一个(1 

+￡)一近似解 ，其中每个子类的费用不超过(1+￡)B，￡是任意 

小的正数。如果要求每个子类恰好包含一个终端 ，则所给算 

法可在多项式时间之内得到(1+e)一近似解，其中每个子类的 

费用不超过(2+e)B。在文献[7]中，我们给出了求解树图上 

有界聚类问题的拟多项式时间精确算法和多项式时间近似算 

法，可视为本文所给算法的特殊情形，因为树图是树宽为1的 

限制树宽图。 

本文第 2节研究限制树宽图上的有界聚类问题，给出了 

拟多项式时间精确算法，并说明如何得到多项式时间近似算 

法；第 3节研究限制树宽图上有界聚类问题的一个变形，要求 

每个子类恰好包含一个终端，给出了多项式时间近似算法；最 

后指出了可供进一步研究的工作。 

2 限制树宽图上的有界聚类 

图G一( ，E)的树分解是指有序对({Xi l i∈J}，T一(J， 

F))，其中分解树T的每个结点iE J对应一个子集X V，称 

X 为结点i的袋子。树 T和它的袋子集合{X l ∈f}必须满 
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足如下 3个条件： 

图G的每个顶点至少属于某个袋子，即U X 一 ； 

对于图G的每条边，至少有某个袋子包含该边的两个端 

点，即对于所有的( ，训)∈E，存在 i∈，使得 ，训∈X，； 

设 i ，iz和 i。是树 T的 3个结点，如果 i T中从 i．到 

i。的路上，则 Xi nXi。 X 。 

树分解的宽度定义为 max{f x 1． ∈j}一l。网G的树 

宽就是图G的任何树分解中最小的宽度。若图G的树宽限 

制为某个常数 ，则称图G为限制树宽图。 

本节研究限制树宽图上的有界聚类问题，将给出拟多项 

式时间精确算法和多项式时间近似算法。 

设图 G是有 个顶点的限制树宽图，其树宽为常数 b。 

可在线性时间之内求出图G的宽度为b的树分解 。为便于 

叙述和分析算法，我们进一步在线性时间之内将该树分解转 

化为一个宽度为 b的良好的树分解 ，其中分解树 T的结点数 

不超过 4，2_9 J。 

在一个良好的树分解 中，T是一棵根树，并且每个结点 

i∈J属于如下 4类之一： 

叶子结点：结点 i是树T的一片叶子并且j X I一1； 

引入结点：结点 i有一个孩子 并且存在顶点 7A∈V使得 

X 一xjU{ }； 

遗忘结点：结点 i有一个孩子 并且存在顶点 ∈V使得 

X，一XiU{ }； 

联合结点：结点 i有两个孩子 和Jz并且 X—xi．一 

x，。。 

令 表示 T的以结点i为树根的子树。令 ( 表示图(； 

中对应于 ，厂 中的结点的所有顶点的导出子图，则 是G，的 

分解树。 

算法将沿着树 丁按 自底向上的方式依次处理每个结点。 

设当前正在处理的树 T的结点为 i。如果事先知道图 G上有 

界聚类问题的最优 聚类为 S ，S。，⋯，Sk，则可 记 S n X，一 

Hi， 一1，2，⋯，志。不失一般性 ，可设 H ，⋯，H 为非空集 

合，而H ，⋯，H 为空集，q≤是且q∈[1，⋯，6+1]。显然， 

H 一，H。构成x 的一个聚类。当然，事先并不知道图(；上 

有界聚类问题的最优聚类，但是可 以枚举出 X 所有 可能 的 

聚类 ，其数目不超过常数(6+1) 。在这些 可能的聚类中， 

一 定有一个恰好是 H 一，H 。 

考虑如前所述的图 G上有界聚类问题的最优聚类 S ， 

Sz，⋯， 。这一聚类在图G 上的限制可视为是对 X 的聚类 

H 一，H0的一个扩充。设该 (Gf)的聚类中包含 H，的子 

类为 H}，z一1，2，⋯，q。令 ＆ 表示 H{的费用(在 上的限 

制)的一个上界， E{1，2，⋯，B}。令二元变量 t 表示如下 

含义：t 一0时， 不允许包含终端 ，t，一1时没有这⋯限制 

(此时 H}可包含终端，也可不包含终端)。 

结点 i的动态规划表单C(i，{H 一，H }，{B 一， }， 

{t1，⋯， ))储存着V(Gi)的满足 H 一，H ，B 一，B 和 ， 

⋯
，t 所规定的所有约束条件的最优聚类的费用。显然，结点 

i的不同动态规划表单至多有 2 ·(6+1) · 。个。在 

给出结点 i的所有后代的动态规划表单后，町计算结点 i的 

动态规划表单。更明确地讲，我们将利用结点 i的所有孩子 

的动态规划表单来计算结点i的动态规划表单。分情形计算 



如 F。 

如果 i是T的一个叶子结点，则有 I X 1=1，可设 Xi一 

{ )。分为两种情形： 

若顶点 不是一个终端(即 D)，则 

c ㈦ ㈨ ={ ’主 
若顶点 是一个终端，则 

C( ， )，B1，0)一十。。 

c ㈨  一 
w v

’

兰1
2h ～ ’ 议 

如果i是丁的一个引入结点，则i有一个孩子 并且存 

在顶点73EV使得x =XjU{73)。图G 可看作是由图G 添 

加顶点 和若干条从 到xJ中的顶点的边构成。顶点 和 

(GJ)一 中的所有顶点都不相邻。 

设 墨 的一个聚类是H -．，Ha，q<-b。将顶点73放入该 

聚类的某个子类中或单独作为一个子类，就得到 Xl的一个 

聚类，故 X 的聚类形如 H ，⋯，H U{ )，⋯， +。，意味着 

顶点 被放人第P个子类，pE{1，2，⋯，q+1)。若顶点 单 

独作为一个子类，则 Hq+ 一{ }，否则 Hq+ = 

记 G( =∑uEHlW ，z∈{1，2，⋯，g+1}且 l=／=p。记 

( )一 +∑ C (口)。 

若顶点 不是一个终端，则 

C(i，{HI，⋯， U{ )，⋯， + )，{B 一 ，⋯，B }， 

{f 一o，⋯，tq+1))一 ( )-}-C(j，{H1，⋯， ，⋯， 

Hq}，{B 一C1( )，⋯， — (口)，⋯， 一G (口)}， 

{白，⋯0，⋯， )) 

c(i，{H1，⋯， U{73)，⋯，Hq+ )，{B1，⋯，B ，⋯， 

+1)，{t ”1，⋯，tq+ ))一 C=f(口)+c(j：，{H1，⋯， 

，⋯， )，{B-一C1(口)，⋯， 一 ( )，⋯，Bq—C口 

( )}，{t1，⋯1，⋯，tq}) 

若顶点 是一个终端，则 

C(i，{H ，⋯， U㈤ ，⋯， + )，{B ” ，⋯，B+ )， 

{tl，⋯o，⋯，tq+l})一+∞ 

C(i，{H 一， U㈦ ，⋯，Hq+1}，{B “ ，⋯， +1)， 

{tl，⋯1，⋯， l})一∑G(口)+c( ，{H1，⋯， ，⋯， 

Hq}，{B 一CI(口)，⋯， — ( )，⋯，B口一G ( ))， 

{tl，⋯0，⋯，岛)) 

如果 i是 T的一个遗忘结点 ，则 i有一个孩子 并且存 

在顶点vEV使得X』：XiU{u)。此时G和G 是同一个图。 

在 墨 的一个聚类中去掉顶点 ，就得到了X 的一个聚 

类，设为 H -．，Ha，口≤b。因此，结点 i的动态规划表单 c 

( ，{H “，Hq}，{B ”，Bq}，{t 一，tq})储存着如下q+2B 

个值中的最小者。 

c(j，{H1，⋯HpU{口)，⋯，Hq)，{B “，Bq}，{t ”，tq}) 

( 一1，2，⋯ ，q) 

C(j，{H1⋯，H ，{ })，{B -．，Bq，B )，{ ”，tq，0}) 

(鼠+1=l，⋯ ，B) 

C(j，{H1⋯，H日，{ ))，{B “，Bq，B )，{t “，岛，1)) 

(B+1=l，⋯rB) 

注意到顶点 在后续计算中不再出现，并且后 2B个值 

中的最小者是 

c(j，{H1⋯，Hq，{口))，{B1，⋯，Bq，B)，{tl，⋯，tq，1}) 

因此 ，结点 i的动态规划表单 C(i，{H ，⋯，Hq}，{B ， 

⋯

，Bq}，{tl，⋯，岛))储存着如下q+1个值中的最小者。 

C(j，{H1，⋯， U{ }，⋯， }，(B ，⋯，B口)，{t ，⋯， 

})( 一1，2，⋯，口) 

C(j，{H1⋯，Ha，{口))，{B 一， ，B)，{tl，⋯，岛，1}) 

如果i是T的一个联合结点，则i有两个孩子J 和J． 并 

且 X ：墨 = 。图 G 可看作是 和 的并图。 

考虑 X 的一个聚类 H ”，H日，q~b+l。用 表示 V 

(G)的聚类中包含 的子类，z一1，2，⋯，q。砖 的费用在 

G 上的限制B ，由以下两部分构成 

G一∑ ∈H， +∑ ∈H，∑：∈ H，训 

Bt— C=f一 ∑ ∈ ∑ EV(Gi)＼~I＼Xf叫 + ∑ ∈蛳 "LU + 

∑ ∈ H ∑ eV(G~)＼niw 

只要知道了H ”，H口，C=f马上就能计算出来。 

注意到 X 的聚类 H “，H 既是XJ，的聚类，也是 ， 

的聚类。分别用H{·和H{z表示V(GI，)和V(G。)的聚类中 

包含 H2的子类 ，z一1，2，⋯，q。令 

B“一 ∑ EH￡∑ ∈y(G
，1
)＼HJl＼ f1 + ∑ ∈叫1＼ + 

∑ ∈ 1＼Hl∑ ∈ )＼ w 

B2 一 ∑ ∈Hf∑ ∈Ⅵ 
。
)＼ 2＼ 

。

让J位 + ∑ ∈ 2＼H t + 

∑ ∈HJ2＼Hl∑zEV(Gj )＼ 2 W 

则有：B z+B 一Bz—G。因此，对每一个可能的 —G 的 

值，可以在至多 B次之内猜出最优的B 和B 我们有：B 

+Cl：t3il和B z +C=f—B{z，这里 Bil和B{z分别表示 Hj的 

费用在 和G 上的限制。还有：B{ +B{z—G— ，￡一1， 

2，⋯ ，q。 

计算结点 i的动态规划表单c(i，{H 一，Hq}，{B ”， 

Bq}，{t 一， })的基本公式如下 

C(i，{Hl，⋯，Ha)，{B1，⋯，Bq}，{t1，⋯， )) 

一 c(j． ，(H1，⋯，Hq}，{Bf ，⋯， }，{舛 ，⋯，毋})+ 

C(jz，{H 一，Hq}，{B{z，⋯，B )，{矗z，⋯，毋})一 

∑C』 
Z= 1 

如前所述，结点i的不同动态规划表单至多有 ·(6+ 

1)抖 · 州个。根据上式，每个动态规划表单的值可通过取 

至多2叶 · ¨个值中的最小者来得到。为简化计算，需要 

作如下几点说明 

若某个 包含至少两个终端，则结点i的所有动态规划 

表单的值均为+。。。 

若 包含一个终端，则凡是出现t 一0的所有动态规划 

表单的值均为+cx3，而t 一1只能拆分为 = z；1，f一1，2， 

⋯

·q0 

若 不包含终端，则 一O只能拆分为 一 一O，而 一 

1只能拆分为 一。且 z一1或者 =1且 z—o。 

设结点r是T的树根。在计算出所有其他结点的动态规 

划表单之后，可计算结点 r的动态规划表单。注意到 Gr= 

( ，E)一G，因此结点r的动态规划表单所有值的最小者就是 

图G上有界聚类问题的最优值。 

· 243 · 



 

由于 T有 ()( )个结点，故整个算法的时间复杂性为 O(n· 

20 +0·(6+1) + ·B + )。 

为了得到最优聚类，可应用标准动态规划的附加簿记 

(additional book-keeping)方法，在给出每个动态规划表单值 

的同时，储存相应的部分聚类。算法的时间复杂性不变。 

综上所述，得到如下定理。 

定理 1 存在求解限制树宽图上有界聚类问题的拟多项 

式时间精确算法，其运行时间为 O(n·2。抖。·(6+1)” · 

B 抖 )。 

接下来说明如何对这一拟多项式算法进行修正，得到多 

项式时间近似算法。 

令 口一 。~fe"t'N,gt vEV的新权 =L · J。 

置每条边eEE的新权 叫 一La· j。令 B 一aB—r 3n／e]。 

显然 ，若在取整 以前 的问题 中有一个预算为 B的可行 聚类 

(每个子类的费用不超过 B)，则在新问题(取整以后的问题) 

中有一个预算为 B 的可行聚类(每个子类的费用不超过 B )。 

对于新问题，我们调用如前所述的算法，其运行时间为 

B 一r 3 ／￡]和rl的多项式函数，得到一个预算为B 的最优聚 

类。设它的目标值为 OP ，我们有 OP ≤a·OPT。显然， 

该聚类也是取整以前的问题的一个聚类。注意到对于vEV 
， 1 ， ， 

和eEE分别有 叫 ≤ +上和 硼 ≤ + 
。 对于取整以 

“ “ 

前的问题，所得聚类的目标值至多是 

Q 十 ≤o尸T+￡B~(1q-e)．OPT 
a 口 

该聚类中每个子类的费用至多是 

+塑 ≤B+￡B一(1+￡)B 
口 

这样得到如下定理。 

定理 2 存在求解限制树宽图上有界聚类问题的近似算 
一 26+3 

法，该算法可在 0( ·2。抖。·3 抖 ·(6+1)针 )时间之内 

得到(1+￡)一近似解，其中每个子类的费用不超过(1+￡)B，其 

中s是任意小的正数。 

3 有界聚类问题的一个变形 

本节研究限制树宽图上有界聚类问题的一个变形，要求 

每个子类恰好包含一个终端。 

首先利用上一节给出的算法得到限制树宽图上有界聚类 

问题的一个(1+7 -)一近似解(允许有的子类不含终端)，其中 

每个子类的费用不超过(1+寺)B。我们现在描述如何利用 

它来得到变形问题的一个(1+e)一近似解，其中每个子类的费 

用不超过(2+DB。 

若变形问题存在可行解，则它的目标值(该聚类中所有子 

类的总费用)至多为1 D1·B，l Dl表示终端的数目。这意味 

着我们刚才所得限制树宽图上有界聚类问题的(1+寺)一近似 

解的目标值至多为(1+ )·I DI·B，因为变形问题的最优解 

一 定是限制树宽图上有界聚类问题的可行解。又由于该(1+ 

寺)一近似解中每个子类的费用不超过(1+寺)B，我们可以将 

该解中的所有子类分成l D1组，使得每组恰好包含一个终端 

并且费用至多为2·(1十÷ )B一(2+e)B。每组作为一个子 

类 ，这些组便构成 了变形 问题的一个(1+￡)近似解，其中每 

个子类的费用不超过(2+￡)B。 

这样我们便得到： 

定理3 存在求解限制树宽图上有界聚类变形问题的近 

似算法，该算法的运行时间为()( 芸．2 _{．3。 ．( 十 

1)抖 )，可得到(1十￡)一近似解，其中每个子类的费用不超过(2+ 

￡)B，￡是任意小的正数。 

结束语 本文研究了限制树宽图上的有界聚类问题和该 

问题的一个变形，给出了拟多项式时间精确算法或多项式时 

间近似算法。可尝试寻找限制树宽图上有界聚类问题和它的 

变形问题的真正意义上的(1+e)一近似算法(所得聚类中每个 

子类的费用均不超过 B)，也可以继续研究其他图上的这一问 

题，给出好的算法。 
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