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摘 要 在实际应用中，信息系统通常不满足完备性，直接采用经典粗糙集无法进行有效求解。针对该 问题，在粗糙 

集中引入形式概念分析，通过探讨二者之间的关系，在不完备信息系统中提 出了两大理论融合下的知识获取模型。在 

该模型中，首先将不完备信息系统转换为单值形式背景，提 出了相容概念和相容概念格，然后基于相容概念对不完备 

信息系统 中的一些常见问题(如上下近似算子、核、约简等)的求解进行了研究，最后探讨了相容概念在不完备决策表 

中的应用。该模型不仅对两种理论之间的融合研究进行 了有益探索，而且为不完备信息系统 中的一些基本问题求解 

提供 了一种新 的思路 。 
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Abstract In practical applications，some common problems in information system can’t be solved effectively based on 

the classical rough set due to its incompleteness．To solve this problem，the paper introduced formal concept analysis in— 

to rough set，proposed a knowledge acquisition model in incomplete information systems by discussing the relationship 

between formal concept analysis and rough set theory．First by converting incomplete inform ation system into a one-va- 

1ued context，consistent concepts and consistent concept lattice were proposed．Then some common problems in incom— 

plete inform ation systems were studied，such as upper and lower approximations，cores，reducts，etc．Finally，the applica— 

tion of consistent concepts in a decision table was discussed．The proposed model not only explores the fusion of two 

theories greatly，but provides a new idea for solving some basic problems of incomplete inform ation system． 
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1 引言 

粗糙集理论是 1982年由波兰学者 PawlakEl_提出的一种 

处理不确定性信息的数学方法，粗糙集理论由于不需要关于 

数据额外的信息 ，并且能够分析处理不精确性和不完全的信 

息和知识，因此在知识发现、数据挖掘和模式识别等领域有广 

泛的应用[。 ]。1982年德国学者 wme[ ]提出了形式概念分 

析理论 ，形式概念分析不仅具有良好的数学性质，还能够直观 

展现概念间泛化和特化关系，目前已作为一种有效的工具在 

数据挖掘、软件工程、信息检索等诸多领域有广泛的应 

用 。 

粗糙集和形式概念分析作为数据建模和数据分析的互补 

性工具，尽管在研究方法上存有差异，但因有相同的研究背景 

和目标，必然也存在一些共性。研究二者理论的异同，各取所 

长，并且构建两者间的联系，国内外学者对此也已经做了众多 

的研究[13-18]。例如，Kent将粗糙集和概念格融合提出了粗糙 

形式概念分析理论_1 ；Yao在数据分析中对形式概念分析和 

粗糙集进行了对 比研究_1 ；Lai和 Zhang基于形式概念分析 

到稿日期 ：2013—09—23 返修日期：2013—12—27 本文受国家 自然科学基金资助项 目(61175067，61272095，60970014)，山西省科技攻关项 目 

(20110321027—02)，山西省回国留学人员科研项 目(2013—014)资助。 

李 ,~[(1988--)，女，硕士生，主要研究方向为形式概念分析；王素格(1964--)，女 ，教授，主要研究方向为自然语言处理、智能检索等，E—mail： 

wsg@sxu．edu．cn(通信作者)；李德玉(1965一)，男，教授。博士生导师，主要研究方向为人工智能等；1~N'qz(1982一)，男，博士后，主要研究方向 

为数据挖掘；翟岩慧(1981一)，男，博士生，主要研究方向为概念格。 

· 25O · 



和粗糙集理论对模糊背景下的概念格进行了研究 ，并且验证 

了基于粗糙集的概念格比基于形式概念分析的概念格表达知 

识的能力要弱L】 ；Wang揭示了概念的外延和粗糙集理论的 

等价类的一般关系，并且研究了概念格中形式背景的约简和 

粗糙集理论中属性约简的关系『1。 ；Kang把形式概念分析引 

入到粗糙集中，提出了一种基于形式概念分析的粗糙集模型， 

为粗糙集提供了一种新的基于形式概念分析理论的解释[” ； 

Wei和 Qi分别在粗糙集及形式概念分析视角下研究了约简 

理论，并对二者进行了比较研究[”]等等。 

本文提出了一种基于形式概念分析的不完备信息系统中 

的知识获取方法，该方法是对文献1-17~中所提方法的拓展和 

延伸。在文献1-17~中，作者仅讨论了完备条件下的离散信息 

系统。然而在实际应用中，信息系统通 常是不完备的，基 于 

此，本文在不完备信息系统中引入了形式概念分析，探讨了形 

式概念分析在不完备信息系统中的应用。 

本文第 2节概要介绍了形式概念分析和粗糙集的基本概 

念；第3节将不完备信息系统转换为单值形式背景，提出了相 

容概念和相容概念格；第 4节探讨了基于相容概念的知识获 

取方法；第5节给出了相容概念在不完备决策表中的应用。 

2 基本概念 

2．1 形式概念分析 

定义 1l1。] 形式背景为一个三元组 K一(G，M，J)，其中 

G表示由所有对象构成的集合，M 表示 由所有属性构成的集 

合，IC_GXM表示由G和M 中元素之间的关系构成的关系 

集合，对于任意 gEG和mEM，(g， E 表示“对象 g具有 

属性m”。 

定义 2119~ 在 K一(G，M，I)中，设 A G，B M，记 

A ={mEMl(g，m)E I，VgEA) 

B ：{gEGI(g，m)Ej，V ∈B) 

如果A 一B且B 一A，则称(A，B)为一个形式概念，简称 

概念，其中A为外延，B为内涵。由所有概念组成的集合记 

为 凹(K)。对于任意两个概念(A ，B )和(Az，Bz)，二者之间 

的偏序关系定义如下： 

(A1，B1) (A2，B2)㈢ A1 A2(甘 Bl Bz) 

引理 1l_1。] 对任意对象子集 A，A ，A2 G和任意属性 

子集 B，B ，Bz M，有下列结论成立： 

(1)A1 A2 A2 A1 ；(2)B1 B2 B2 B1 ； 

(3)A A ；B 三 ；(4)A 一A ；B 一／3"。 

引理 2[】叼 偏序集(翻(K)， )是一个完备格 ，相应的下 

确界和上确界为： 

^(A ，B )一(nA ，(UB ) ) 
tE1 tE 7 tE 7 

V(A ，B，)一((UA ) ，nB ) 
tE1 tE 』 tE7 

其中，(Af，B )∈ (K)，T是指标集。称完备格( (K)， )是 

由形式背景 K导出的概念格 ，简记为劣(K)。 

2．2 粗糙集 

定义 3Ezo~ 信息系统 S表示为一个 四元组(己，，AT， ， 

厂)，其中，U是由有限对象构成的非空集合，A丁是由有限属 

性构成的非空集合， —U e 、／Ⅱ是属性值域， 是属性a 

的值域，厂是从 U×A丁到 的映射，即对任意的 EU，a∈ 

AT，有 f(x，口)E ；如果至少存在一个属性 口EAT， 包含 

空值，则称 s是一个不完备信息系统。 

例如，表 1是一个关于小汽车的不完备信息系统，其中 

al表示 Price，a2表示 Mileage，a3表示 Size， 表示 Max- 

Speed，*表示对应的属性值域的某个值 。 

表 1 一个关于小汽车的不完备信息系统 

l rd2 3 4 

在不完备信息系统 S=(U，AT， ，)中，每一个属性子 

集B A丁都决定了u上的一个二元关系R(B)，设B，C 

A丁，如果 mEB且R(B)=R(B--m)，则称 m在 B中是不必 

要的，否则称 在 B中是必要的；如果每一个 m∈B都为 B 

中必要的，则称 B是独立的，否则称 B是依赖的，由所有独立 

的属性子集构成的集合记为 INDs；如果 C B，C是独立的 

且R(B)一R(C)，则称 C是B的一个约简，B的所有约简记为 

Reds(B)；由B中所有必要属性组成的集合称为B的核，记为 

Cores(B)；如果 R(B) 尺(C)，则称 B—C是一个函数依赖。 

3 不完备信息系统中的相容概念及格结构 

一 个不完备信息系统本质上是一个不完备多值形式背 

景[ ]，而形式概念分析处理的数据集通常是典型单值形式背 

景。基于此 ，对任意 ．72，yEU，mEAT，本文通过如下规则： 

，y)Isme~f(x， )一f(y，m)Or f(x，m)=*or f(y， )一* 

将不完备信息系统 

S一(U，AT，V，，) 

变换成一个单值形式背景 

Ks一 (U×U ，AT，fs) 

例如，表 1所列的不完备信息系统转换后的单值形式背 

景如表 2所列。 

定理 1 在形式背景 Ks一(U×U，AT，Is)中，设 B，B1， 

B2 AT，则下列结论成立 ： 

(1)B 是论域 U上的相容关系； 

(2)如果B1 B2 则B 一B2 ，即Bl 和B 2 是论域L，上 

的同一个相容关系； 

(3)对于任意属性子集 B，总存在属性子集 ∈ (S)， 

满足：在论域 【，上，B与 下的相容关系是相同的，其中 鼬  

(S)是 Ks中所有内涵的集合。 

证明：(1)显然 B 为论域 U上的一个二元关系，且满足 自 

反性和对称性，即B 是论域 U上的相容关系。 

(2)由引理 1得 B1 一B2 甘B1 一B2 筒B1 一B2 。 

(3)由引理 1得 B 一 ，即在论域 U上，B与 下的相 

容关系是相同的。证毕。 

由定理1可知，任何属性集B AT与其内涵 E (s) 

下的相容关系是相同的，换句话说， (s)中包含多少元素， 

那么在论域u中就有多少个互不相同的相容关系(在本文所 

定义的转换规则下，所有可能得到的相容关系)。 
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表2 变换后的单值形式背景(由表1导出) a2})简记为{(1345，2356)，ala2)，其余类似。 

下面给出不完备信息系统中相容概念的定义。 

定义 4[ 已知 R是论域U上的一个相容关系，设 Q 

U，如果 Q是满足下列条件的最大子集，且 ，Y∈Q，则( ， ) 

∈尺，称 Q是论域 U中R关系下的极大相容块。所有 R关系 

下的极大相容块的集合记为： 

U／R一{Ql，Q ，⋯ ，Q } 

事实上 ，U／R是论域 U的一个覆盖，且 U／R与相容关系 

R之间是一一对应的，即如果已知 U／R，则可推导出R：{(U， 

)∈Q ×QJ lQ ，QJ∈U／R}；如果已知相容关系R，则可推导 

出U／R。 

在形式背景 Ks一(U×U，AT，Is)中，假设 R U×U，B 

AT，(R，B)是 Ks中的一个概念，由于 U／R与R之间相互 

唯一决定，因此可将(R，B)变换为(U／R，B)，也可将(U／R，B) 

变换为(R，B)。 

定义 5 称变换后的概念(U／R，B)为相容概念，所有相 

容概念的集合记为搿(S)。相应的概念格称为相容概念格，记 

为幼(S)。 

显然，U／R为论域 【，中内涵 B下的覆盖(由极大相容块 

构成)，内涵 B是指与覆盖 U／R(由极大相容块构成)相对应 

的最大属性子集。 

生成相容概念格的概要步骤如图 1所示。 

例如，基于图 1所示的概要步骤，由表 2得到的相容概念 

格如图 2所示，其中，({{m，“3，U4，U5}，{U2，U3，砒，U6}}，{al， 
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图 1 生成相容概念格的概要步骤 

图2 表 1的相容概念格 

设 U／R ，U／Rz是论域的覆盖，如果对任意 P∈U／R 总 

存在 Q∈U／P, 满足 pc_Q，则称 U／R2粗于 U／R ，或称 u／R 
～ ，、 ， 

细于U／R2，记为 L『／R U／R2。如果 U／R U／R2且 己，／R2 
，、 ， 

U／尺 ，则记为 U／R =U／R 。 

定理 2 在 聪 =(UxU，A丁，Is)中，设 尺，Rl，R2 × 

U，B，B ，B2 AT，则下列各式成立： 
， 

(1)U／R1 U／R2 R2 R1 ； 
～  

(2)B1 B2=*U／B2 ~_U／B1 ； 
， 

(3)U／R U／ ； 

(4)U／B =V／ 。 

证明：由引理 1即得。证毕。 

定理 3 在经变换后的完备格凹(S)一(嬲(S)， )中，相 

应的下确界和上确界为： 

八(U／R ，B，)=(U／nR ，(UB ) ) 
tET r∈T ￡∈ 』 

V(U／R ，B )一(U／(UR ) ，nB ) 

其中，(U／R ，B )∈凹(S)，T是指标集。 

证明：与文献1-19]中的证明过程类似。 

相容概念格清晰地展现了不同粗细程度下的所有覆盖 

(由极大相容块构成)的层次结构模型。在相容概念格 中，依 

据定理 3的求解方法，我们可以算 出任意两个或多个相容概 

念的上确界和下确界 ，即基于形式概念分析，可以求解同时粗 

于两个或多个覆盖(由极大相容块构成)的最细覆盖(由极大 

相容块构成)，也可以求解同时细于两个或多个覆盖(由极大 

相容块构成)的最粗覆盖(由极大相容块构成)。 

例如，在图 2中，同时粗于覆盖 {145，256，3)和覆盖 {l， 

26，345，356)的最细覆盖是{1345，2356}，同时细于覆盖{145， 

256，3}和覆盖{l，26，345，356}的最粗覆盖是 {1，26，3，45， 

56}。 

4 基于相容概念的知识获取 

引理 3[19] 在形式背景 K一(G，M，D中，设 B M，如果 

是 K中所有内涵的集合，则 



 

if,一n{T∈ IB T) 

定理4 在不完备信息系统 S一(u，AT， ，_厂)中，设 B 

A丁，如果(UB， )∈翊(S)，则 ％ = B 。其中， 一n{TE 

(S)『B 丁}，( ， )∈ (S)。 

证明：由引理 1可知(B ) 一 且 ( ) = 一B ，显然 

(B ， )是一个概念，(B ， )经变换后为(U／B ， )∈历(S)， 

又由引理 3可知 =if,，所以 ％一U／B 。证毕。 

由定理 1可知，论域 U中属性集 B下的覆盖 (由极大相 

容块构成)与内涵 下的覆盖(由极大相容块构成)相同。如 

果能够得到内涵 下的覆盖，那么就可得到属性集 B下的覆 

盖(由极大相容块构成)。基于此，由定理 4可知，如果给定所 

有相容概念 ，那么属性集 B下的覆盖(由极大相容块构成)即 

为 U／B ，其中(U／B ， )∈翊(S)。 

依据定理 4，可求解任意对象子集在某属性子集的上、下 

近似算子。设 X U，B A丁，X关于R的下近似定义为： 

R(X)一 U P 
— P x andP∈％ 

相应地，X关于R的上近似定义为： 

R(X)一 U P 
P『1 ≠ andP∈ 

其中，R=B ，(％ ， )∈ (S)。 

下面讨论如何基于相容概念在不完备信息系统中求解约 

简、独立、核等粗糙集中一些最基本的问题。 

定理5 在不完备信息系统S一(u，AT， ，_厂)中，有下列 

结论成立： 

(1)INDs一{B A丁I Va∈B， _‘ ≠ } 

(2)Cores(B)一{a∈Bl 一 ≠ } 

(3)CEReds(B)当且仅当 ： ，且不存在 ClCC满足 

§ 一 。 

证明：由引理 1、引理 3得， ’≠ 甘(B一{口}) ≠if' 

甘(B一{a}) ≠ 甘(B一{a}) ≠B 甘R(B一{a})≠R(B)，显 

然，结论(1)一(3)是成立的。证毕。 

例如，表 1中所有的相容内涵如表 3所列，依据定理 5， 

参照表 3，求解可以得到 INDs一 {a1，a3，a4}，Cores(B)一 

{n1，a4}，Reds(B)一{口1a4)，其中 B=a1a2a4。显然，经比对， 

本文提出的方法与粗糙集中的求解方法所得到的计算结果是 
一 致的。 

Tl rr2 

a2 a1a2 

T8 

l 2 a3 4 

定理6 在不完备信息系统s=(u，AT，V，，)中，设B，C 

A丁，下面结论成立 ： 

(1)B_一C当且仅当C ； 
、 ， 

(2)B_+C当且仅当 ％ ％。 

证明：(1)由引理 1、引理 3、定理 1得 B--,'Ce=~R(B) 

R(C)甘B C，舒 甘C ㈢C 。 

(2)由引理 1、定理 1和定理 2得 B—C R(B) R(C)㈢ 

B C 日 ㈢L U／C"％=)U／B u／U~％ ％ 。 

证毕。 

5 决策表中的相容概念 

决策表是一类特殊而重要的信息系统 ，并且以其可以形 

式化地描述与表达多数决策问题等优点在决策应用中起着重 

要的作用。下面将重点讨论不完备信息系统中相容概念在不 

完备决策表中的应用。 

定义6 不完备信息系统s={u，AT， ，．厂}称为一个不 

完备决策表，若 AT—MUN，MRN一 。其中，M 称为条件 

属性集 ，N称为决策属性集。事实上，不完备决策表由 SM一 

(U，M， ， )和 SN一(U，N， ，̂ )两部分构成，相应地， 

称(U／B ，B)∈甥(SM)为条 件相容 概念，称 (U／D ，D)∈ 

毋(S～)为决策相容概念，其中 B M，D N。 

例如，表4是一个不完备决策表，其中，M一{m，az，⋯， 

a4}，N一{d1，d2)。下文中，将u一{“1，u2，⋯，M6}简写为U一 

{1，2，⋯，6)。 

定义 7 设(U／B ，B)∈毋(SM)，(U／D ，D)∈ (SN)，称 

(U／B ，B)R~ughT"(U／D 
，D)是由一组决策规则构成的决策 

组。其中包 含的决策规则定义如 下：令 X∈U／B 和 y∈ 

D ，如驰(X)表示对相容类 X的描述，deso(y)表示对相容 

类 y的描述。决策规则定义为： 

r：如 (X)=》 gsD(y) 

规则的确定性因子定义如下： 

(X，y)一lynXl／lXf，O< (X，y)≤1 

当 (X，y)=1时，y是确定的决策规则；当 O< (X，y) 

<1时，r是不确定的决策规则。 

表 4 一个关于小汽车的不完备决策表 

a1 

high 

low 

high 

low 

a2 

high 

high 

a3 a4 d1 d2 

full low good good 

full low goo d good 

compact high good 

full high excel poor 

full high excel poor 

full * poor 

例如，在表 4所列的决策表中，决策组({1，26，3，45，56}， 

口1n2口。n ) ({123，456}，dld )包含如下决策规则，其中 

确定性决策规则： 

(al，high)A(a2，high)A(a3，ful1)八(a4，z0训) 

(dl，good or*)A(dz，good) 

(al，*)̂ (az，*)̂ (aa，compact)̂ (a4，high)=~ 

(dl，good or*)A(d2，good) 

(al，high or*)̂ (az，*)A(a3，fuzz)̂ (a4，high)=* 

( l，excel or*)A(dz，poor) 

(口l，low or*)A(a2，high or*)八(n3，ful1)A(n4，high or 

*) 

( l，excel or*)A(dz，poor) 

不确定性决策规则(确定性因子均为 0．5)： 

(al，low)̂ (az，high or*)A(aa，ful1)̂ (a4，low or*) 

(dl，good or*)A(dz，good) 

(al，low)̂ (az，high or*)A(aa，ful1)八(a4，low or*) 

( 1，excel or*)^( 2，poor) 

如果决策组(U／B ，B)R~ugh~'(U／D"
，D)中的所有决策规 

则均为确定性决策规则，即U／B ~_G_U／D ，则称 B—D为S上 

的概念决策依赖。事实上，概念决策依赖就是建立条件相容 

概念内涵与决策相容概念内涵之间的依赖关系。例如，在 
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表 4所列的不完备决策表中，所有概念决策依赖有：32a 一 

d1，al口2a4_’ l，a2a3a4·  ，a1aza3a4·  l。 

在决策组中，不同的条件属性(或属性集)相对于决策属 

性集 D的重要性程度可能不同。为了度量决策组(U／B ，B) 

一 Rough(U／D 
，D)中某些条件属性(或属性集)B C_B相对于 

决策属性集 D的重要程度，设 (％ ， )∈嬲(S)，R 一( ) ， 

R 一( 1) ，我们定义了如下所示的基于相容概念的属性 

重要性因子 ： 

1 

pBD(B )一 (1 U R yl—l U R zy1) 
。 lu l Y∈ 一  Y 一  

其中， 

R1y— U X，R2y= U X 
— XG Y andX∈ 一 XZY and ∈ 一B

， 

显然，彻 (B )越大，B 相对于 D则越重要。例如，在表 

4中，我们可以得到决策组 

({126，3456}，Ⅱ2口4) ({1236，3456}，d1) 

则 a 和 a 相对于 d-的重要性因子分别为0和 1，显然 ，相对 

于决策属性 d ，条件属性 的重要性明显要强于nz。 

事实上，鉴于 nz相对于 d 的重要性为零，即使将决策组 

({126，3456}，。2n4) 竺 ({1236，3456}，d1)中的条件属性 

a 去掉，对该决策组 中的确定性和不确定性决策规则(决策 

及相应的确定性因子)也没有任何影响。 

结束语 本文把形式概念分析引入到离散的不完备信息 

系统中，探讨了形式概念分析在不完备信息系统中的知识获 

取。通过构建不完备信息系统中的相容概念格，对不完备信 

息系统中的一些常见问题(如上下近似算子、核、约简等)的求 

解进行了研究，并且讨论了相容概念在不完备决策表中的应 

用。把形式概念分析引入到不完备信息系统中，有助于我们 

从形式概念分析的角度更好地理解并解决粗糙集中的一些问 

题。对于一些特殊的粗糙集模型(如变精度粗糙集模型、模糊 

粗糙集模型和概率粗糙集模型等)，我们将继续研究如何与形 

式概念分析进行更为广泛的融合。 
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