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摘　要　文中利用运动中共线点的几何特性来获得多摄像机的内外参数.首先,由空间中共线点与图像点之间的对

应矩阵来得到对内参数的线性约束,获得了多个摄像机的内参数;然后,根据共线点在摄像机组中各个摄像机下运动

前后的坐标,获得摄像机相对于基准摄像机的旋转矩阵和平移向量,以求出摄像机的外参数;最后,进行模拟数据实验

和真实图像实验,结果表明了该方法的可行性和有效性.
关键词　多摄像机,共线点,单应矩阵

中图法分类号　TP３９１．４１　　　文献标识码　A
　

UsingCollinearPointsSolvingIntrinsicandExternalParametersofMultipleCameras
LUO Huan

(KunmingUniversityofScienceandTechnologyOxbridgeCollege,Kunming６５００００,China)

　
Abstract　ThethesisusedthegeometriccharacteristicsofcollinearpointstogettheintrinsicparametersofthecameＧ
ras．Firstly,thehomographicmatrixbetweenspacecollinearpointsanditsimagepointsisusedtogetthelinearconＧ
straintsoftheintrinsicparametersandtheintrinsicparametersformultiplecameras．Then,accordingtothecoordinates
ofcollinearpointsbeforeandaftermovementineachcamera,therotationmatrixandtranslationvectorofthecamera
relativetothereferencecameraareobtained,andtheoutsideparametersofthecamerasaresolved．Finally,simulation
dataandrealimageexperimentsshowthefeasibilityandeffectivenessofthismethod．
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１　研究背景

摄像机标定[１Ｇ５]利用摄像机所拍摄的二维图像中的已知

信息(特征点追踪、场景结构等)来获得摄像机成像模型中的

所有内外参数.根据所使用标定物的维数不同可将摄像机标

定方法分为４类:基于三维标定物的标定方法[６Ｇ７]、基于二维

标定物的标定方法[８Ｇ９]、基于一维标定物的标定方法[１０Ｇ１２]、基

于零维标定物的标定方法[１３Ｇ１７].

随着多摄像机应用的日益普遍,近年来研究者们开展了

对多摄像机标定的研究工作,研究如何将对单个或少量几个

摄像机的标定技术扩展到多个摄像机的情况,如何高效地标

定多摄像机系统,由此衍生出了一些新的标定方法[１８Ｇ２１].但

仍有许多理论和技术问题需要解决,如遮挡、多视点匹配、多
摄像机标定等.Wang等[２２]根据 Zhang[１０]和 Wu等[１１]的方

法从像平面的单应矩阵出发,标定杆的初始位置固定在x轴

上.首先通过标定杆上点的世界坐标与图像坐标建立对应关

系,然后根据点在世界坐标系中关于中点的约束、等长的约束

得到关于单应矩阵的约束,推导出了关于摄像机内参数的线

性约束.该方法要求标定杆的位置,有很大的局限性.Sun
等[２３]提出了基于标定物体的运动而不需要标定摄像机之间

的对应关系来计算多个摄像机的外参数.虽然对标定物没有

要求,但需要用精密的仪器来追踪物体前后的运动特征,成本

较高,也比较复杂.Liu等[２４]提出用激光探测器扫描的激光

点来对摄像机的外参数进行标定.选取两个相邻摄像机,放

置在激光扫描仪前面至少移动两次,选取激光扫描仪上至少

３个非共线的点求解旋转矩阵,每个摄像机捕捉在不同位置

平面拦截的LRF的激光光斑图像,然后计算旋转矩阵和平移

向量,最后进行非线性优化求得外参数.文献[２５]提出了一

种简单易行的５点标定算法,该算法仅利用矩形的４个角点

和１个中心点对应求解出单应矩阵.该算法通过多次拍摄不

同姿态下的标定图像来提高算法的稳定性,不仅避免了大量

图像点的匹配精准性问题,还具有较好的鲁棒性.文献[２２]

提出的方法限定标定杆必须位于x轴上,而文献[２４]的方法

得到的精度高,但成本也高,过程比较复杂,在此基础上本文

推导出了过原点的共线三点即可求出摄像机的内参数.在求

解摄像机外参数时,标定模板也是只需要３个共线点,选取一

个摄像机作为基准摄像机０,把基准摄像机和另外的摄像机

组成一个摄像机组(０,i)来计算摄像机的外参数,该方法简化

了求解摄像机外参数的标定过程,也降低了标定成本.

２　利用共线点求解多摄像机的内外参数

选取针孔摄像机下的投影分别为a,b,c的３个共线点

A,B,C.在一组具有k＋１的摄像机中,令摄像机０为基准摄

像机,其他摄像机以基准摄像机为参照依次编号为摄像机i,

i＝１,２,􀆺,k.世界坐标系为Ow －xwywzw,摄像机坐标系为

Oc－xcyczc,图像坐标系为o－xy(见图１).

空间中的３个共线点 A０,B０,C０ 在第j次运动后变为

Aj,Bj,Cj,j＝１,２,􀆺,６,共线点运动一次可得到摄像机内参



数的一个约束,运动６次即可获得摄像机内参数.共线点在

针孔摄像机下的投影关系可以表示为:

s１aij＝Ki(Ri Ti)Aj

s２bij＝Ki(Ri Ti)Bj

s３cij＝Ki(Ri Ti)Cj
{ ,i＝１,２,􀆺,k,j＝０,１,２,􀆺,６

(１)
其中,Ki 表 示 第 i 个 摄 像 机 的 内 参 数 矩 阵,Ki ＝
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;Ri 表示第i个摄像机相对于基准摄像机的旋

转矩阵;Ti 表示第i个摄像机相对于基准摄像机的平移向量;

Aj,Bj,Cj 表示空间中的３个共线点的第j次运动的坐标;

aij,bij,cij表示在第i个摄像机下Aj,Bj,Cj 的图像点;si 表示

非零的比例因子.

图１　共线点在多摄像机下的投影

２．１　利用共线点求解摄像机的内参数

设共线点所在的平面为xwyw 平面,下面以基准摄像机

为例,求解基准摄像机的内参数矩阵K０.设共线的三点Aj,

Bj,Cj 在基准摄像机下的投影表示为:

s１a０j＝K０(R０ T０)Aj＝HAj

s２b０j＝K０(R０ T０)Bj＝HBj

s３c０j＝K０(R０ T０)Cj＝HCj
{ ,

j＝０,１,２,􀆺,６ (２)
其中,H＝K０(r１ r２ t)是空间平面到图像平面的单应矩阵.

它的逆矩阵H－１＝(hT
１ hT

２ hT
３ )T 表示图像平面到空间平面

的单应矩阵,则有:

s１H－１a０j＝s１(hT
１ hT

２ hhT
３)Ta０j＝Aj

s２H－１b０j＝s２(hT
１ hT

２ hT
３)Tb０j＝Bj

s３H－１c０j＝s３(hT
１ hT

２ hT
３)Tc０j＝Cj

{ ,

j＝０,１,２,􀆺,６ (３)
命题１　在针孔成像中,令其中一个共线点为坐标原点,

可获得单应逆矩阵H－１的分向量h１,h２.
证明:设 A０,B０,C０ 为共线三点(其中 A０ 位于坐标原

点),且‖B０－A０‖＝L１,‖C０－B０‖＝L２,若A０ 位于坐标原

点,则A０ 的x坐标为０,有:

hT
１a００＝０ (４)
根据A０,B０,C０ 共线点之间线段的比例关系,有:

(L１＋L２)hT
１b０＝L１hT

１c０ (５)

式(５)整理得:

hT
１((L１＋L２)b０－L１c０)＝０ (６)

由式(４)和式(５)有:

h１＝a０×((L１＋L２)b０－L１c０) (７)

由于A０,B０,C０ 共线,有:

hT
２c００－hT

２a００

hT
１c００－hT

１a００
＝hT

２b００－hT
２a００

hT
１b００－hT

１a００
＝hT

２c００－hT
２b００

hT
１c００－hT

１b００
(８)

化简式(８)可以得到:

hT
２[(b００－a００)hT

１(c００－a００)－(c００－a００)hT
１(b００－a００)]＝０

hT
２[(c００－b００)hT

１(c００－a００)－(c００－a００)hT
１(c００－b００)]＝０

(９)

由式(９)得:

h２＝[(b００－a００)hT
１(c００－a００)－(c００－a００)hT

１(b００－a００)]×
[(c００－b００)hT

１(c００－a００)－(c００－a００)hT
１(c００－b００)]

证毕.
命题２　在针孔成像中,令其中一个共线点为坐标原点,

单应逆矩阵H－１的分向量h３ 与分向量h１,h２ 都线性无关.

证明:共线点 A０,B０,C０ 经过运动后,得到新的共线点

Aj,Bj,Cj,由于Aj,Bj,Cj 共线且‖Bj－Cj‖＝L１,‖Cj－
Bj‖＝L２,有:

(L１＋L２)h
T
２b０j

hT
３b０j

＝L２
hT

２a０j

hT
３a０j

＋L１
hT

２c０j

hT
３c０j

(１０)

化简式(１０)得到:
(L１＋L２)hT

２b０jhT
３a０jhT

３coj＝L２hT
２a０jhT

３c０jhT
３b０j＋L１hT

２c０j

hT
３a０jhT

３b０j (１１)

由于a０j,b０j,c０j共线,因此b０j＝λ１a０j＋λ２c０j,其中系数

λ１,λ２ 可由图像点坐标求得,把b０j代入化简后的式子为:

(L１hT
２a０jhT

３c０j－L２hT
２c０jhT

３a０j)(λ１hT
３aoj－λ２hT

３coj)＝０
(１２)

由式(１２)可得L１hT
２aojhT

３coj－L２hT
２cojhT

３aoj＝０,λ１hT
３aoj－

λ２hT
３coj＝０.

L１hT
２aojhT

３coj－L２hT
２cojhT

３aoj＝０,表示物体移动后的直线

与初始位置直线平行,此时对内参数无法构成约束,这个条件

在一般情况下不成立,因此得到一个关于h３ 的线性约束:

(λ１aoj－λ２coj)Th３＝０ (１３)

由于a００,b００,c００共线,因此c００可由a００和b００线性表示为

c００＝a００＋λ３(b００－a００),其中系数λ３ 可由图像点坐标求得.

由共线点的齐次坐标和两点之间的长度关系可以得到:

hT
１c００＝(L１＋L２)cosθh

T
３c００ (１４)

其中,θ 为 共 线 点 所 在 的 直 线 与x 轴 的 夹 角.将c００ 代 入

式(１４)化简可以得到:

λ３hT
１b００＝(L１＋L２)cosθhT

３[a００＋λ３(b００－a００)] (１５)

根据B０ 像点的坐标可以得到:

hT
１b００＝L１cosθhT

３b００ (１６)

把式(１６)代入式(１５)化简后可以得到:
{λ３L１cosθb００－(L１＋L２)cosθ[a００＋λ３(b００－a００)]}Th３＝０

(１７)

即式(１７)是另一个关于h３ 的线性约束.因此由式(１３)

和式(１７)可以得到:

h３≈(λ１a０j－λ２c０j)×{λ３L１cosθb００－(L１＋L２)cosθ[a００＋
λ３(b００－a００)]} (１８)
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因此,向量h３ 与分向量h１,h２ 都线性无关.证毕.

命题３　在针孔成像中,令其中一个共线点为坐标原点,

可获得两个相互垂直的无穷远点的像.

证明:由等长约束‖B０－A０‖＝‖Bj－Aj‖,有:

hT
１b００

hT
３b００

－hT
１a００

hT
３a００( )

２

＋ hT
２b００

hT
３b００

－hT
２a００

hT
３a００( )

２

＝

hT
１b０j

hT
３b０j

－hT
１a０j

hT
３a０j

( )
２

＋ hT
２b０j

hT
３b０j

－hT
２a０j

hT
３a０j

( )
２

(１９)

式(１９)整理后可以得到:

hT
１(b００hT

３a００－a００hT
３b００)

hT
３b００hT

３a００[ ]
２

＋

hT
２(b００hT

３a００－a００hT
３b００)

hT
３b００hT

３a００[ ]
２

＝

hT
１(b０jhT

３a０j－a０jhT
３b０j)

hT
３b０jhT

３a０j
[ ]

２

＋

hT
２(b０jhT

３a０j－a０jhT
３b０j)

hT
３b０jhT

３a０j
[ ]

２

令g１＝b００hT
３a００－a００hT

３b００

hT
３b００hT

３a００
,g２＝b０jhT

３a０j－a０jhT
３b０j

hT
３b０jhT

３a０j
,可得:

(hT
１g１)２＋(hT

２g１)２＝(hT
１g２)２＋(hT

２g２)２ (２０)

由于gT
１h３＝０,gT

２h３＝０,因此 H－１g１ 和 H－１g２ 是空间平

面上的无穷远点,即式(２０)化为:

gT
１H－TH－１g１＝gT

２H－TH－１g２ (２１)

共线点的运动平面为世界坐标的xoy平面,那么无穷远

平面到图像平面的单应矩阵为 H＝K(r１ r２ r３)＝KR,因此

像平面到无穷远平面的映射H－１＝R－１K－１,即式(２１)是关于

无穷远平面上绝对二次曲线的像.式(２１)化简后可以得到关

于K－TK－１的一个线性约束.

(g１＋g２)K－TK－１(g１－g２)＝０ (２２)

其中,g１＋g２ 与g１－g２ 是两个相互垂直的无穷远点的像.

证毕.

２．２　利用共线点求解多摄像机的外参数

在各个摄像机坐标系下(摄像机位于坐标系的原点,即旋

转矩阵为I,平移向量为０),针孔摄像机的投影模型为:

s１aij＝Ki(I ０)Aj

s２bij＝Ki(I ０)Bj

s３cij＝Ki(I ０)Cj
{ ,i＝１,２,􀆺,k,j＝０,１,２,􀆺,６ (２３)

已知图像点aij,bij,cij的坐标和２．１节中求得的各个摄

像机的内参数Ki,根据式(２３)可以得到在第i个摄像机坐标

系下Aj,Bj,Cj 的空间坐标.

命题４　在针孔成像中,根据共线点的一次运动,即可建

立空间坐标系.

证明:令位于世界坐标系原点的摄像机０为基准摄像机,

把基准摄像机和另外的摄像机组成一个摄像机组(０,i).如

图２所示,在基准摄像机坐标系下,标定物上３个共线点初始

位置的齐次坐标表示为A０,B０,C０,标定物上共线三点在第一

次运动后的坐标分别为A１,B１,C１.选取基准摄像机坐标系

下的三点A０,B１,C０,这３个点不共线.令点A０ 到点C０ 的单

位方向矢量为n００,点 A０ 到点 B１ 的单位方向矢量为n０１,

n００１＝n００×n０１,即获得一组在基准摄像机下的单位矢量(n００,

n０１,n００１).同理,在第i个摄像机坐标系下的单位矢量为

(ni０,ni１,ni０１).证毕.

图２　非共线三点坐标架的建立

命题５　通过命题４建立的坐标系,根据坐标系的旋转

和平移,即可得到摄像机的旋转矩阵和平移向量.
证明:根据摄像机组(０,i)建立的单位方向矢量,设基准

摄像机到摄像机i的旋转矩阵表示为R０i,平移矩阵表示为

T０i,则单位方向矢量与旋转矩阵之间的关系表示为:

(n００ n０１ n００１)－１R０i＝(ni０ ni１ ni０１)－１ (２４)

由于A０,Bj,C０３点不共线,因此(n００ n０j n００j)和(ni０ nij

ni０j)是满秩的.旋转矩阵R０i可以由两个摄像机之间建立的

单位方向向量得到:

R０i＝(n００ n０１ n００１)(ni０ ni１ ni０１)－１ (２５)

已知共线点的空间坐标和旋转矩阵R０i,可以得到:

T０i＝A０j－R０iAij (２６)

由命题可以得到每一个摄像机相对于基准摄像机０的旋

转矩阵R０i和平移向量T０i.又因为基准摄像机０位于世界坐

标系原点,所以第i个摄像机的外参数在世界坐标系下也就

是Ri 和Ti.证毕.

２．３　算法步骤

由３个共线点与图像点之间的关系,通过共线点在n(n≥６)

次保持在同一个平面内的运动得到关于K－TK－１的６个线性

约束,可得到摄像机的内参数K.在各摄像机坐标系下,用摄

像机的投影计算标定物体的空间坐标,把基准摄像机和另外

的摄像机组成一个摄像机组(０,i),根据标定物体在摄像机组

中运动前后的坐标,得到物体运动前后的单位矢量,获得平面

法向量,通过单位矢量和法向量构造的坐标系求出摄像机的

外参数,从而得到所有摄像机的外参数Ri 和Ti,为了使旋转

矩阵的结果更精确,可以将标定物移动n(n≥２)次,就可以得

到n个关于式(２５)的方程,表示为R０i＝N３n×３􀭿N－１
３n×３,其中n

是形如式(２５)的等式数目.
具体步骤如下:
第１步　读入共线点的图片,提取共线点在n(n≥６)幅

图像中的像素坐标.
第２步　根据共线点像点的初始值和一次移动后的像点

的坐标,通过式(１８)获得单应矩阵的分量h３,然后计算出正

交消失点g１＋g２,g１－g２.

第３步　已知正交消失点的像,对ω进行 Cholesky分解

再求逆获得内参数矩阵K.同理,可计算出全部摄像机的内

参数.

第４步　由式(２３),求出共线点在各个摄像机下的空间

坐标Aj,Bj,Cj.

第５步　由式(２５)和式(２６)可计算出摄像机的旋转矩阵

Ri 和平移向量Ti.
为了进一步提高标定的精确性,需要使用非线性优化技
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术对摄像机的标定结果进行优化.对于第i个摄像机和标定

物的第j次运动,在每个位置上可以建立标定板平面特征点

到图像平面特征点的一一对应关系,则非线性优化的目标代

价函数为:

∑
k

i＝０
　∑

６

j＝０
‖mij－m－(Ki,Ri,Ti,Mj)‖ (２７)

其中,Mj＝{Aj,Bj,Cj}表示共线点第j次移动的坐标,mij＝

{aij,bij,cij}表示 Mj 在图像平面上实际成像的坐标,m－ (Ki,

Ri,Ti,Mij)表示由摄像机模型计算得到的 Mj 在图像中的成

像坐标.选择使代价函数最小时所对应的各摄像机的内外参

数值作为摄像机优化后的标定结果.

３　实验结果

３．１　模拟数据实验

为了检验本文所提出的标定方法的准确性和可行性,在
本节进行了模拟数据实验和真实图像实验.对所提出的标定

方法在 Matlab７．０软件中进行模拟.假设模拟数据实验中两

个摄像机的内参数已知.图像的分辨率分别为６００∗４００和

６５０∗４６０,标定物为y＝x直线上的３个共线点,标定物经过

６次旋转平移后变成了６组不同的共线点.

为了验证该算法的稳定性和有效性,在图像数据中加入

了均值为０、均方差为０．０~３．０(像素)的不同水平的高斯随

机噪声,在每种噪声水平下分别做５０次独立实验,然后分别

取其平均值,求其绝对误差,实验结果(见表１)验证了该算法

具有一定的稳定性和有效性.

表１　在不同噪声水平下摄像机０和１的标定结果

Noiselevel fu fv s u０ v０

Camera０
Camera１
Camera０
Camera１
Camera０
Camera１
Camera０
Camera１
Camera０
Camera１
Camera０
Camera１
Camera０
Camera１

０

０．５

１

１．５

２

２．５

３

５００ ４００ ０ ３００ ２００
５５０ ４２０ ０ ３２５ ２３０

５０１．３ ４０２．１ －２．１ ２９９．４ ２０１．１
５５０．９ ４２０．３ －１．９ ３２６．２ ２３１．９
４９９．７ ２０３．０ －０．８ ３０２．１ １９８．０
５５２．１ ４２２．１ －１．７ ３２４．３ ２３３．４
５０３．３ ４０３．１ －２．５ ３０３．７ ２０３．３
５５２．８ ４２３．４ －３．０ ３２３．９ ２３４．８
５０３．７ ４０３．２ －２．３ ３０２．６ ２０２．９
５５１．０ ４２５．４ －１．９ ３２６．１ ２３５．６
５０４．２ ４０４．１ －１．７ ３０３．３ ２０５．８
５５４．４ ４２５．６ －２．３ ３２８．５ ２３５．１
５０５．６ ４０６．２ －３．２ ３０６．８ ２０７．６
５５７．２ ４２５．０ －２．８ ３３０．２ ２３８．０

３．２　真实图像实验

本文采用两个摄像机拍摄的真实图像来验证算法的有效

性,图３是用两个不同摄像机在不同位置拍摄的真实图像.

图３　摄像机０和１的真实实验图像

在 matlab中读入真实实验图片,在真实实验中,首先提

取图片中的共线点的图像坐标,由３个共线点与图像点之间

的单应矩阵得到对内参数的线性约束,求解出摄像机的内参

数(见表２).在多个摄像机中选取一个摄像机作为基准摄像

机,其他摄像机依次进行排序.在各摄像机坐标系下,用摄像

机的投影计算标定物体的空间坐标,把基准摄像机和另外的

摄像机组成一个摄像机组,根据标定物体在摄像机组中运动

前后的坐标,得到物体运动前后的单位矢量,进而获得平面法

向量,通过单位矢量和法向量建立的坐标架求出摄像机的外

参数,从而得到所有摄像机的外参数(见表３).

表２　真实图像摄像机内参数实验结果

fu fv s u０ v０

Camera０ １５９８．３ １４０３．１ ０．８ ８１２．５ ６８７．９
Camera１ １３８９．２ １３０１．２ １．０ ６８９．４ ６５５．６

表３　真实图像摄像机外参数实验结果

parameter RotationmatrixR０１ TranslationvectorT０１

Methodin
thispaper

０．６２３５ ０．３９２７ －０．８１２９
－０．４９１１ ０．８４１２ ０．２０１７
０．６３６２ ０．２９７４ ０．６２３１

æ

è
ç

ö

ø
÷ {５７１．８ －１２６．４３０４．９}

结束语　本文在已有研究的基础上,对多摄像内外参数

问题进行了研究.本文提出了一种基于共线点的多摄像机的

标定方法,能将所有摄像机的内外参数标定.首先由共线的

空间点与图像点之间的单应矩阵得到对内参数的线性约束,

从而得到摄像机的内参数;然后根据标定物在摄像机组中运

动前后的坐标,求出摄像机的外参数;最后实验结果表明了该

方法的有效性.本文也存在一些不足,首先在多摄像机标定

中求解内参数时只讨论了二维的情况,没有讨论在三维空间

的情况,在以后的工作和学习中还要对这种情况进行深入的

研究,其次在求解摄像机外参数时,考虑的是保证每个摄像机

能够捕捉到平面,没有考虑覆盖、遮挡等信息,这是下一步研

究的重点.
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较好,适合于大尺度智能驾驶场景的三维场景重建.
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