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摘　要　文中给定整数n＞１,对任意整数定义了自动机Cn,i,确定了自动机的簇{Cn,i|０≤i＜n}中的同步自动机及它

们的最短同步字.此外,根据自动机的转移损耗函数和字的权重平均损耗函数,分析了该类同步自动机在一些经典应

用中的优势.
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１　引言

自动机A＝(Q,A,ξ)是一个三元组,其中Q 为状态集,A
为输入字母表,ξ是一个从A 到Q 的转移幺半群T(Q)的状态

转移函数.显然,只有ξ可以从字母表A 上的自由幺半群

A∗ 扩展到T(Q)上的幺半群的同态,那么很容易定义对任意

字w∈A∗ 在状态转移函数ξ下的像,且w 在任意状态q∈Q
上的作用记为qw.如果自动机A存在一个循环置换字母,就
称A为循环自动机.对于未解释的其他术语和符号,读者可

以参考 Howie[１].
对于自动机A＝(Q,A,ξ),如果存在某个字w∈A∗ 使得

所有状态都能在 w 的作用下转移到同一状态,即|Qw|＝１,
称A为同步自动机,w 为A 的同步字.同步自动机的研究起

源于Černy[２],对于任意整数n＞１,他构造了一个nＧ状态的自

动机Cn,并证明了Cn 有一个长度为(n－１)２ 的最短同步字.
同年,Hennie在研究电子设备的故障检测问题时发现了同步

自动机[３].Natarajan[４]也发现了同步自动机及其在机器人方

面的应用[４].Eppstein重新定义了同步自动机Cn,并且提出

了时间复杂度为 Ο(|Q|３＋|Q|２|A|)的判定自动机A＝(Q,

A,ξ)的同步性算法[５].目前,同步自动机已广泛应用于基于

模型的反应系统测试,工业自动化中的零件处理问题以及

DNA计算.Volkov对同步自动机的应用进行了精彩的调查

与研究[６].
同步自动机理论研究的核心问题之一是最短同步字问

题,特别是Černy提出的猜想:任意状态的同步自动机都有长

度不超过(n－１)２ 的同步字.称这个猜想为Černy猜想.已

证实了循环自动机[７Ｇ８]、欧拉自动机[９]、非周期自动机[１０]、素

数阶的单簇自动机[１１]、广义单演自动机[１２]和有界偏序自动

机[１３]等满足Černy猜想,尽管对Černy猜想的研究已取得一

些进展,但它仍未能彻底解决.Černy猜想现在是自动机的

组合理论领域存留时间最长的公开问题.研究同步自动机的

最短同步字也具有实际意义,因为最短同步字通常意味着更

短的输入指令和更少的操作步数.一般而言,寻找同步自动

机的最短同步字是一项艰难的工作,现已证明同步自动机的

最短同步字长度是一个 NPＧ完全问题[１４Ｇ１７].此外,Martyugin
已经证明即使对于循环同步自动机,其最短同步字也是一

个 NPＧ难问题[１８].因此,对于任意整数,构建nＧ状态同步

自动机的非空簇是有意义的,且该类自动机的最短同步字

是确定的.

本文第２节主要介绍了对于nＧ状态同步自动机的一个

簇Cn 所取得的研究成果.一般根据实际应用的需求,人们需

要考虑同步自动机的性能,例如损耗和效率等问题.第３节

通过使用一种模型来描述同步自动机的性能和分析簇Cn 中

各成员的优点.

２　同步自动机的簇

在下文中提到的整数n＞１,Zn 表示小于n 的非负整数



集,Zn表示在Zn 中与互素的整数集,即:

Zn＝{０,１,,n－１}

Zn＝{k∈Zn|(k,n)＝１}

其中,m－ 表示整数m 模n的余数.如果存在{m－k}k∈Zn ＝Zn,则
称整数集{mk}k∈Zn

为余数系统.引理１和引理２中给出了余

数系统的基本属性.

引理１　 给定一个整数集{mk}k∈Zn
和 一个整数h,则

{h＋mk}k∈Zn
是一个余数系统当且仅当{mk}k∈Zn

是一个余数

系统.
引理２　 给定一个整数集{mk}k∈Zn

和 一个整数h,则

{hmk}k∈Zn
是一个余数系统当且仅当h∈Zn 且{mk}k∈Zn

是一

个余数系统.
在文献[１,４]中提及的自动机Cn 是一个三元组(Zn,{a,

b},ξ),其状态转移函数定义如下:

对于任意k∈Zn,有:

kb＝k＋１,ka＝
k, k≠n－１
０, k＝n－１{

对任意i∈Zn,构建一个自动机Cn,i＝(Zn,{a,b},ξ),其
状态转移函数如下:

对于任意k∈Zn,有:

kb＝k＋１,ka＝
k! k≠i
０, k＝i{

很显然,Cn,i是循环自动机且Cn ＝Cn,n－１,方便起见,令

wi＝(abi)n－２a＝a(bia)n－２.自动机Cn,i的同步性描述如下.

定理１　自动机Cn,i是同步的当且仅当i∈Zn.此外,如果

存在这种情形,则字wi 是同步自动机Cn,i的唯一最短同步字.
证明:假设n≥３,用３个步骤完成证明.
第一步　如果i∈Zn,则自动机Cn,i是同步的.假设i∈

Zn,根据引理２,有:
{mki}k∈Zn ＝Zn (１)

对于任意的非负整数k,有:

０a(bia)k＝０＝ia(bia)k (２)

故,存在以下等式:
(０i)wi ＝０a(bia)n－２

＝０
＝ia(bia)n－２

＝(１i)wi (３)

对任意m≥２且 m∈Zn,可以肯定m和m＋１与１是互不

相同的,所以mi和(m＋１)i与i是互不相同的,因此:
(mi)abi＝(mi)bi＝(m＋１)i
然后根据式(２),有:

wi＝(abi)n－ma(bia)m－２

即:
(mi)wi ＝mi(abi)n－ma(bia)m－２

＝０a(bia)m－２

＝０ (４)
结合式(１),式(３)和式(４)的结果,有:

Znwi＝{mki}k∈Znwi＝０
因此,Cn,i的确是一个同步自动机,且wi 是Cn,i的一个同

步字.
第二步　如果Cn,i是同步的,则i∈Zn.令Cn,i是一个同

步自动机,且u是Cn,i的任意一个最短同步字,且u∉a∗ ∪

b∗ ,因此,有:

u＝bt１as１bt２as２ btgasg (２≤g,０≤t１,sg,１≤s１,t２,s２,,

sg－１,tg)

此外,对任意整数k≥１和 m∈Zn,存在 mak ＝ma 和

mbk＝mbk－ ,所以u的形式为:

u＝bt１abt２abtg－１abtgasg (２≤g,０≤t１,０≤sg≤１,１≤t２,

t３,,tg≤n－１)

由于b在Zn 上是一个置换字母,如果t１≠０,则

|Znabt２abtg－１abtgasg|＝|(Znbt１ )abt２abtg－１abtgasg|
＝|Znu|＝１

因此,对自动机Cn,t而言,字abt２abtg－１abtgasg 是比字u
的长度更短的一个同步字;如果sg＝０,则:

|Znbt１abt２abtg－１a|＝|(Znbt１abt２abtg－１a)btg|
＝|Znu|＝１

因此,对自动机Cn,t而言,字bt１abt２abtg－１a是比字u的

长度更短的一个同步字,故t１＝０,sg＝０且u的形式为:

u＝bt１abt２abtg－１abtgasg (２≤g,０＝t１,１≤t２,t３,,tg≤
n－１) (５)

对任意m∈Zn 和非负整数k≤g,令:

μm
k ＝

１, k＞０且mbt１abt２abtk ＝i
０, k＜０或mbt１abt２abtk ≠i{

同时定义一个非负整数dm,即:

dm＝∑
g

k＝０
　μm

k (６)

接下来,令:

qm
k ＝

m, k＝０
mbt１abt２abtka, k≠０{

显然,对任意k＜g有:

qm
k＋１＝mbt１abt２abtabtk＋１a

＝(mbt１abt２abtabtk＋１ )a
＝(mbt１abt２abtabtk＋１ )－μm

k＋１i

＝(mbt１abt２abta)＋tk＋１－μm
k＋１i

＝qm
k ＋tk＋１－μm

k＋１i

通 过 数 学 归 纳 得 到 等 式 ０＝mu＝m＋∑
g

k＝１
tk－dmi,故

m＋∑
g

k＝１
tk＝dmi.

因此,由引理１和引理２可知,当i∈Zn时,{dmi}m∈Zn
是

一个余数系统.

第三步　当Cn,i是一个同步自动机时,wi 是Cn,i的唯一

最短同步字.令Cn,i是一个同步自动机,根据第一步证明的

当i∈Zn时,wi 是Cn,i的一个同步字,且Cn,i的任意一个同步

字的形式如式(５)所示.对非负整数dm (m∈Zn)的定义如

式(６)所示,整数集{dmi}m∈Zn
是一个余数系统.令

d＝max{dm}m∈Zn

可以确定d≤g.然后根据引理２可知,{dm}m∈Zn
也是一

个余数系统,因此n－１≤d.故

n－１≤d≤g (７)

假设m０∈Zn 使得dm０ ＝d,则存在d个整数g１,g２,,

gd,且０＜g１ ＜g２ ＜  ＜gd ＜g 使得{g１,g２,gd}＝{k|

μm０k ＝i,１≤k≤g}.对任意r＝１,２,,d－１,有:
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i＝m０bt１abt２abtrabtgr＋１abtgr＋２abtgr＋１

＝(m０bt１abt２abtr )abtgr＋１abtgr＋２abtgr＋１

＝iabtgr＋１abtgr＋２abtgr＋１

＝０btgr＋１abtgr＋２abtgr＋１

＝tgr＋１＋tgr＋２＋＋tgr＋１

即:

∑
gr＋１

s＝gr＋１
ts＝tgr＋１＋tgr＋２＋＋tgr＋１ ≥i

因此:

|u|＝g＋∑
g

k＝１
tk≥g＋t１＋∑

g１

r＝１
　 ∑

gr＋１

s＝gr＋１
ts≥g＋t１＋(d－１)i

(８)
由于wi 和u 分别是Cn,i的一个同步字和一个最短同步

字,因此:

|u|≤|wi| (９)
观察可以得到t１＝０且

|wi|＝(i＋１)(n－２)＋１＝(n－１)＋[(n－１)－１]i
根据式(７)和式(８),当

g１＝１

g＝n－１＝d

gr＋１＝gr＋１,r＝１,２,,d－１

∑
gr＋１

s＝gr＋１
ts＝i,,r＝１,２,,d－１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

或u＝wi 时,不等式(９)完全成立.即Cn,i的任意一个最短同

步字u必须与wi 相一致,且wi 是Cn,i的唯一最短同步字.
注记１　自动机Cn,i中所有的同步自动机集用Cn 表示.

根据定理３可知,Cn＝{Cn,i|i∈Zn},它是nＧ状态同步自动机

的一个非空簇.根据定理３探讨Cn 具有的几点属性:
(１)对任意i∈Zn,借助于欧几里得的 GCD算法,验证了

是否存在Cn,i∈Cn.
(２)集合Cn 的基数恰好是n 的欧几里得函数.此外,当

n＞２时,Cn 至少包含两个元素Cn,１和Cn,n－１.
(３)字w１ 是Cn 中某个自动机的最短同步字.

３　分析同步自动机的应用优势

给定一个非空自动机A＝(Q,A,ξ),将在集合Q×A 上的

实值函数称为A 的转移损耗函数.令ζ:(q,x)|→ζq
x是A 的

一个转移损耗函数.字w 在状态q上的作用定义如下:

ζq
w＝

０, w 是个空字

ζq
u＋ζqu

x , w＝ux(u∈A∗ 且x∈A){
假设w＝x１x２x|w|且x１x２x|w|∈A,以及w 作用于q

的路径如下:

q＝q０
x１

→q１
x２

→qm－１
x|w|

→q|w|＝qw
则

ζq
w＝ ∑

m－１

k＝０
ζqk

xk＋１

字w 的平均损耗定义为:

ζw＝ １
|Q|∑

q∈Q
ζq

w

如果A的状态集Q 被赋予概率分布函数η:q|→ηq,则字

w∈A∗ 的加权平均损耗定义为:

ζw＝∑
q∈Q

(ηqζq
w)

显然,当A均匀分布时,ζw＝ζw.

定理２　 对任意i∈Zn,自动机的转移损耗函数定义

如下:

ζm
x ＝

s, x＝b
r, m≠i且x＝a
t, m＝i且x＝a

{ (１０)

其中,r,s,t是非负实参,则:

ζwi ＝
|wi|r, r＝s＝t
１
２

[(２n－４)is＋(n－１)t], r＝０{ (１１)

此外,如果将三元组(r,s,t)替换为三元组(１,１,１),(０,１,

１)和(０,１,n－i)中的某一个,则:

ζwi ＝min{ζiwi
}i∈Zn

(１２)
证明:如果r＝s＝t,显然有:

ζwi ＝|wi|r

首先考虑r＝０的情形.由于１,i∈Zn且{m}m∈Zn ＝Zn,根
据引理１和引理２可知,{i－m}m∈Zn

和{mi}m∈Zn
是余数系统.

对任 意 m∈Zn,存 在 唯 一cm ∈Zn 使 得mi＝i－cm,因 此

mi＋cm＝i.
对任意不同于n－１的m∈Zn,一般而言,可以得到:

ζcm
wi

＝ζcm
(abi)ma(bia)n－２－m

＝ζcm
(abi)m ＋ζcm(abi)m

a ＋ζ
cm(abi)ma
(bia)n－２－m

＝ζcm
(abi)m ＋ζi

a＋ζ０
(b

i
a)n－２－m

＝mis＋t＋(n－２－m)(is＋t)

＝(n－２)is＋(n－１－m)t
此外,可以确定的是cn－１(abi)m＝mi＋cn－１≠i,因此:

ζcn－１
wi

＝ ∑
n－３

m＝０
(ζcn－１(abi)m

a ＋ζ
cn－１(abi)ma
bi )＋ζcn－１(abi)n－２

a

＝ ∑
n－３

m＝０
(０＋ζ

cn－１(abi)ma

bi
)＋０

＝(n－２)is
＝(n－２)is＋[(n－１)－(n－１)]t

故,对任意的m∈Zn,有:

ζcm
wi

＝(n－２)is＋(n－１－m)t
由于Zn＝{cm}m∈Zn

,而

ζwi ＝１
n ∑

m∈Zn
ζm

wi

＝１
n ∑

m∈Zn
ζcm

wi

＝１
n ∑

m∈Zn

[(n－２)is＋(n－１－m)t]

＝１
n

[n(n－２)is＋ ∑
m∈Zn

(mt)]

＝１
n

[n(n－２)is＋n(n－１)t
２

]

＝
(２n－４)is＋(n－１)t

２
因此,当r＝０时,式(１１)成立.

令i(i≥１)是Zn的任意一个元素.如果(r,s,t)＝(１,１,

１),则ζwi ＝|wi|≥|w１|＝ζw１
;如果(r,s,t)＝(０,１,１),则

ζwi ＝
(２n－４)is＋(n－１)t

２ ≥３n－５
２ ＝ζw１

.

当(r,s,t)＝(０,１,n－１)时,如果n＝２,则Zn＝{１};如果

n＝３,则Zn＝{１,２}且ζw１＝３＝ζw２
;如果n≥３,则

ζwi ＝
(２n－４)i＋(n－１)(n－i)

２
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＝
(n－３)i＋n(n－１)

２

≥
(n－３)＋n(n－１)

２
＝ζw１

因此,如果三元组(r,s,t)可被(１,１,１),(０,１,１)和(０,１,

n－i)这３个三元组中的某一代替,则等式(１２)总是成立的.

注记２　重置电子装置的研究.假设某个电子设备D 具

有nＧ状态,且设备D 的状态是由Zn 的元素标记的,特别地,

记０为初始状态.有时,当设备D 处于未知状态时,需要将

其重置为状态０,对于该想法,一个可考虑的重置方案是采取

i∈Z
－
n 且设计两个输入a 和b,它根据自动机Cn,i转换设备D

的状态.因此,根据定理１,无论何时,设备D 都可以在序列

wi 的作用下重置到状态０.

令Cn,i的转移损耗函数ζ:(m,x)|→ζm
x 根据等式(１０)定

义,令m 是设备D 的任意一个状态,且 m＝q０
x１

→q１
x２

→

qm－１

x|wi|

→q|wi|＝０,是wi 作用于m 的路径.如果(r,s,t)＝(１,

１,１),则ζm
wi

是重置序列的长度,即ζm
wi ＝|wi|.

如果(r,s,t)＝(０,１,１),则ζm
wi

恰好是状态m 的重置过程

中状态被改变的次数,即ζm
wi ＝|{k|qk≠qk＋１,０≤k≤|wi|－

１}|.

对任意状态m∈Zn,令ηm是状态m 在任意一个字 w 的

作用下转置到状态０的概率,因此就产生了集合Zn 上的一个

概率分布函数η:m|→ηm,所以将ηm看作是由重置序列wi 作

用于状态m 的概率是合理的.如果Zn是不均匀分布的,根据

注记１和定理５可知,在一般情况下,Cn,１是Cn 中重置算法最

好的一个,它意味着在重置过程中状态被改变的最短重置序

列和最少的平均时间.通过构造实例说明,当Zn 不均匀分布

时,其情况可能不同于一般情况.

注记３　一个对象Ο 存在n 种可能的方向,这些方向通

过Zn 的元素标记,特殊地,这些状态在圆上沿顺时针方向均

匀分布.如果需将Ο 转换至给定规则中的方向０且与初始

状态无关时,可采取i∈Z
－
n 且设计两个机制a 和b,由Cn,i∈

Cn 控制Ο 的方向转换.因此,无论何时,Ο 都可以在序列wi

的作用下定向到方向０.
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