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摘　要　基于 Adomian分解算法、Lyapunov指数谱、分岔图和吸引子相图分析了分数阶统一混沌系统的复杂动力学

特性,并揭示了系统状态随参数和微分阶数变化的规律以及系统走向混沌的道路.采用 C０ 算法和SampEn算法计算

了分数阶统一混沌系统的复杂度.通过分析与最大 Lyapunov指数谱的比较,发现复杂度的计算结果与最大 LyaＧ

punov指数谱结果在反应分数阶统一混沌系统的动力学特性方面具有较好的一致性,且 C０ 算法的分析结果优于

SampEn算法的分析结果.最后,设计了基于统一混沌系统的伪随机序列发生器.测试结果表明,其可以通过全部

NIST测试项目,这为分数阶统一混沌系统的实际应用奠定了实验基础.
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Abstract　BasedonAdomiandecompositionmethod(ADM),Lyapunovexponentspectrum,bifurcationdiagramandatＧ
tractordiagram,dynamicsofthefractionalＧorderunifiedchaoticsystemandthelowofsystemstatechangingwithits

parameterandderivativeorderwereanalyzed,andtheroutefromperiodstatetochaoswereobserved．Moreover,comＧ

plexityoffractionalＧorderunifiedchaoticsystemwasanalyzedbymeansofC０algorithmandSampleentropyalgorithm．
ThroughcomparativeanalysiswiththemaximumLyapunovexponentspectrum,itshowsthatthecomplexityanalysis
resultsarewellconsistentwiththeresultsofthemaximumLyapunovexponentspectrumdynamicsinreflectingthedyＧ
namicsofthefractionalＧorderunifiedchaoticsystem,andtheresultsofC０algorithmisbetterthantheresultsofSample
entropyalgorithm．Finally,apseudorandomsequencegeneratorwasdesignedbasedonthefractionalorderunifiedchaoＧ
ticsystem．ThetestresultsshowthatitcanpassallNISTtests,whichlaidanexperimentalbasisforthepractical
applicationsofthefractionalorderunifiedchaoticsystem．
Keywords　Unifiedchaoticsystem,FractionalＧordercalculus,Adomiandecompositionmethod,complexity,PseudoＧranＧ
domsequence

　
　　分数阶微积分能够简洁、准确地描述具有历史记忆性和

空间全域相关性等的力学与物理过程,是当前非线性领域的

研究热点,并在量子力学、电磁振荡、系统控制、材料力学等领

域有着广泛的应用[１Ｇ５].

分数阶混沌系统求解算法可分为数值求解法和解析法两

类.这两类算法中用得比较多的有预估Ｇ校正算法[６]、频域算

法[７]、Adomian分解算法[８]以及同伦摄动算法[９].分数阶非

线性系统解析算法经过离散化可以得到离散迭代式,该离散

迭代式的求解不需要占用大量的计算机内存,且计算精度高,

因此,基于解析算法得到的数值解更具实用价值.作为解析

法的代表,ADM 利用有限次离散迭代式可得到系统较为精

确的数值解,且该算法计算精度高、收敛速度快,已被广泛应

用于分数阶混沌系统的求解[１０Ｇ１２].因此,本文采用了 ADM
求解分数阶混沌系统,并计算系统的 Lyapunov指数谱,同时

采用了分岔图和吸引子相图来分析分数阶混沌系统随参数和

微分阶数变化的动力学特性.

复杂度是一种有效的混沌系统动力学与复杂性分析方

法[１２Ｇ１６].文献[１５]采用C０ 复杂度算法[１７]分析了 Logistic映

射、简化Lorenz系统和超混沌 Lorenz系统的动力学特性.

文献 [１６]利 用 样 本 熵 算 法 (Sampleentropyalgorithm or
SampEnalgorithm)[１８]进行非线性动力学分析和混沌载波中

嵌入的信号的检测.其中,C０ 复杂度算法通过傅里叶变换

(FFT)将时间序列分解成规则和不规则两部分,并去掉频率

域信号的规则部分,留下非规则部分;再测度时间序列中非规



则部分能量所占比例.而SampEn算法直接对时间序列进行

测度,计算时间序列在维数变化时产生新模式的概率.两种

复杂度算法采取不同的数学原理,能从不同角度分析非线性

序列的复杂性.复杂度算法只需要截取系统的任意一段序

列,即能得到系统的复杂度测试结果.相比于动力学特性分

析方法,如Lyapunoz指数谱、分岔图、相图等,复杂度算法的

计算代价较小,且结果同样具有实际应用价值.本文将采用

C０ 复杂度算法和SampEn算法来分析分数阶混沌系统的复

杂性与安全性,这为分数阶混沌系统在实际应用中的参数选

择提供了有力的依据.同时,本文将对比研究不同复杂度算

法分析混沌系统的复杂性时的效果差异以及复杂度算法分析

结果与动力学特性分析结果在分析系统中的关系.

当前,基于计算机数值仿真以及 DSP/FPGA数值电路实

现技术的混沌系统已被广泛应用于信息安全领域,比如图像

加密[１９]和保密通信[２０Ｇ２１].在这些安全加密应用中,混沌伪随

机序列或者混沌扩频序列扮演着重要的角色,是信息安全的

基础.国内已有很多学者研究过混沌伪随机序列发生器的设

计[２２Ｇ２４].例如,简远鸣[２２]采用 ３２位高性能浮点 TMS３２０Ｇ
C６７１３DSP处理器,在DSP集成开发环境CCS２．２下,实现了

TDＧERCS混沌系统及伪随机序列发生器,并为混沌伪随机序

列发生器的硬件实现进行了有益的探索.丘嵘等[２３]基于

FPGA设计了一种混沌伪随机序列发生器,实验证明了该设

计可有效应用于以 FPGA 为平台的混沌通信和密码系统的

设计.马英杰等[２４]将 Tent实值序列转化为二进制序列,生
成了 Tent伪随机序列.使用可视化仿真工具Simulink对该

序列发生器进行了数值仿真,证明了其正确性和可行性.然

而,上述能完全通过美国国家标准协会与技术研究院(NIST)

伪随机性测试标准的研究却并不多,且基于分数阶混沌系统

的混沌伪随机序列的报道也很少.对此,本文选择分数阶统

一混沌系统复杂度较高时的时间序列[２５Ｇ２６],采用 DSP数字电

路实现技术设计相应的分数阶混沌伪随机序列发生器,并采

用 NIST 伪随机标准对产生的伪随机序列进行随机性能测

试,为分数阶统一混沌系统的实际应用奠定了理论基础.

本文采用 Adomian分解算法求解分数阶统一混沌系统,

分析了系统的动力学特性和复杂度,对比分析 C０ 复杂度算

法、SampEn算法与最大 Lyapunov指数谱计算结果.最后,

采用 NIST测试标准测试设计的分数阶统一混沌系统伪随机

序列发生器的随机性.

１　分数阶统一混沌系统模型

统一混沌系统的数学模型[２２Ｇ２３]为:

Dq
t０x＝(２５α＋１０)(y－x)

Dq
t０y＝(２８－３５α)x－xz＋(２９α－１)y

Dq
t０z＝xy－８＋α

３ z

(１)

其中,α∈(０,１].式(１)代表一簇混沌系统.当α∈(０,０．８)

时,该系统属于广义 Lorenz系统;当α＝０．８时,该系统属于

广义Lü系统;当α∈(０．８,１]时,该系统属于广义 Chen系统.

统一混沌系统具备一系列优良的性质,为混沌动力学等研究

提供了良好的模型.文献[１２]给出了 Adomian分解算法求

解混沌系统的具体细节和推导过程,这里不再赘述.在实际

计算中,由于 Adomian算法收敛较快,通常采用有限项就可

得到比较精确的数值解,而本文在求解统一混沌系统方程时,
只取推导结果的前４项.

２　分数阶统一混沌系统动力学特性分析

分数阶统一混沌系统具有参数α和分数阶阶数q,本节

将分析该系统随参数α和阶数q变化的动力学特性.

２．１　固定q＝０．９５,α变化的动力学特性

根据分数阶统一混沌系统的特性,α的取值范围为(０,

１],其变化步长取值为０．０００６,相应的 Lyapunov指数谱图及

分岔图如图１所示.由图１可知,除了区间α∈[０．５８,０．６２]
表现为明显的周期态之外,系统基本处于混沌状态,此结论分

岔图与Lyapunov指数谱图计算结果一致.通过进一步观测

图１(b)发现,在α＝０．３８２２,０．４８,０．６和０．９３８４时,系统也

表现为周期状态.选取α＝０．３８,０．４８,０．６的周期吸引子和

α＝０．８时的混沌吸引子相图如图２所示,从吸引子相图的形

态可以看出,吸引子相图结果与动力学特性分析结果一致,且
当参数α变化时,分数阶统一混沌系统具有丰富的动力学

特性.

(a)分岔图 (b)Lyapunov指数谱

图１　q＝０．９５时,系统随参数α变化的动力学特性

(a)α＝０．３８ (b)α＝０．４８ (c)α＝０．６ (d)α＝０．８

图２　q＝０．９５时,系统随参数α变化吸引子相图

２．２　固定α＝０．９,q变化的动力学特性

选取α＝０．９时,研究q变化的动力学特性.分数阶统一

混沌系统随阶数q变化的 Lyapunov指数谱图和分岔图如图

３所示.其中,q的变化范围为[０．７,１],变化步长值为０．００１.
从图３可以看出,在区间q∈[０．７０３,０．７１１]内,系统处于发散

状态;区间q∈[０．７３２,０．７５１]内,系统处于周期状态;其他情

况下,系统几乎都处于混沌态.从图３(b)可以看出,分数阶

统一系统的复杂性随着阶数q的增大呈减小的趋势,且当

q＝０．７２１,０．７５,０．７８２,０．８１５和０．８９２时,系统也为周期态.
选取q＝０．７５,０．７８２,０．８９２的周期吸引子和q＝０．８５时的混

沌吸引子相图如图４所示,从吸引子相图的形态可以看出,吸
引子相图结果与动力学特性分析结果一致,且 Lyapunov指

数谱图比分岔图在反应系统状态时细节性更强,且更精确.

(a)分岔图 (b)Lyapunov指数谱

图３　α＝０．９时,系统随阶数q变化的动力学特性

０４５ 计 算 机 科 学 　２０１９年



(a)q＝０．７５ (b)q＝０．７８２ (c)q＝０．８５ (d)q＝０．８９２

图４　α＝０．９时,系统随阶数q变化的吸引子相图

２．３　q与α同时变化时的最大Lyapunov指数混沌特性

当q与α同时变化时,分数阶统一混沌系统大于零的最

大Lyapunov指数混沌,如图５所示,其中,q的变化范围为

[０．６５,１],步长值为０．００１;α的取值范围为(０,１],步长值为

０．０１.由图５可以看出,在计算区间内,大部分区域都处于混

沌态.当α∈[０．２,０．８]且q∈[０．６５,０．７]时,系统存在一个

最大Lyapunov指数值较大的区间,而在这个区间内,系统复

杂度相对其他区间更高,更有利于实际混沌应用.

图５　系统q－α参数平面最大Lyapunov指数混沌图

３　复杂度分析

复杂度是衡量混沌序列信号随机性的重要指标,也是分

析混沌系统动力学特性的重要参数[１２Ｇ１６].本节采用了 C０ 复

杂度和样本熵SampEn复杂度算法分析统一系统的复杂度特

性,并将两种算法的结果进行了比较.

３．１　C０ 复杂度算法

C０ 复杂度[１７]主要的计算思想是将时间序列分解成规则

和不规则两部分,其测度值为序列中非规则部分所占的比例.

算法的计算步骤如下.
第１步　对给定长度为 N 的时间序列{x(i),i＝０,１,

２,􀆺,N－１}进行离散傅里叶变换:

X(k)＝里 ∑
N－１

i＝０
x(i)e－j

２π
N
ik＝ ∑

N－１

i＝０
x(i)Wik

N (２)

其中,k＝０,１,􀆺,N－１.
第２步　设{X(k),k＝０,１,２,􀆺,N－１}的均方值为:

GN ＝１
N ∑

N－１

k＝０
|X(k)|２ (３)

引入参数r,保留超过均方值r倍的频谱,而将其余部分

置为零,即:

X
~
(k)＝

X(k), if|X(k)|２＞rGN

０, if|X(k)|２≤rGN
{ (４)

第３步　对X
~
(k)作傅里叶逆变:

X
~
(i)＝１

N ∑
N－１

k＝０
X
~
(k)ej

２π
N
ik＝１

N ∑
N－１

k＝０
X
~
(k)W －ik

N (５)

其中,i＝０,１,􀆺,N－１.

第４步　定义C０ 复杂度为:

C０(r)＝ ∑
N－１

i＝０
|x(i)－X

~
(i)|２/∑

N－１

i＝０
|x(i)|２ (６)

基于FFT的C０ 复杂度算法,将信号变换域的规则部分

去掉,留下非规则部分,序列中非规则部分能量所占比例越

大,即对应时域信号越接近随机序列,则复杂度越大.根据文

献[１０],文中参数r＝１０.

３．２　样本熵算法

样本熵(SampleEntropy,SampEn)[１８]是时间序列在维数

变化时产生新模式的概率的量度方法,时间序列的复杂性越

大,概率越大,熵值也越大.算法的计算步骤如下.

第１步　设给定长度为 N 的时间序列为{x(i),i＝０,１,

２,􀆺,N－１},m 为选定的模式维数,r为选定的相似容限值,

则m 维向量可以表示为:

X(i)＝[x(i),x(i＋１),􀆺,x(i＋m－１)],

i＝０,１,２,􀆺,N－m (７)

第２步　定义X(i)与 X(j)之间的距离d[X(i),X(j)]

为两者对应元素中差值最大的一个,即:

d[X(i),X(j)]＝ Max
k＝０→m－１

{|X(i＋k)－X(j＋k)|} (８)

第３步　对每一个i和j值,i＝０,１,２,􀆺,N－m,j＝０,

１,２,􀆺,N－m,且i≠j,统计d[X(i),X(j)]＜r的个数以及

此值与距离总数N－m 的比值,记作Bm
i (r),则有:

Bm
i (r)＝ １

N－m
{d[X(i),X(j)]＜r的个数} (９)

第４步　求Bm
i (r)的平均值,其表达式为:

Bm(r)＝ １
N－m＋１∑

N－m

i＝０
Bm

i (r) (１０)

第５步　将维数加１为m＋１,重复第１步至第４步,求
得Bm＋１(r).

第６步　最终得到SampEn的计算公式为:

SampEn(m,r)＝－InBm＋１(r)
Bm(r) (１１)

样本熵的值与m 和r的取值有关,通常m 的取值范围在

２~１０之间,r取原始时间序列标准差(SD)的０．１~０．２５倍.

本文在对时间序列进行研究时,取m＝２,r＝０．２SD.

３．３　分数阶统一混沌系统C０ 和SampEn复杂度分析

为了将复杂度计算结果与第２节动力学特性分析结果做

比较,统一系统C０ 和SampEn复杂度计算参数以及测度的时

间序列均与第２节一致.此时,q＝０．９５,α∈(０,１]和α＝０．９,

q∈[０．７,１]的 C０ 复杂度和 SampEn复杂度计算结果如图６
所示;α∈(０,１]且q∈[０．６５,１]同时在区间内变化时的 C０ 复

杂度和SampEn复杂度混沌图如图７所示.

为了便于比较分析不同复杂度算法与最大 Lyapunov指

数谱(LEsＧmax)的结果差异,这里将最大 Lyapunov指数谱曲

线(绿色线)也放到了图６中,因为最大Lyapunov指数谱值远

远大于复杂度算法值,我们将最大 Lyapunov指数谱值的刻

度标注在图６边框的右端,复杂度值的刻度标注在图６边框

的左端.由图６(a)可知,当q＝０．９５,α∈(０,１]时,C０ 复杂度

曲线和SampEn复杂度曲线近似于两条平行线,且两条曲线

的变化方式吻合度较高,都与最大 Lyapunov指数谱曲线具

有较高的正相关性,都能正确反应统一混沌系统的动力学特

性.然而,当α＝０．９,q∈[０．７,１]时(见图６(b)),C０ 复杂度

与SampEn复杂度的结果差异较大,C０ 复杂度在系统为混沌

状态时的较大值与系统为周期状态时的较小值之间的差异

大,且C０ 复杂度值与最大 Lyapunov指数谱值的变化趋势的

吻合度要明显高于SampEn复杂度值.
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(a)q＝０．９５,α变化的复杂度

(b)α＝０．９,q变化的复杂度

图６　分数阶统一混沌系统C０ 复杂度(蓝色线)和

SampEn复杂度(红色线)(电子版为彩色)

(a)C０ 复杂度

(b)SampEn复杂度

图７　分数阶统一混沌系统qＧα参数平面复杂度混沌图

由图７可知,系统C０ 复杂度和SampEn复杂度混沌区域

的变化规律类似于图５所示的结果,且数值的层次变化更加

分明,更能反映统一系统的动力学特性.通过比较图７(a)与
图７(b),发现C０ 算法的高复杂度区域与低复杂度区域边界

较为明显,而SampEn复杂度约８０％的值都位于０．３至０．５
之间,跨度很小,故C０ 复杂度相比于SampEn复杂度,在分析

时间序列的动力学特性方面效果更优.

４　伪随机序列发生器设计

根据第３节复杂度的分析结果,选择复杂度较高的时间序

列在DSP开发板上设计分数阶混沌伪随机序列发生器,为分

数阶统一混沌系统的实际应用奠定了基础.首先,在 DSP开

发板上实现了分数阶统一混沌系统,然后,设计了基于分数阶

统一混沌系统的DSP混沌伪随机序列发生器,具体步骤如下.
第１步　令迭代次数n＝１,α＝０．８５,q＝０．９,系统初值

x０＝[１,２,３],将迭代最大次数设为 M＝０．１２５×１０８＋１０４,迭
代１０００次求解分数阶统一混沌系统.令n＝１００１,x０(n)＝
[x(n),y(n),z(n)].

第２步　迭代１次求解分数阶统一混沌系统,得到系统

的数值解,令data＝x(n＋１),并进行如下运算[１１]:

data＝round(|data|×１０１１) (１２)

即data可以由一个６４位的二进制数 DB６３－DB０ 表示.

第 ３ 步 　 令 data１ ＝DB７ －DB０,然 后 将 data１ 经 串

MAX３２３２(RSＧ２３２transceiver)传入计算机中,保存在txt文

档中,以供测试使用.

第４步　设n＝n＋１,x０(n)＝[x(n),y(n),z(n)].

第５步　重复第２步到第４步,直到n＞M.

算法结束后,在计算机上得到了一个０与１的伪随机序

列txt文件.

本文采用 NIST测试标准进行序列的随机性测试,该方

法由美国国家标准与技术研究院负责推广与维护,是当前公

认的伪随机序列随机性衡量标准.为了方便对序列的随机性

进行测试,美国国家标准与技术研究院还推出了SP８００Ｇ２２[２７]

标准的统计测试软件包(StatisticalTestSuite,STSＧ２．１．２),

这是当前序列伪随机性能测试最权威的工具,已被用于检验

高级加密标准算法(如 AES)的伪随机特性.

每测试完一组数据后,都会产生一个pＧvalue值,若pＧ
value值大于０．０００１,且各次测试的通过率位于置信区间:

[(１－β)－３ β(１－β)
n

,(１－β)＋３ β(１－β)
n

] (１３)

其中,n为样本数量,β为显著水平,则可认为被测序列通过了

NIST测试,且具有良好的随机性.

文中每一组测试序列的长度为１０６ 位,１００组数据被用

于测试.假设显著水平β＝０．０１,对于大部分测试,通过率的

置信空间应为[０．９６０１５,１].测试结果如表１所列,其中对于

测试多次的项,只显示最低结果.由表１可知,所有的pＧvalＧ
ue值都大于０．０００１,且通过率都位于置信区间内.所以,本
文得到的分数阶混沌伪随机序列具有良好的伪随机性.

表１　NIST伪随机测试结果

测试名称及次数 pＧvalue 通过率/％ 是否成功

Frequency(１) ０．０４２８０８ ９８ √
B．Frequency(１) ０．０５１９４２ １００ √

C．Sums(２) ０．１３７２８２ ９７ √
Runs(１) ０．４９４３９２ ９８ √

LongestRun(１) ０．６９９３１３ ９８ √
Rank(１) ０．６３７１１９ ９９ √
FFT(１) ０．４０１１９９ ９７ √

N．O．Temp(１４８) ０．００３４４７ ９６ √
O．Temp(１) ０．２８９６６７ ９７ √
Universal(１) ０．７７９１８８ ９７ √

App．Entropy(１) ０．２４９２８４ ９９ √
R．Excur．(８) ０．２４２９８６ ９６．７ √

R．Excur．V．(１８) ０．００８３６６ ９８．４ √
Serial(２) ０．１９１６８７ ９７ √

L．Complexity(１) ０．４７４９８６ １００ √

结束语　本文采用 Adomian算法求解了分数阶统一混

沌系统,并基于分岔图、Lyapunov指数谱、吸引子、C０ 复杂度

算法和SampEn算法分析了系统的复杂动力学特性,得到以

下结论.

１)通过分析参数(和分数阶阶数q变化时的分岔图、LyaＧ

punov指数谱和吸引子形态图,发现了统一混沌系统丰富的

动力学特性,且 Lyapunov指数谱图比分岔图更能反映系统

状态的细节性.

２)复杂度分析算法为分数阶统一混沌系统的实际应用提

供了一种有力的分析手段.相比于SampEn复杂度算法,C０

复杂度算法分析时间序列的动力学特性的效果更优.
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３)分数阶统一混沌系统可以产生具有实际应用价值的伪

随机序列,为分数阶统一混沌系统的实际应用奠定了理论

基础.
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