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摘　要　无向图最大团求解是一个著名的 NPＧ完全问题,解决该问题的经典算法基本上都采用完全精确搜索策略.鉴于 NPＧ
完全问题本身所固有的复杂性,这些算法或许仅适用于某些特殊的小规模图,对于具有大规模顶点和边的复杂图还是显得无

力,难以适用.针对完全精确搜索策略下的无向图最大团求解算法的大部分时间都用于对图进行额外而无效的查找的问题,采

用分划递归技术将图划分为邻接子图和悬挂子图,然后对邻接子图进行递归求解,而对悬挂子图则通过设置搜索范围控制函数

进行局部有限搜索.在 DIMACS数据集上将所提算法与当前主要的最大团求解算法进行对比实验,结果表明,文中提出的局

部有限搜索求解策略能在７５％的基准数据上获得最大团,剩下不能得到最大团的数据实际上也可以获得接近于最大团的近似

最大团,但算法的平均求解时间仅为目前最大团精确求解算法的２０％左右.因此,在很多最大团非精确要求的场景中,所提算

法具有极高的应用价值.
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Abstract　FindingthemaximumcliqueisawellＧknownNPＧcompleteproblem,andtheclassicalalgorithmsoffindingthemaxiＧ

mumcliquebasicallyusetheexactsearchstrategy．BecauseofthecomplexityoftheNPＧcompleteproblem,thesealgorithmsmay

onlybeapplicabletosomespecialsmallscalegraphs,whicharedifficulttoappliedtothecomplexgraphswithlargescalevertices

andedges．Inthispaper,aimingattheproblemofexecutingmuchredundantandineffectivesearchafterfindingamaximumclique

byusingtheseclassicalalgorithms,thispaperproposedanewalgorithmbasedonthepartition&recursiveandthelocalＧlimited

searchstrategytofindamaximumcliqueinanundirectedgraph,thatis,partitioningagraphintoanadjacentsubＧgraphandsusＧ

pendedsubＧgraph,thenfindingrecursivelythemaximumcliqueoftheadjacentsubＧgraphandthatofpartsofsubＧgraphofthe

suspendedsubＧgraphbysettingasearchrangecontrolfunction．TheexperimentsinabenchmarkdatasetDIMACSshowthatthis

algorithmcanfindthemaximumcliqueinmostoftheexperimentaldata,canfindtheapproximatemaximumcliqueinotherexperＧ

imentaldatathatisveryclosetothemaximumclique,anditismuchfasterthantheseclassicalalgorithm．Therefore,inmanycaＧ

seswithnonＧpreciserequirementsforthemaximumclique,thisalgorithmhasbetterapplicationvalue．

Keywords　Approximatemaximumclique,Findingalgorithm,AdjacentsubＧgraph,SuspendedsubＧgraph,LocalＧlimitedsearch

　



１　引言

团(Clique)是 Luce等为了研究矩阵分析方法在群组结

构(GroupStructure)中的应用时提出的一个概念[１].当无向

图中一个顶点子集的导出子图为完全子图时,该顶点子集称

为团;无向图中的一个完全子图不包含在该无向图的更大完

全子图中时,称该完全子图对应的顶点子集为极大团(MaxiＧ

malClique);无向图中含有顶点数最多的团称为该图的最大

团(Maximum Clique).显然,图的最大团必然是一个极大

团,而极大团则未必是最大团.

１)http://www．dcs．gla．ac．uk/~pat/jchoco/clique/dimacs

从无向图中查找最大团,是一个著名的 NPＧ完全问题[２],

与之相关的还有图的最大独立集问题.最大团问题在多项式

时间内可以转换为许多知名的难题,如最小顶点覆盖问题、

Hamilton圈问题、Hamilton轨问题、货郎担问题等,因此最大

团问题的求解在理论和实际应用中都具有重大的意义.多年

来,国内外学者对其求解算法进行了大量研究.但是,由于

NPＧ完全问题本身具有复杂性,现有的算法或者仅适用于某

些特殊的图,或者具有指数时间复杂度.本文使用一个具有

５００个顶点、９３８００条边、边密度为０．７５２、最大团为５０个顶

点的基准 DIMACS实验数据 p_hat５００Ｇ３．clq１),在Inter(R)

Core(TM)i５Ｇ４２００UCPU ＠ １．６０GHz、８．００GB内存、WinＧ

dows８的计算环境下进行的实验表明,即使用目前性能最好

的 MCSb１算法[３],其查找时间也达到了４４７９s,而一般的完

全精确查找 MC算法[３]的查找时间超过了２４H,MC改进算法

MCQ１[３],MCQ２[３]和 MCQ３[３]的查找时间则分别为２９４１３s,

２０８９７s和２４４６４s.显然,现有的团查找算法对于具有大规

模顶点和边的复杂图(如社交网络)还是显得无力,难以适用.

由于团决策问题(即确定图中是否包含一个比给定值更

大的团的问题)本身也是一个 NPＧ完全问题,因此对于任意一

个无向图,要查找图中的最大团,目前的大部分算法也只有采

用完全精确搜索策略,这也是导致现有算法效率不高的根本

原因.然而,使用分划递归策略进行无向图最大团查找的实

验(见４．３节中的表１)表明,对于一个顶点度数相对均匀的

无向图,算法在前面较短的时间内就已经找到了最大团,只是

由于无法确定剩余的子图是否存在比当前更大的团而在剩余

子图中进行多余而费力的查找,这就导致算法的大部分时间

都是在进行额外的查找,从而降低了算法的效率.

基于上述原因,本文提出了一种基于局部有限搜索的近

似最大团快速求解算法.该算法的主要思想是:将无向图划

分为若干子图,并根据实际应用中对最大团精度的要求,设置

控制函数,实现对其中部分子图的递归求解.实验表明,该算

法能在大部分图上获得最大团,在少部分不能得到最大团的

图上大概也可以获得少１~２个顶点的很接近于最大团的近

似最大团,但其求解时间远短于精确算法的求解时间.因此,

在最大团非精确要求的场景中,本文算法具有很好的应用

价值.

本文第２节介绍了最大团问题的相关研究工作;第３节

给出了子图划分相关的定义、定理和理论证明;第４节给出了

相应的算法、算法实现;第５节给出了标准数据集上的实验结

果;最后总结全文.

２　相关工作

鉴于最大团问题的难解性和重要性,研究人员先后提出

了一系列基于枚举搜索策略的求解算法,这些算法可以分为

确定性算法和启发式算法.Harary和 Ross首次提出采用枚

举方式来求解任意图的最大团问题的确定性算法;此后,研究

人员又提出了最小化状态数[４]、聚类[５]、生成极大链[６]、分枝

限界法[７Ｇ１４]、动态(约束)规划[１５Ｇ１６]、maxＧSAT 编码[１７Ｇ１８]等众

多求解最大团问题的确定性算法,这些算法的最好复杂度约

为 O(２n/３)[１９].从２０世纪８０年代末开始,研究者尝试采用

启发式算法来求解最大团,主要包括贪婪算法[２０]、遗传算

法[２１Ｇ２３]、蚁群算法[２４Ｇ２５]等.启发式算法在时间性能上优于确

定性算法,但其有时也只找到了近似最大团.近年来,随着并

行处理技术的发展,研究者又考虑将并行处理技术引入最大

团问题的求解中,以期实现搜索的并行处理[２６Ｇ３０].国内关于

最大团问题的求解研究包括区间图法[３１]、GA和 DNA法[３２]、

MEC方法[３３]、平均度排序法[３４]、分治算法[３５Ｇ３６]等.总体来

看,使用确定性搜索算法求解最大团时,其时间复杂度为指数

级,启发式搜索算法的时间复杂度低于确定性算法的时间复

杂度,引入并行处理技术只是通过改进运行模式来加快求解

速度.

３　定义与定理

给定无向图G＝(V,E),其中,V 是非空集合,称为顶点

集,V＝{１,２,􀆺,n};E 是V 中元素构成的无序二元组的集

合,称为边集,无向图中的任意边e均为顶点的无序对,通常

用“()”表示.如果顶点集U⊆V,且对任意两个顶点vi,vj∈

U,均有(vi,vj)∈E,则称顶点集U 对应的子图GU 是G 的完

全子图.G的完全子图GU 是G 的团,当且仅当GU 的顶点集

U 不包含在G 的更大完全子图中.G 的最大团是指G 中所

含顶点数最多的团.

根据上述定义,若要求解最大团,则必须首先搜索极大

团,然后找出顶点数最多的极大团作为图的最大团.针对极

大团搜索,本文采用分划递归策略,即将图递归地分划为子

图,然后从子图中搜索极大团.为了进行子图的划分,下面引

入几个新的定义.

定义１　图G上顶点vk 的邻接顶点集U＋
vk

,定义为图G
上顶点vk 以及与vk 有边相连的所有顶点vj 构成的顶点集

合,即U＋
vk ＝{vj|(∀vj)((vj ＝vk)∨ (vj ∈V∧ (vk,vj)∈

E))}.

定义２　图G上顶点vk 的悬挂顶点集U－
vk

,定义为图G
上与顶点vk 没有边相连的全部顶点vj(vj∈V－U＋

vk
),以及与

vk 有边相连,但与V－U＋
vk

上的某一顶点也有边相连的全部顶

点vj(vj∈U＋
vk

)所构成的顶点集合,即U－
vk ＝{vj|(∀vj)(vk,

vj)∉E ∨ (∀vj)(∃vp)(vj∈U＋
vk ∧ vp ∈V－U＋

vk ∧ (vj,

vp)∈E)}.

３７钟茂生,等:基于局部有限搜索的无向图近似最大团快速求解算法



定义３　图G上顶点vk 的划分边界顶点集U∗
vk

,定义为

vk 的邻接顶点集U＋
vk

与vk 的悬挂顶点集U－
vk

的交集,即U∗
vk ＝

U＋
vk ∩U－

vk
,此时顶点vk 称为U∗

vk
的划分控制点.

定义４　图G上顶点vk 的邻接子图GU＋
vk

,定义为顶点vk

的邻接顶点集U＋
vk

在图G上导出生成的子图.

定义５　图G上顶点vk 的悬挂子图GU－
vk

,定义为顶点vk

的悬挂顶点集U－
vk

在图G上导出生成的子图.

定义６　图G上顶点vk 的划分边界子图GU∗
vk

,定义为顶

点vk 的划分顶点集U∗
vk

在图G上导出生成的子图,也即邻接

子图GU＋
vk

和悬挂子图GU－
vk

的相交部分构成的子图.

下面通过例子来进一步解释上述定义.如图１(a)中的无

向图G,以顶点１为示例.图G上顶点１的邻接顶点集U＋
１ ＝

{１,２,７,８,９,１０};图G上顶点１的悬挂顶点集U－
１ ＝{２,３,４,

５,６,７};图G上顶点１的划分顶点集U∗
１ ＝{２,７};图G 上顶

点１的邻接子图GU＋
１

和悬挂子图GU－
１

如图１(b)和图１(c)所

示,其边界子图GU∗
１

为顶点集{２,７}所导出的子图.

　 　(a)无向图G (b)邻接子图GU＋
１

(c)悬挂子图GU－
１

图１　无向图G及其邻接子图GU＋
１

和悬挂子图GU－
１

Fig．１　Sketchfigureofanundirectedgraph,adjacentsubＧgraphandsuspendedsubＧgraph

　　根据上述定义,下面给出与无向图极大团相关的几个引

理和定理.

引理１　 对于图 G 上的两个顶点vi 和vj,如果vi∈

U－
vk －U∗

vk
,vj∈U＋

vk －U∗
vk

,则vi 和vj 没有连接边.

引理１可根据邻接顶点集U＋
vk

和悬挂顶点集U－
vk

的定义

证明得出.以图１(a)中的图G 为例,U－
１ －U∗

１ ＝{３,４,５,６},

U＋
１ －U∗

１ ＝{１,８,９,１０},集合{３,４,５,６}上的顶点与集合{１,

８,９,１０}上的顶点之间没有连接边.

引理２　图G 上顶点vk 的邻接子图GU＋
１

所蕴含的每个

极大团Ci 一定包含顶点vk.

引理２可由邻接顶点集U＋
vk

的定义证明得出.以图１(a)

所示的图G为例,顶点１的邻接子图GU＋
１

中蕴含的３个极大

团C１(１,２,７,８),C２(１,８,９)和C３(１,９,１０)均包含了顶点１.

引理３　图G 上包含顶点vk 的极大团Cj,一定不包含

V－U＋
vk

集合中的顶点.

引理３可由邻接顶点集U＋
vk

的定义证明得出.以图１(a)

中所示的图 G 为例,G 中包含顶点１的极大团有 ３个,即

C１
１(１,２,７,８),C１

２(１,８,９)和C１
３(１,９,１０),图G 上顶点１的邻

接顶点集U＋
１ ＝{１,２,７,８,９,１０}.因此,V－U＋

１ ＝{３,４,５,

６},即团C１
１,C１

２ 或C１
３ 中,没有一个极大团会包含顶点集V－

U＋
１ 中的某一个顶点.

推论１　图G上包含顶点vk 的任何完全子图,一定不包

含V－U＋
vk

集合中的顶点.

推论１可由引理３推理得出.

引理４　图G 上包含顶点集合V－U＋
vk

中某个顶点的极

大团一定不包含V－U－
vk

集合中的顶点.

引理４可由邻接顶点集U＋
vk

和悬挂顶点集U－
vk

的定义证

明得出.以图１(a)中所示的图G为例,G中U＋
１ ＝{１,２,７,８,

９,１０},V－U＋
１ ＝{３,４,５,６},U－

１ ＝{２,３,４,５,６,７},V－U－
１ ＝

{１,８,９,１０}.包含顶点集{３,４,５,６}中部分顶点的团有C１(２,

３,４,６,７)和C２(５,６,７),这两个团都没有包含集合{１,８,９,

１０}中的任何顶点.

推论２　图G 上包含顶点集合V－U＋
vk

中某个顶点的完

全子图一定不包含V－U－
vk

集合中的顶点.

推论２可由引理４推理得出.

定理１　以某个顶点vk 作为划分控制点,将图G 划分为

邻接子图GU＋
１

和悬挂子图GU－
１

,令Cvk ＝{Ci|Ci 为子图GU＋
１

或子图GU－
１

中至少包含V－U－
vk

或V－U＋
vk

中某个顶点的所有

极大团},C＝{Cj|Cj 为图G 所蕴含的极大团},那么Cvk ＝C.

证明:(１)假设Ci 为子图GU＋
１

或子图GU－
１

所蕴含的任意

一个极大团,即Ci∈Cvk .当Ci 为子图GU＋
１

所蕴含的极大团

时,根据推论２,Ci 对应的顶点集UCi
一定包含顶点vk,且

UCi ⊆U＋
vk

.由于GU＋
１

为图G 的子图,因此顶点集UCi
在图G

上导出生成一个完全子图.根据推论１,图G 上包含顶点vk

的完全子图一定不会有V－U＋
vk

集合中的顶点,也即顶点集

UCi
在图G上导出生成的是一个极大完全子图,因此Ci 也是

图G 中的一个极大团,故Ci∈C.而当Ci 为子图GU－
１

所蕴含

的包含V－U＋
vk

中某个顶点的极大团时,顶点集UCi⊆U－
vk

.由

于GU－
１

为图G的子图,因此顶点集UCi
在图G 上导出生成了

一个完全子图.根据推论２,该完全子图一定不会包含V－

U－
vk

中的顶点,即顶点集UCi
在图G上导出生成的是一个极大

完全子图,因此Ci 也是图G 中的一个极大团,故Ci∈C.综

上得到:Cvk ⊆C.

(２)假设Cj 为图G 中的任意一个极大团,即Cj∈C.由

于Cj∈C,即Cj 是图G 的一个完全子图,且图G 中没有更大

的完全子图包含该子图,其对应的顶点集为UCj
.当vk∈UCj

时,根据引理３,UCj
一定不包含V－U＋

vk
集合中的顶点,因此

UCj
只包含在顶点集U＋

vk
中,即UCj ⊆U＋

vk
.当图G划分为邻接

４７ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．１,Jan．２０２０



子图GU＋
１

和悬挂子图GU－
vk

后,顶点集UCj
在邻接子图GU＋

１
上

导出产生的子图与在原图G 上导出产生的Cj 是同一个子

图,因此该子图也成为GU＋
１

的一个极大团,即Cj∈Cvk .而当

vk∉UCj
时,根据极大团的定义,UCj

中至少存在一个顶点vl∈

UCj
,但(vk,vl)∉E,即vl∈V－U＋

vk
,根据引理４,顶点集UCj

中

不包含V－U－
vk

集合中的顶点,即UCj ⊆U－
vk

.因此,当图G 被

划分为邻接子图GU＋
vk

和悬挂子图GU－
１

后,顶点集UCj
在悬挂

子图GU－
１

上导出产生的子图与在原图G 上导出产生的Cj 是

同一个子图,故该子图也成为 GU－
vk

的一个极大团,即Cj∈

Cvk .综上得到:C⊆Cvk .

根据上述Cvk ⊆C和C⊆Cvk ,即可得Cvk ＝C.定理１成

立.证毕.

定理１表明,如果以某个度数小于n－１的顶点vk 为划

分控制点,将图G 划分为邻接子图GU＋
１

和悬挂子图GU－
１

,那

么GU＋
１

和GU－
１

上所蕴含的至少包含V－U－
vk

或V－U＋
vk

中某个

顶点的所有极大团Cvk ,与原图G 所蕴含的所有极大团C 是

相同的.因此,为了找到图G 中的最大团,可以从邻接子图

GU＋
１

和悬挂子图GU－
１

所蕴含的所有极大团中找出顶点数最多

的极大团作为最大团.

４　算法设计

４．１　基本思想

根据第３节中的定理１,当用某个非n－１度的顶点vk 作

为划分控制点,将无向图G划分为邻接子图GU＋
１

和悬挂子图

GU－
vk

后,子图上所蕴含的至少包含V－UU－
１

或V－U＋
vk

中某个

顶点的所有极大团与原图G所蕴含的所有极大团是相同的.

因此,若要求解出无向图G 的(近似)最大团,可以使用分划

和递归策略,并设置有限搜索区域来进行局部搜索求解.其

基本思想是:如果图G 不是完全图,则任意取G 中的某个非

n－１度顶点vk 作为划分控制点,将 图 G 划 分 为 邻 接 子 图

GU＋
１

和悬挂子图GU－
１

,然后对GU＋
１

进行递归搜索以求解(近

似)最大团,而对GU－
１

则设置搜索范围控制函数来进行局部有

限搜索,以求解出其中的(近似)最大团.

４．２　基于局部有限搜索的近似最大团求解算法

假设用邻接矩阵 M 来表示无向图G‹V,E›,根据上述思

想,本文设计算法１来求解无向图G 中的(近似)最大团.算

法１中,首先扫描图G对应的邻接矩阵MV 中非对角线元素

是否均为１,如果是,则G为完全图,G就是最大团;如果G 为

非完全图,则从对应的顶点集V 中找出一个非n－１度顶点

vk 来将顶点集V 划分为U＋
vk

和U－
vk

两个顶点子集.然后,对

顶点集 U＋
vk

导 出 的 子 图GU＋
１

递归求最大团;而 对 于 顶 点 集

U－
vk

,选择V－U＋
vk

中的顶点vi 将其划分为邻接顶点集U＋
new－vi

和悬挂 顶 点 集U－
new－vi ,对 邻 接 顶 点 集 U＋

new－vi 导 出 的 子 图

GU＋
new－vi

递 归 求 最 大 团,而 对 悬 挂 顶 点 集 U－
new－vi 则 继 续 从

V－U＋
vk

中选择剩余顶点进行划分.循环执行对剩余悬挂顶

点集的划分,直到某个时刻U－
new－vi 中的顶点个数少于或等于

当前最大团为止.算法１通过引入搜索范围控制函数f(x)

来实现局部有限搜索.f (x)可取常量、线性函数、平方根函

数、对数函数.

算法１　无向图近似最大团局部搜索求解算法

输入:无向图 G的邻接矩阵 MV,当前已搜索得到的近似最大团cmax,

顶点集 V

输出:无向图 G中的近似最大团cmax

FindMaximumClique(MV,V,cmax)

{　　//求解图 G的近似最大团

if(MV 中非对角线元素均为１)

{

　if(|V|＞|cmax|)cmax＝V;

}

else

{

　　 (１)以非n－１度顶点vk 将图 G划分为子图 GU＋
vk

和 GU－
vk

,对应

顶点子集为 U＋
vk

和 U－
vk

;

　　 (２)if(|U＋
vk
|＞|cmax| )　FindMaximumClique(MU＋

vk

,U＋
vk

,

cmax);//在子图 GU＋
vk

中求解最大团

　　 (３)if(|U－
vk
|＞|cmax|&&|V－U＋

vk
|＞０)

{

　U－
cur＝U－

vk
;

　U－
part＝V－U＋

vk
;

　for(inti＝０;i＜f(|V＋U＋
vk
|);i＋＋)//f(x)为搜索范围

控制函数,用于实现局部有限搜索

　{

　　vi＝Get(V－U＋
vk

,i);//从集合 V－U＋
vk

中取第i个顶点

赋给vi

　　if(|U－
cur|＞|cmax|&&|U－

part|＞０)

　　{

　　　if(vi∈U－
cur)

　　　{

　　　　以 vi 为划分点,将集合 U－
cur划分为邻接顶点集

U＋
new－vi

和悬挂顶点集 U－
new－vi

;

　 　if (|U＋
new－vi |＞ |cmax| )FindMaximumClique

(MU＋
new－vi

,U＋
new－vi

,cmax);

　　U－
part＝U－

cur－U＋
new－vi

;

　　U－
cur＝U－

new－vi
;

　}

}

elsebreak;

　　}

　}

}

Returncmax

}

５　实验及结果

为了验证算法１的性能,用Java语言实现了相应的算法

程序,并将其与文献[３]中列出的所有算法进行对比实验(文

献[３]对当前主要的精确求解最大团的算法进行了实验对比

研究).实验采用的数据为基准 DIMACS实验数据,文献[３]
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中的所有对比程序的下载地址为http://www．dcs．gla．ac．

uk/~pat/maxClique/distribution/,对比程序由Java语言编

写,实 验 环 境 均 为Inter(R)Core(TM)i５Ｇ４２００U CPU ＠

１．６０GHz、８．００GB内存、Windows８的操作系统,算法运行之

前将所有顶点按度的值从大到小进行排序.

算法FindMaximumClique通过引入搜索范围控制函数

f(x)来实现局部有限搜索(x为对应子图的顶点个数).当使

用控制函数f(x)＝x时,算法FindMaximumClique实际上执

行的是完全精确搜索.因此,我们首先用该算法来找出每个

图中第一次获得当前最大团的实际使用时间以及最后完全搜

索整个图所用的时间.算法在部分 DIMACS数据集上执行

的结果如表１所列.表１中,第一列到第三列分别表示 DIＧ

MACS数据名称、图的定点数、该图的最大团数.第四列表

示算法在执行搜索后得到的当前最大团及所用时间(单位为

s).以“１６/０．００６;１７/０．００８;１８/０．０１１;１９/０．０２０;２０/１．１２０;

２１/８．８１９”为例,它表示在brock２００_１数据搜索时,搜索到大

小为１６的团时使用了０．００６s,搜索到大小为１７的团时使用

了０．００８s,而搜索得到大小为２１的团时使用了８．８１９s.第

五列表示算法执行结束得到的最大团和运行总时间(单位为

s),如brock２００_１数据中,算法执行结束时得到的最大团为

２１,算法运行的总时间为１５４．５７４s.第六列表示算法从搜索

到当前图的最大团开始直到算法结束运行所需的额外搜索时

间(单位为s).以brock２００_１数据为例,算法第一次得到２１
的最大团时使用了８．８１９s,而总时间为１５４．５７４s,因此其额

外搜索时间为１５４．５７４－８．８１９＝１４５．７５５s.第六列为时间

利用率,是指算法搜索到当前图的最大团需要的时间与算法

运行结束所需的搜索时间之比,如brock２００_１数据中,其时

间利用率为(８．８１９/１５４．５７４)×１００％＝５．７１％.

表１　算法FindMaximumClique进行完全搜索获得当前时刻最大团的用时及算法运行结束的用时

Table１　TimeofobtainingcurrentmaximumcliqueandendtimeofrunningalgorithmonFindMaximumClique

数据名称 顶点数 最大团
算法执行过程中搜索得到的当前最大团

及相应的运行时间

最大团/算法

运行结束用时

额外搜索

时间

时间

利用率/％

brock２００_１ ２００ ２１ １６/０．００６;１７/０．００８;１８/０．０１１;１９/０．０２０;２０/１．１２０;２１/８．８１９ ２１/１５４．５７４ １４５．７６ ５．７１
brock２００_２ ２００ １２ ７/０．００２;８/０．００４;９/０．００６;１０/０．００８;１２/０．０１３ １２/０．１８３ ０．１７０ ７．１０
brock２００_３ ２００ １５ １０/０．００２;１２/０．００５;１３/０．０１１;１４/０．４２４;１５/１．６２８ １５/２．０１７ ０．３８９ ８０．７１
brock２００_４ ２００ １７ １３/０．００２;１４/０．００５;１５/０．０２１;１６/０．０６０;１７/２．７５８ １７/７．７０２ ４．９４４ ３５．８１
hamming６Ｇ２ ６４ ３２ ３２/０．００３ ３２/０．０２１ ０．０１８ １４．２９
hamming８Ｇ４ ２５６ １６ １６/０．００２ １６/１５．１４８ １５．１４６ ０．０１

johnson１６Ｇ２Ｇ４ １２０ ８ ８/０．００２ ８/５．５０７ ５．５０５ ０．０４
johnson８Ｇ４Ｇ４ ７０ １４ １４/０．００２ １４/０．０４２ ０．０４０ ４．７６

keller４ １７１ １１ ８/０．００２;９/０．００５;１０/０．００８;１１/０．０１２ １１/２．９３６ ２．９２４ ０．４１
MANN_a９ ４５ １６ １６/０．００２ １６/０．３４１ ０．３３９ ０．５９

p_hat１０００Ｇ１ １０００ １０ ７/０．００４;８/０．００７;９/０．０１０;１０/０．０１４ １０/９．７２３ ９．７０９ ０．１４
p_hat３００Ｇ１ ３００ ８ ７/０．００２;８/０．００６ ８/０．０４９ ０．０４３ １２．２４
p_hat３００Ｇ２ ３００ ２５ ２３/０．００３;２４/０．００５;２５/０．０１６ ２５/８．４８８ ８．４７２ ０．１９
p_hat５００Ｇ１ ５００ ９ ６/０．００３;７/０．００６;８/０．００９;９/０．０１４ ９/０．４５５ ０．４４１ ３．０８
p_hat７００Ｇ１ ７００ １１ ７/０．００３;８/０．００５;９/０．００８;１０/０．２９０;１１/０．５７３ １１/１．７３５ １．１６２ ３３．０３

sanr２００_０．７ ２００ １８ １４/０．００２;１５/０．００５;１６/０．００９;１７/０．０３１;１８/０．１５１ １８/２６．２１０ ２６．０５９ ０．５８

sanr４００_０．５ ４００ １３ １０/０．００２;１１/０．００５;１２/０．００８;１３/３．０１０ １３/１２．９０２ ９．８９２ ２３．３３

　　从表１中的结果可以看出,对于一个顶点度数相对均匀

的无向图,在对其进行完全精确搜索求解最大团时,算法在前

面比较短的时间就已经得到了最大团,只是由于无法确定剩

余的子图中是否存在更大的团而执行了很多额外的搜索,致

使完全精确搜索的时间很长,时间利用率很低.表１中,时间

利用率低于１０％的搜索将近占２/３,而对于hamming８Ｇ４图的

最大团搜索,其利用率只有０．０１％,这意味着近９９．９９％的时

间在对剩余子图进行额外的搜索.当算法 FindMaximumＧ

Clique中的控制函数f(x)分别取１,０．１x,log２(x)和sqrt(x)

时,表示根据f(x)的值从V－U＋
vk

的部分顶点生成的邻接子

图中进行局部搜索,因此加快了算法的执行速度.

算法程序在 DIMACS数据集上运行的实验结果如表２
所列,表中的算法 FindMaximumClique列对应的数据格式为

“C/T”,其中C表示所找到的(近似)最大团大小,T 表示需要

的时间.

从表２中可以看出:

(１)当控制函数f(x)＝１时,运行是最快的,找到的大部

分结果也是图中实际的最大团大小,而部分近似结果虽非实

际最大团,但比实际最大团少２个顶点左右;

(２)当控制函数f(x)＝０．１x时,在f(x)＝１的基础上,

又在brock２００_２和p_hat５００Ｇ１上找到了最大团,在brock２００_１
和p_hat７００Ｇ１上找到顶点数更多的近似最大团,但整体的搜

索时间比f(x)＝１长;

(３)当控制函数f(x)＝log２(x)时,在f(x)＝ ０．１x的基

础上,又在brock２００_１和sanr２００_０．７上找到了最大团,在

brock２００_３,p_hat３００Ｇ３和p_hat５００Ｇ３上找到顶点数更多的

近似最大团,但整体搜索时间在f(x)＝０．１x的基础上快速

增加;

(４)控制函数f(x)＝sqrt(x)时,在每个数据上找到的近

似最大团与f(x)＝log２(x)时相同,但搜索时间再次增加.

总体来看,算法 FindMaximumClique可根据实际应用中

对最大团精度的要求,通过设置搜索范围控制函数f(x)实现

对无向图的局部有限搜索,但即使设置f(x)＝１(即每次只

对悬挂子图中的一个子图进行搜索),实际上也可以获得

很接近最大团的近似最大团,并且极大地缩短了搜索求解

的时间.

６７ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．１,Jan．２０２０



表２　几种主要的最大团求解算法与本文算法在 DIMACS数据集上的实验对比

Table２　ComparisonofseveralmainalgorithmsformaximumcliquewithproposedalgorithmonDIMACSdataset

数据名称 顶点数 最大团 MC MC０ MCQ１ MCSa１ MCSb１ BBMC１
FindMaximumClique

f(x)＝１ f(x)＝０．１x f(x)＝log２(x) f(x)＝sqrt(x)

brock２００_１．clq ２００ ２１ ３０５．４８３ １２７．９７７ ５．４５４ ４．１７３ ２．７９８ ５．８７６ １９/０．０３３ ２０/０．１１５ ２１/１．５８５ ２１/１．５９５
brock２００_２．clq ２００ １２ ０．１８８ ０．０９４ ０．０１６ ０．０３２ ０．０３２ ０．０３１ ９/０．００２ １２/０．００５ １２/０．００６ １２/０．００９
brock２００_３．clq ２００ １５ ２．３７５ １．１５８ ０．１１２ ０．１１１ ０．１０９ ０．１４２ １３/０．００２ １３/０．０１６ １４/０．０４０ １４/０．０６２
brock２００_４．clq ２００ １７ ８．５１６ ３．９３８ ０．４３９ ０．４２３ ０．３６１ ０．５７９ １６/０．００３ １６/０．０２０ １６/０．１０８ １６/０．１５６
cＧfat２００Ｇ１．clq ２００ １２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １２/０．００１ １２/０．００１ １２/０．００１ １２/０．０００
cＧfat２００Ｇ２．clq ２００ ２４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２４/０．０００ ２４/０．０００ ２４/０．０００ ２４/０．０００
cＧfat２００Ｇ５．clq ２００ ５８ ０．１０９ ０．０３２ ０ ０ ０ ０ ５８/０．０００ ５８/０．０００ ５８/０．０００ ５８/０．０００
cＧfat５００Ｇ１．clq ５００ １４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １４/０．００１ １４/０．００１ １４/０．００１ １４/０．０００
cＧfat５００Ｇ１０．clq ５００ １２６ ３５９０．０ １３２９．０２ ０．０１６ ０．０１６ ０．０９４ ０．０１５ １２６/０．００１ １２６/０．００１ １２６/０．００１ １２６/０．００１
cＧfat５００Ｇ２．clq ５００ ２６ ０ ０．０１６ ０ ０ ０ ０ ２６/０．００２ ２６/０．００１ ２６/０．００１ ２６/０．０００
cＧfat５００Ｇ５．clq ５００ ６４ ０．５１６ ０．５０１ ０．５０１ ０ ０．０１６ ０ ６４/０．００１ ６４/０．００１ ６４/０．００１ ６４/０．０００

hamming６Ｇ２．clq ６４ ３２ ０．２１８ ０．０７８ ０ ０ ０ ０ ３２/０．００１ ３２/０．００１ ３２/０．００５ ３２/０．０１６
hamming６Ｇ４．clq ６４ ４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ４/０．０００ ４/０．０００ ４/０．０００ ４/０．０００
hamming８Ｇ４．clq ２５６ １６ ３２．６４２ １５．２２１ ０．３２８ ０．３７５ ０．３７５ ０．４６９ １６/０．００５ １６/０．０７４ １６/０．１２８ １６/０．２１９

johnson１６Ｇ２Ｇ４．clq １２０ ８ ４．５９４ １．５７９ ０．２５１ ０．２９７ ０．３１２ ０．７３４ ８/０．００１ ８/０．００３ ８/０．０３８ ８/０．０３２
johnson８Ｇ２Ｇ４．clq ２８ ４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ４/０．０００ ４/０．０００ ４/０．０００ ４/０．０００
johnson８Ｇ４Ｇ４．clq ７０ １４ ０．０７８ ０．０３１ ０ ０ ０ ０ １４/０．０００ １４/０．００１ １４/０．００４ １４/０．０００

keller４．clq １７１ １１ ３．７６７ １．５６３ ０．０６４ ０．０６３ ０．０６３ ０．０９３ １１/０．００２ １１/０．０１６ １１/０．０５５ １１/０．０７８
MANN_a９．clq ４５ １６ ０．８７５ ０．３１２ ０ ０ ０ ０ １６/０．０１５ １６/０．０１５ １６/０．００８ １６/０．０１６

p_hat１０００Ｇ１．clq １０００ １０ ６．６０９ ３．３９１ １．３２９ １．３２８ １．３９１ ２．４２４ ９/０．０２８ １０/０．２３６ １０/０．０５２ １０/０．０９４
p_hat３００Ｇ１．clq ３００ ８ ０．０３２ ０．０１５ ０．０１６ ０ ０．０１６ ０ ７/０．０００ ８/０．００４ ８/０．００３ ８/０．０００
p_hat３００Ｇ２．clq ３００ ２５ ９１．４５８ ３９．１７４ ０．１４２ ０．０６３ ０．０９４ ０．０９４ ２５/０．０１０ ２５/０．０３８ ２５/０．１２６ ２５/０．１７１
p_hat３００Ｇ３．clq ３００ ３６ ＞２４h ＞２４h ５４．１４６ １１．３３１ １７．０１９ １４．９７１ ３４/０．１５８ ３４/２．４１７ ３５/４８．３７５ ３５/７６．２１８

p_hat５００Ｇ１．clq ５００ ９ ０．３１２ ０．１５７ ０．０６３ ０．０７９ ０．０６２ ０．１１１ ８/０．００７ ９/０．０１９ ９/０．０１３ ９/０．０３３

p_hat５００Ｇ２．clq ５００ ３６ ＞２４h ＞２４h １５．６２６ ２．６２６ ４．０９７ ３．４３９ ３４/０．０５２ ３４/０．９９９ ３５/２．４８８ ３５/４．３１３

p_hat５００Ｇ３．clq ５００ ５０ ＞２４h ＞２４h ２９４１３．４９１２８７．７３ ４４７９．８６ １７６２．８３ ４８/２．２００ ４８/３１８．１２８ ４９/５３９５．５４５ ４９/１６５０２．７

p_hat７００Ｇ１．clq ７００ １１ １．１４１ ０．５６４ ０．２３４ ０．２３４ ０．２３４ ０．３４４ ８/０．０１３ ９/０．０６８ ９/０．０１３ ９/０．０４６

sanr２００_０．７．clq ２００ １８ ３９．１７４ １７．９５４ １．２０４ １．１１１ ０．９３９ １．５６３ １７/０．００４ １７/０．０３５ １８/０．３５２ １８/０．４５４

sanr４００_０．５．clq ４００ １３ １５．１１２ ７．４８５ ２．０４８ ２．１２６ １．７３５ ３．０９５ １２/０．００６ １２/０．０８８ １２/０．０６３ １２/０．１５７

　　结束语　无向图最大团求解是一个著名的 NPＧ完全问

题,经典求解算法基本上都采用完全精确搜索策略.但由于

NPＧ完全问题本身具有复杂性,这些算法或许仅适用于某些

特殊的小规模图,对于具有大规模顶点和边的复杂图(如社交

网络)还是显得无力,难以适用.本文针对完全精确搜索策略

下的无向图最大团求解算法的大部分时间都是在对图进行多

余而无效的查找的问题,采用分划递归策略,通过设置搜索范

围控制函数来对划分后的子图进行部分搜索,所提算法可根

据实际应用中对最大团的精度要求来选择相应的搜索范围控

制函数.实验表明,按照本文的分划递归策略,即使设置搜索

范围控制函数f (x)＝１(即每次只对悬挂子图中的一个子图

进行搜索),也可以获得很接近于最大团的近似最大团,并且

极大地缩短了求解时间.因此,在最大团非精确要求的场景

中,所提算法具有很好的应用价值.
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