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摘　要　NP＝?P(即 NP是否等于P)的问题是计算机科学和数学中的重要问题.美国克雷数学研究院将其列为新千年七大困

难问题之首,２００５年Science将其列为２５个困难问题之１９.Science最近列出的１２５个亟待解决的重要问题中,第１９个问题实

质上就是 NP＝?P的问题.如果 NP＝P,对于很多困扰科学研究的困难计算问题,理论上就存在多项式时间算法来迅速求解它

们.而现代密码学建立在 NP≠P的假设之上.人们希望存在难解问题,希望基于难解问题构造加密算法,希望能够利用难解

问题的求解复杂性对抗分析和攻击.如果 NP＝P,所有在 NP≠P假定之上开展的计算研究都至少需要重新审视其意义.NP
完全问题的求解复杂性决定 NP＝P是否成立.针对一个被称为 MSP问题的新问题,文中提出了一个关于 MSP问题的多项式

时间算法,并给出了该算法的证明和时间复杂性分析.由于已经发表了十多个经典的 NP完全问题到 MSP问题的归结以及

MSP问题到SAT问题的归结,因此 MSP问题存在多项式时间算法这样一个研究结果对于研究 NP＝P有重要和积极的意义.
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Abstract　The‘Pvs．NPproblem’isthemostfamousanddifficultprobleminmath．andcomputerscience．Amongtheseven

mostimportantanddifficultproblemsthattheAmericanClayMathematicsInstitutedeclaredin２０００,thisproblemranksthefirst

one．Collecting２５difficultproblemsthathumanbeingurgentlywanttosolve,alistgivenbySciencein２００５containsthe‘Pvs．

NPproblem’,ranking１９th．Inthelatestlistofthemostimportant１２５questionsgivenbyScience,the‘Pvs．NPproblem’ranks

１９thtoo．ModerncryptographyisbasedontheassumptionthatNP≠P．WhetherNP＝Pornotdependsonthecomplexityto

solveaNPCproblem．AnewNPproblemwhichiscalledMSPisproposedandapolynomialtimealgorithmtosolveMSPisdeＧ

signedinthispaper．ToprovethattheMSPproblemisaNPcompleteproblem,severalpapers,thatreducedmorethan１０NP

completeproblemstotheMSPproblemandreverselyreducedtheMSPproblemtotheSATproblem,werepublishedinthelast

severalyears．HencetheresultmaybehelpfulforprovingNP＝P．
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　　NP＝?P的问题是计算机科学和数学中的重要问题.美

国克雷数学研究院将其列为新千年七大亟需解决的困难问题

之首[１],２００５年Science将其列为２５个困难问题之１９.SciＧ
ence最近列出的１２５个亟待解决的重要问题中,第１９个问题

实质上就是 NP＝?P的问题[２].NP完全问题的求解复杂性

决定 NP＝P是否成立.如果能够找到求解 NP完全问题的

多项式时间算法,即能够证明 NP＝P.

至今,仍然没有证明 NP≠P或者 NP＝P的结果被公认.

既具说服力又不具任何说服力的一个说法是:多年来找不到

NP＝P 的证明,就是 NP≠P 的 最 好 证 明;多 年 来 找 不 到

NP≠P的证明,就是 NP＝P的最好证明.围绕证明 NP≠P
或者 NP＝P,人类做过许多尝试和努力[３Ｇ５].总结起来,四十

多年的所有努力包括４个方面.

１)在研究过程中产生了许多重要的相关成果.例如,在

NP完全性研究中,找到了数以几千计的 NP完全问题;为了

求解一些复杂问题,开展了近似算法的研究;对计算模型的研



究使得人们对问题的难解性有了更深层次的认识,导致了密

码学的革命性突破.Diffie和 Hellman提出了公钥密码体制

的思想;Rivest,Shamir和 Adlernan提出了 RSA 公钥密码体

制.作为现代密码学先驱,Diffie和 Hellman的工作在２０１５
年获得了图灵奖.

２)围绕证明 NP≠P,研究者尝试了许多方法[４,６],例如泛

对角化方法、电路复杂性方法、证明复杂性方法、切割平面方

法以及基于多项式的代数证明系统等证明方法.有些方法,

如电路复杂性方法曾经在很长时间被认为最有可能证明

NP≠P,其得到了很多关注,也产生了许多相关结果.遗憾的

是,所有这些努力都没能给出令人信服的证明,并且无一例外

地得到失败的结果[４].

最近的关于 NP≠P的轰动一时的努力,由惠普公司 DeoＧ

lalikar于２０１０年８月宣布完成[７Ｇ８],世界众多媒体顷刻之间

进行了欢呼雀跃的报道.不幸的是,随之而来的审稿迅速找

到了证明中的致命错误[８].

ACMTransactiononAlgorithms开设有 NP完全问题专

栏,Johnson长期主持该专栏.Deolalikar失败之后,又一篇声

称 NP≠P的论文投稿ACMTransactiononAlgorithms.我

们在审稿环节指出了其中的重要错误,受到高度赞赏.

３)围绕 NP＝P进行证明.证明 NP＝P的努力基本上都

体现为多项式时间算法的寻找.随着一些长期没有被发现多

项式时间算法的问题相继告破(如 Agrawal等提出素性判定

的 AKS算 法[９]),以 及 其 他 相 近 领 域 研 究 的 突 破 (如 VaＧ

liant[１０]提出的全息算法解决了大量人们从前认为很难的计

数问题),研究者们似乎看到了 NP＝P的可能.Knuth是比

较相信 NP＝P的,只是他悲观地认为就算给出了证明,也未

必是构造性的;就算能找到算法,也会因复杂性过高而没有实

际意义[１１].

与证明 NP≠P的努力一样,证明 NP＝P的努力至今也

没有产生被接受的证明.

４)围绕该问题不可判定进行.不断有研究机构就对

Pvs．NP问题的认识、NP≠P或者 NP＝P的信念、该问题可

能被解决的时间等进行问卷调查[１２].调查显示,多数人相信

NP≠P.

１)http://www．win．tue．nl/~gwoegi/PＧversusＧNP．html

著名的PＧversusＧNPpage１)收集了全世界至今为了解决

Pvs．NP问题的成果和所做出的各种尝试.所有文章大致分

为３类.极少研究认为该问题不可判定不可解决,其余围绕

NP≠P或者 NP＝P进行.与许多机构进行的问卷调查结果

不同,这个网站上列出的所有研究结果中,支持 NP＝P的明

显多于支持 NP≠P的.

本文的研究支持 NP＝P的信念,是对 NP≠P的反动.

哈密顿图判定问题是 NP完全问题[１３].本文给出该判定问

题的一个多项式时间算法.

为了求解哈密顿图判定问题,需要对问题进行转换.为

缩短证明长度,以分段确认,分割围歼,综合众多意见,我们提

出 MSP问题,并通过将哈密顿图判定问题等十多个 NP完全

问题多项式归结到 MSP问题,证明了 MSP问题的 NP完全

性[１４Ｇ１９].本文的注意力集中在 MSP 问题的多项式时间求

解.本文从此往后直至结尾全部内容完全属于简单图论问题

最基本的算法设计与分析范畴.

(由于算法设计属于计算机、数学、密码学、软件工程等的

基本能力,从这些专业的学者阅读本文需要的知识看,本文大

致相当于数学教授眼中的中学数学题.但是下棋人人会,棋

力各不同,阅读本文有一定难度.所以本文中常常夹带一些

解释、导引、思想介绍、增加特殊标记之类的内容,写法上偏近

教科书.很多人建议这样写,毕竟有助于阅读理解是比恪守

形式更加重要的事情.不喜欢那些解释、导引、思想介绍之类

的内容,可以将它们统统忽略或者去掉,让研究论文完全纯

粹)

１　问题的引入及若干定义

算法是一些动作的有序集合.为一个问题设计算法是容

易的,将一些动作“凑”在一起即可.设计算法的困难性和严

肃性在于所设计的算法是否实现了计算目标,这需要证明.

MSP问题是一个人工构造的问题.直到最近两年,人们才发

现 MSP问题在基于 DAG的区块链特别是在一个称为hashＧ

graph区块链项目中的应用.本文的讨论从 MSP问题的定

义[１４Ｇ１８]开始.

定义１　称G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个加标多级图(LaＧ

beledMultistageGraph),如果满足以下条件:

１)V 为顶点集合,L称为G的级.V＝V０∪V１∪V２∪􀆺∪

VL,Vi∩Vj＝Ø,０≤i,j≤L,i≠j.如果u∈Vi(０≤i≤L),称

u所在级为i级,也称u是i级的顶点.

２)V０ 和VL 都只包含唯一顶点.称V０ 中的唯一顶点为

源点,记为S;称VL 中的唯一顶点为汇点,记为D.

３)E为边的集合,G中的边均为有向边.用三元组‹u,v,

l›表示一条u到v的边.如果‹u,v,l›∈E (１≤l≤L),则u∈

Vl－１,v∈Vl.称‹u,v,l›为G的第l级的边.

４)λ是一个从V－{S}到２E 的映射.对每个顶点v∈

V－{S},λ(v)⊆E.称λ(v)为顶点v的边集.

上述定义中,用三元组‹u,v,l›而不是通常的二元组‹u,

v›表示边,这是因为我们在算法处理过程中总是需要知道边

的起点、终点以及所在的级,用三元组表示更为直观,而且使

得人们对处理与这些边相关的操作的复杂性的把握更加

直接.

图１所示的两个图都是加标多级图,各个顶点的边集的

一组可能取值定义如下.对于图１(b),λ(１)＝{e１},λ(２)＝
{e２},λ(３)＝{e１,e２,e３,e４},λ(４)＝{e１,e３,e５},λ(５)＝{e２,e４,

e６},λ(６)＝{e１,e３,e５,e１０},λ(７)＝{e１２},λ(８)＝{e１,e３,e６,e８},

λ(D)＝{e１,e３,e５,e１０,e１２}.对于图１(a),λ(１)＝Ø,λ(２)＝

Ø,λ(３)＝Ø,λ(４)＝{e１,e３,e５},λ(５)＝{e２,e４,e６},λ(６)＝{e１,

e３,e５},λ(７)＝λ(７′)＝{e１,e３,e６,e８},λ(８)＝{e１,e３,e６,e８},

λ(D)＝Ø.
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(a) (b)

图１　加标多级图的两个实例

Fig．１　Twoexamplesoflabeledmultistagegraph

定义２　设G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个加标多级图,P
是G 中的一条路径,ES是一个边集,ES⊆E.如果P 的所有

边都属于边集ES,称 P 属于ES,或者称 ES 包含P,记为

P∈ES.如果P 上有边不属于边集ES,称P 不属于ES,记

为P∉ES.

定义３　设G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个加标多级图,S－

u１－􀆺－ul－􀆺－uL(１≤l≤L,uL＝D)是G 中一条路径.如

果对任意的顶点ul,其中l∈{１,２,􀆺,L},S－􀆺－ul∈λ(ul),

则称G中的这条路径为简单路径.如果对任意的顶点ul,其

中l∈{１,２,􀆺,L－１},S－􀆺－ul∈λ(ul),则称G中的这条路

径为半简单路径.

这里定义的简单路径不是图论中定义的简单路径.图论

中简单路径的传统含义是:若一条路径称为简单路径,则该路

径上的顶点不能重复.本文定义的加标多级图中,一条路径

上的顶点肯定是不重复的.本文中的简单路径不仅顶点不重

复,而且该路径必须满足该路径上所有顶点的顶点边集的约

束,即S－􀆺－ul∈λ(ul),其中l∈{１,２,􀆺,L}.

显然,根据定义３,如果一条路径是简单路径,它必为半

简单路径;反之不然.

设G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个加标多级图.

问:G中是否存在一条简单路径,即是否存在路径S－

u１－􀆺－ul－􀆺－uL(１≤l≤L,uL ＝D),使得S－􀆺－ul∈

λ(ul)?

这个问题就是要判定一个加标多级图中简单路径的存在

性,被称为多级图简单路径(MultistageＧgraphSimplePath,

MSP)问题.

不是所有的加标多级图都有简单路径.一个加标多级图

是否包含简单路径,取决于图,同时也取决于各个顶点的边集

的取值.例如,对于图１(b),S－１－３－４－６－D 是一条简单

路径,而图１(a)中没有简单路径.

在一个加标多级图中,判定从源点到汇点的路径是否存

在是容易的,这是一个简单的连通性判定问题.然而,判定简

单路径的存在性,不是一件容易的事情.由于我们关注的路

径需要满足该条路径上所有顶点边集的限制,即使当前寻找

的部分路径满足当前的全部限制条件,我们也不知道未来能

否满足更多限制.也就是说,MSP问题的求解过程中遇到的

困难,与很多难解问题的求解是类似的:我们发现任何局部的

努力都可能是错误的和徒劳的.

下面讨论 MSP问题的求解算法,称之为ZH 算法.对于

一个给定的加标多级图,ZH 算法能判定简单路径的存在性.

２　求解 MSP问题的ZH算法

２．１　４个基本算子的定义

基本算子１:[ES]vu.

设G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个加标多级图.ES是边集

E 的一个子集,u,v∈V.定义[ES]vu＝{e|e∈ES,eisona

pathu－􀆺－v,andalltheedgesonu－􀆺－varecontainedin

ES}.如果u,v属于同一级或者u 的级高于v 的级,定义

[ES]vu＝Ø.

[ES]vu 的目的是整理边集ES.ES中可能包含一些零零

散散的边,这些边因为不在u到v 路径上,所以从ES 中去

掉.[ES]vu 的结果是ES 的子集,只留下了ES中从u到v 的

路径上的那些边.如果用|E|表示G 中边的数目,可以设计

O(|E|)的算法计算[ES]vu.

定义４　设G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个加标多级图.如

果G＝‹V,E,S,D,L,λ›中存在一条路径v－vl＋１－􀆺－vL－１－
D,使得边‹u,v,l›∈λ(v)∩λ(vl＋１)∩􀆺∩λ(vL－１)∩λ(D),则
称路径v－vl＋１－􀆺－vL－１－D 为‹u,v,l›的可达路径.‹u,

v,l›的所有可达路径构成‹u,v,l›的可达路径集.‹u,v,l›的

所有可达路径经过的边构成可达路径集边集.

为了描述‹u,v,l›的可达路径集边集,特别是为了算法中

处理可达路径,本文用变量符号R(u,v,l)表示‹u,v,l›的可

达路径集边集.一般的算法在处理和描述路径时,都是将路

径逐条描述出来,但本文的R(u,v,l)是边集E 的子集,R(u,

v,l)中包含的是‹u,v,l›的可达路径经过的边.

下面的讨论中除了用R(u,v,l)表示边‹u,v,l›的可达路

径集边集,也用R(e)表示边e的可达路径集边集.当需要精

确知道一条边的起点和终点时,我们选择用R(u,v,l)表示;

否则就简单地用R(e)表示.

下面的算子２可以计算出任意一条边‹u,v,l›的可达路

径集边集.

基本算子２:Init(R(u,v,l)).

Init(R(u,v,l))用来计算加标多级图G＝‹V,E,S,D,L,

λ›中边‹u,v,l›的R(u,v,l)值,计算结果放在R(u,v,l)中.

１)ES←{‹a,b,k›| ‹a,b,k›∈E,l＜k≤L,‹u,v,l›∈

λ(a)∩λ(b)}//Collectingedges

２)R(u,v,l)←[ES]Dv//Linkingedgestogether
其中,R(u,v,l)是一个变量符号,表示边‹u,v,l›的可达

路径集边集,所以计算结果可以放在R(u,v,l)中.

按照定义,算子２计算的结果是,R(u,v,l)中包含‹u,v,

l›的所有可达路径经过的边.如果用|E|表示G 中边的数

目,则可以设计 O(|E|)的算法计算Init(R(u,v,l)).

注意,R(e)虽然称作可达路径集,但其仅仅是边的集合.

本文讨论中所涉及的路径集合都是边集,因此它们的规模是

多项式的而不是指数的.如同英文单词很多,但字母表只有

２６个字符.

基本算子３:Comp(ES,v,R(E)).

不同于算子２和算子４适宜于被当作子程序看待(调用
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子程序的结果是参数变量发生改变),算子３可被当作函数看

待,函数值作为返回值.

设G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个加标多级图,ES⊆E,v∈
V,R(E)＝{R(e)|e∈E}.Comp(ES,v,R(E))等于以下迭代

结束时ES_temp中的结果.

１．ES_temp←ES

２．Foralle＝‹a,b,k›∈ES_temp:

　Letvbeavertexatstagel．

　　Ifk＜land[R(a,b,k)∩ES_temp]vbcontainsnopathfrombto

v,ES_temp←ES_temp－{e}．

　　Ifk＝l,l＜L,andR(a,b,k)containsnopathfromvtoD,ES_

temp←ES_temp－{e}．

３．ES_temp←[ES_temp]vS,where,SistheuniquevertexofV０．

４．Repeatstep２andstep３untilES_tempwillnotchangeanymore．

简单地说,上述步骤２是去掉ES_temp中的边‹a,b,k›,

条件是R(a,b,k)∩ES_temp 不含b 到v 的路径.步骤３是

整理边集ES_temp,这个去边和整理的过程反复实施,直到

ES_temp 不再变化.由于ES 中包含的边的条数是一个定

数,这个计算过程必然终止.

R(E)＝{R(e)|e∈E}是Comp(ES,v,R(E))计算过程中

需要使用的一组值,也可以作为全局变量定义,不需要作为参

数变量代入算子中.有很多人建议在Comp(ES,v,R(E))算
子中明显给出R(E),也有很多人认为不需要给出R(E).这

里在Comp(ES,v,R(E))中明显给出R(E),使得我们可以明

确看到R(E)对Comp(ES,v,R(E))的影响.事实上,ZH 算

法就是一个反复利用R(E)限制各个Comp(λ(v),v,R(E)),

又反过来利用所有的这些Comp(λ(v),v,R(E))限制R(E)的
过程.

因为 我 们 需 要 调 用 Comp(ES,v,R(E))计 算 Comp
(λ(D),D,R(E))以及其他的Comp(λ(v),v,R(E)),所以分

k＝l或者k＜l两种情况讨论.因为假定了v是l级的顶点,

k＜l说明‹a,b,k›在l级以下,顶点b距离v 至少一级.这种

情况下我们根据R(a,b,k)∩ES_temp是否含b到v 的路径

决定‹a,b,k›的去留.k＝l说明顶点b与v同级.因为算子３
的计算依赖于R(E),Comp(λ(D),D,R(E))的计算需要用到

R(∗,D,L),而R(∗,D,L)只能为空,所以k＝l的情况下,

只有在l＜L时才依据[R(a,b,k)∩ES_temp]Dv 是否为空来

决定‹a,b,k›的去留.

显然,对于任意λ(v),有Comp(λ(v),v,R(E))⊆λ(v).

可以设计 O(|E|２)的算法计算步骤２.步骤２和步骤３
可以在 O(|E|２)内完成.每次迭代至少减少一条边,ES_

temp最多有|E|条边,所以计算Comp(ES,v,R(E))的时间

复杂性为 O(|E|３).

基本算子４:Change(R(u,v,l)).

Change(R(u,v,l))是用R(E)＝{R(e)|e∈E}中的R(e)

限制和绑定R(u,v,l).Change(R(u,v,l))将修改R(u,v,l)

中的值,修改后的值仍然放在R(u,v,l)中.

１．Forall‹a,b,k›∈R(u,v,l),１＜l＜k≤L－１

ifComp([{e|e＝‹c,d,kk›∈E,kk＜l,[R(c,d,kk)∩Comp([{‹a,

b,k›}∪{e|e＝‹x,y,ll›∈E,ll＜k,[R(x,y,ll)∩λ(b)]b
ycontainsa

paththatcontains‹a,b,k›}]bS,b,R(E))]bdcontainsapaththatconＧ

tains‹u,v,l›and‹a,b,k›}]uS,u,R(E))≠Ø

then‹a,b,k›iskeptinR(u,v,l)

else‹a,b,k›isdeletedfromR(u,v,l)．

２．R(u,v,l)←[R(u,v,l)]D
v．

３．Repeatstep１andstep２untilR(u,v,l)willnotchangeanymore．

上述计算过程中,Comp([{‹a,b,k›}∪{e|e＝‹x,y,ll›∈
E,ll＜k,[R(x,y,ll)∩λ(b)]bycontainsapaththatcontains
‹a,b,k›}]bS,b,R(E))是λ(b)的子集.其中包含的边e都是从

‹a,b,k›进入λ(b)的(即R(e)包含经过‹a,b,k›的路径).为

了后面描述方便,我们记这个集合为A.可将A 的形状想象

为:将‹a,b,k›看成一个柄,A 是一个柄下挂一个葫芦.

集合[{e|e＝‹c,d,kk›∈E,kk＜l,[R(c,d,kk)∩Comp
([{‹a,b,k›}∪{e|e＝‹x,y,ll›∈E,ll＜k,[R(x,y,ll)∩
λ(b)]bycontainsapaththatcontains‹a,b,k›}]bS,b,R(E))]bd
containsapaththatcontains‹u,v,l›and‹a,b,k›}]uS 是A 的

子集.为了后面描述方便,记这个集合为 C,记集合 Comp
(C,u,R(E))为B.B 包含在A 中,可将B 的形状想象为:A
是一个柄下挂一个葫芦,葫芦里面又有一条边‹u,v,l›,将‹u,

v,l›看成一个柄,B也是一个柄下挂一个葫芦.

粗略地说,步骤１中,如果‹a,b,k›继续留在 R(u,v,l)

中,除非有路径P＝S－􀆺－u陪着‹u,v,l›经过‹a,b,k›,而且

那些路径P＝S－􀆺－u还需要满足苛刻条件:设那些路径的

所有边构成集合ES,则Comp(ES,u,R(E))必须非空.

如果将算子１－算子３的提出视为一种直觉的产生,算

子４则主要出于一种逻辑证明的需要.算子４完成的信息探

测,使我们可以确认在输入的图中存在一种我们关心的性质.

我们之所以能够完成算法证明,一个最有价值的发现便在于

算子４.

Change(R(u,v,l))的复杂性依赖于算子１、算子２和算

子３.我们可以在|E|∗O(|E|３)的时间内计算A 集并进一

步计算B 集,从而在|E|∗|E|∗O(|E|３)时间内完成步骤１.

每次迭代至少减少一条边,因此Change(R(u,v,l))的复杂性

为|E|∗|E|∗|E|∗O(|E|３)＝O(|E|６).

修改后的R(u,v,l)是修改前的R(u,v,l)的子集,我们仍

然不加区别地称其为‹u,v,l›的可达路径集边集.一般地,算

法开始时变量R(u,v,l)包含的是定义４定义的可达路径集

边集,计算过程中R(u,v,l)中包含的边的数量会单调减少.

２．２　ZH算法的复杂性分析和必要性证明

算法１给出ZH 算法的具体过程.

算法１　ZH Algorithm
１．Foralle∈E,wecallInit(R(e))togenerateR(e)directly．

２．Forl＝２toL－１

　２．１．Forall‹u,v,l›ofstagel,callChange(R(u,v,l))tomodify

R(u,v,l)

　２．２．Forallvofstagel,λ(v)←Comp(λ(v),v,R(E))

３．Repeatstep２untilnoR(e)andnoλ(v)willchangeanymore．

４．IfComp(λ(D),D,R(E))≠Ø,weclaimtheexistenceofasimple

pathinG．Otherwise,weclaimthatthereisnosimplepathinG．

ZH 算法的输入是G＝‹V,E,S,D,L,λ›,其中包含了一

个顶点集合V、一个边集E、一个源点S、一个汇点D、一个表

示图的级的量L,以及除源点S外的每个点v 的边集λ(v).
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我们将这些量都当成相应变量的初值.算法中的变量可以被

修改,ZH 算法中λ(v)←Comp(λ(v),v,R(E))表示将修改的

值放入λ(v).R(e)是算法执行需要而新开辟的变量,所有的

R(e)构成R(E)＝{R(e)|e∈E}.

算法１的步骤１计算出了所有边的可达路径集边集;然

后开始用R(E)绑定R(u,v,l)(步骤２．１),用R(E)修改λ(v)

(步骤２．２),这个过程反复执行,直到所有R(e)以及λ(v)不

再变化;算法的步骤３之后,基于R(E)计算Comp(λ(D),D,

R(E)).

显然,Comp(λ(v),v,R(E))是λ(v)的 子 集,Change
(R(u,v,l))后得到的R(u,v,l)是修改之前的R(u,v,l)的子

集.ZH 算法最终肯定会停止,因为对每次迭代,至少有一个

R(e)中至少减少一条边,或者至少有一个λ(v)中至少减少一

条边,而R(e)中和λ(v)中边的总数受限于|E|.

算法执行中会修改λ(v),λ(v)包含的边的数量单调减

少,λ(v)中保留的值与初始值一般是不同的.简单路径的定

义是基于初始值而不是计算值.由于计算过程中简单路径的

存在性决不会被破坏(定理２将证明这一点),如果G 中有一

条路径S－u１－􀆺－ul－􀆺－uL(１≤l≤L,uL＝D)满足条件

S－􀆺－ul∈λ(ul),其中λ(ul)为初始值,那么G 中有一条路

径S－u１ － 􀆺 －ul－ 􀆺 －uL (１≤l≤L,uL ＝D)满足条件

S－􀆺－ul∈λ(ul),其中λ(ul)为计算值.我们约定:除非特

别声明,下文的λ(v)都是指变量λ(v)中保留的值,即λ(v)的

计算值.

算法１的结论极为简洁:G 中存在简单路径,当且仅当

Comp(λ(D),D,R(E))≠Ø.

定理１　设|V|表示V 的顶点个数,|E|表示E 中边的条

数,则ZH 算法的时间复杂性是|V|∗|E|的多项式函数.

证明:首先指出,任意边集和任意可达路径集中包含的边

的条数≤|E|,因为它们都是边集E的子集;顶点边集的个数≤

|V|;可达路径集的个数≤|E|.

根据前文描述,计算 Comp(ES,v,R(E))的复杂性为

O(|E|３);计算Change(R(u,v,l))的复杂性为 O(|E|６);对

步骤３的每次迭代,某个R(u,v,l)至少减少一条边,或者某

个λ(v)至少减少一条边.

ZH 算法的步骤２是 ZH 算法中最为复杂的语句,所以

ZH 算法的时间复杂性为|E|∗|E|∗O(|E|６).定理１得

证.

定理 ２　 如 果 G 中 存 在 简 单 路 径,则 一 定 有 Comp
(λ(D),D,R(E))≠Ø.

证明:设v０－v１－v２－􀆺－vL 是G 中的一条简单路径,

v０＝S,vL＝D.根据简单路径的定义,有v０－v１－v２－􀆺－

vl∈λ(vl)(１≤l≤L),并且对于路径v０－v１－v２－􀆺－vL 上

的所有‹vl－１,vl,l›(１≤l≤L),有‹vl－１,vl,l›∈λ(vl)∩􀆺∩

λ(vL－１)∩λ(vL).因此,ZH 算 法的步骤 １ 执行完毕后,R
(vl－１,vl,l)将包含vl－vl＋１－􀆺－vL(１≤l≤L);步骤２之后,

R(vl－１,vl,l)仍然包含vl－vl＋１－􀆺－vL(１≤l≤L);步骤３
不会截断R(vl－１,vl,l)中的任何路径.因此,Comp(λ(D),

D,R(E))包含v０－v１－v２－􀆺－vL.

２．３　充分性证明准备

下面证明如果Comp(λ(D),D,R(E))≠Ø,则G 中存在

简单路径.

２．３．１　两个函数的定义

首先引进两个函数,即换名函数Ix
y 和撕裂函数Iv１,v２

v .

两个函数都用于处理三元组,一个三元组在我们定义的加标

多级图中表示一条边.

１)换名函数Ix
y.设 EL 是一个集合,ET＝{‹a,b,k›|

a,b∈EL,k是一个整数},ES⊆ET,e∈ET,并且x,y∈EL.

Ix
y 递归定义如下:

Ix
y({e})＝

{‹b,y,k›}, ife＝‹b,x,k›

{‹y,b,k›}, ife＝‹x,b,k›

{e}, otherwise
{

Ix
y(ES)＝ ∪

e∈ES
Ix

y({e})

２)撕裂函数Iv１,v２
v .设EL 是一个集合;ET＝{‹a,b,k›|

a,b∈EL,k是一个整数};v,v１,v２∈EL,l是一个整数;ES,

ES１,ES２ 是ET 的子集,ES１≠Ø,ES２≠Ø,ES１∩ES２＝Ø,

ES１∪ES２＝{e|e∈ES,e＝‹c,v,l›,c∈EL}.Iv１,v２
v 定义如下:

Iv１,v２
v (ES,ES１,ES２)

　＝(ES－{e|e∈ES,e＝‹a,v,l›ore＝‹v,a,l＋１›,a∈

EL})∪{e│e＝‹a,v１,l›,‹a,v,l›∈ES１,a∈EL}∪
{e|e＝‹a,v２,l›,‹a,v,l›∈ES２,a∈EL}∪{e|e＝
‹v１,a,l＋１›ore＝‹v２,a,l＋１›,‹v,a,l＋１›∈ES,

a∈EL}

在Iv１,v２
v (ES,ES１,ES２)中,我们从ES 中去掉所有三元

组‹a,v,l›和‹v,a,l＋１›:如果‹a,v,l›∈ES１,用‹a,v１,l›替换

‹a,v,l›;如果‹a,v,l›∈ES２,用‹a,v２,l›替换‹a,v,l›;如果

‹v,a,l＋１›∈ES,用‹v１,a,l＋１›和‹v２,a,l＋１›替换‹v,a,

l＋１›.

２．３．２　构造证明框架

下面介绍两个符号.

ZH\step４:表示ZH 算法除步骤４之外的其余步骤.其

只计算不判断.

ES[i:j]:设ES是个边集,ES[i:j]表示边集ES中从第i
级到第j级的边,其中１≤i≤j≤L.如果i＞j,ES[i:j]＝Ø.

还需要对算子４稍做修改.对于每条边‹a,b,k›在R(u,

v,l)中的去留,我们指定一条L级的边‹f,D,L›与‹a,b,k›一

起绑定计算.

修改的算子４:VＧChange(R(u,v,l),binding).

VＧChange(R(u,v,l),binding)是用R(E)＝{R(e)|e∈

E}中的R(e)限制和绑定R(u,v,l).该算子将修改R(u,v,l)

中的值,修改后的值仍然放在R(u,v,l)中.这里,binding是

{‹‹a,b,k›,‹f,D,L››|‹a,b,k›,‹f,D,L›∈E,k≤L－１}的子

集,并且如果‹e１,e２›∈binding 且‹e１,e３›∈binding,则e２＝
e３.

１．Forall‹a,b,k›∈R(u,v,l),１＜l＜k≤L－１

　１．１．设‹‹a,b,k›,‹f,D,L››∈binding．

　１．２．Ifλ(b)⊈λ(f),wedeleteall‹∗,b,k›fromR(u,v,l)andthen

gotostep２．

　１．３．ifComp([{e|e＝‹c,d,kk›∈E,kk＜l,[R(c,d,kk)∩Comp
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([{‹a,b,k›}∪{e|e＝‹x,y,ll›∈E,ll＜k,[R(x,y,ll)∩λ(b)∩

λ(f)]b
ycontainsapaththatcontains‹a,b,k›}]bS,b,R(E))]bd

containsapaththatcontains‹u,v,l›and ‹a,b,k›}]uS,u,R
(E))≠Ø

then‹a,b,k›iskeptinR(u,v,l)

else‹a,b,k›isdeletedfromR(u,v,l)．

２．R(u,v,l)←[R(u,v,l)]D
v．

３．Repeatstep１andstep２untilR(u,v,l)willnotchangeanymore．

步骤１．２中“deleteall‹∗,b,k›fromR(u,v,l)”意味着

所有终止于b的边都从R(u,v,l)中被删除.修改的算子４与

算子４的差别仅仅在于A 集的计算.修改的算子４在确认

‹a,b,k›在R(u,v,l)中的去留时,与L 级的某条边‹f,D,L›

“绑定”,计算出来的A 集是λ(b)∩λ(f)的子集;而算子４计

算出来的A 集仅仅是λ(b)的子集.

显然,如果‹a,b,k›在R(u,v,l)中保留,则有 ‹f,D,L›∈
[E]Db .[E]Db 是G 中顶点b往上的边构成的集合.

ZH\step４中只调用VＧChange(R(u,v,l),binding),不调

用Change(R(u,v,l)).

为了完成ZH 算法的充分性证明,我们构造 ProvingAlＧ

gorithm(算法２).ZH 算法被镶嵌在算法２中(见步骤２),构

成其中的一个“实质性”部分.ProvingAlgorithm 的输入包

括图G＝‹V,E,S,D,L,λ›以及一个边集 ESS (ESS⊆E).

为了讨论的简便性,我们要求ProvingAlgorithm 的输入满足

一些性质(见步骤１).

算法２　ProvingAlgorithm
１．如果输入的图 G＝‹V,E,S,D,L,λ›不具备以下性质,则算法停机:

　１．１．λ(D)＝E;

　１．２．对第L－１级的所有点v,d(v)＝１,其中d(v)是点v的入度;

　１．３．ESS[L－１:L－１]＝E[L－１:L－１].

２．产生binding集合:对于每条边‹a,b,t›,t≤L－１,我们指定一条 L
级的边‹f,D,L›与‹a,b,t›一起绑定计算.‹f,D,L›必须满足以下条

件,否则算法停机:若 Q＝S－a１－􀆺－aL－１－D∈{P１|P１ 是一条简

单路径,P１[１:k]∈ESS,P１[１:k＋１]∉ESS,１≤k≤L－１,没有简单

路径P２ 使得P２[１:k]＝P１[１:k]并且P２[１:k＋１]∈ESS},则有‹f,

D,L›∉[E]D
ak

.

３．ApplyZH\step４onG．

４．ESS１←ESS∩Comp(λ(D),D,R(E))∪E[L:L]．

５．IfComp(ESS１,D,R(E))≠Ø,thereexistsasimplepathSPinG

suchthatESScontainsSP．

为了证明的需要,对于所有多级图,我们定义一个“大小”

关系.对于在这个“大小”关系下最小的图,我们直接证明算

法２正确;而对于其他任意的图,我们通过“撕裂变换”或者

“压缩变换”构造“更小”的图,从而进一步形成反驳.因为反

驳中需要有新的、“更小”的算法输入实例构造,而新的构造必

须同样具备这些性质,为了讨论中不遗漏,我们将这些性质全

部列在算法２中.

任意输入的图如果不满足这些性质,算法２将停机.算

法２依据它形成的判据Comp(ESS１,D,R(E))非空,做出G
中有简单路径包含于ESS 的回答,否则算法不做回答.

算法２中步骤１．２限制了图的“形状和结构”.按照步骤

１．２,输入的图的L－１级都是单入度点的图.步骤１．１和步

骤１．３限制了顶点边集以及ESS的取值.

步骤３的 ZH\step４中调用VＧChange(R(u,v,l),binＧ
ding),所以步骤２产生binding集合.对于每条边‹a,b,t›,

t≤L－１,指定一条L 级的边‹f,D,L›与‹a,b,t›一起绑定

计算.

Q＝S－a１－􀆺－aL－１－D∈{P１|P１ 是一条简单路径,

P１[１:k]∈ESS,P１[１:k＋１]∉ESS,k≥１,没有简单路径P２

使得P２[１:k]＝P１[１:k]并且P２[１:k＋１]∈ESS},表示Q 是

满足如下条件的简单路径:Q 有“极大”的k使得Q[１:k]∈

ESS.

Q有“极大”的k使得Q[１:k]∈ESS是我们借用的数学

概念.k是个“极大值”,不是“最大值”.给定的图中可能有

简单路径P 满足条件P[１:k＋１]∈ESS,但不可能有简单路

径P 满足条件P[１:k＋１]∈ESS并且P[１:k]＝Q[１:k].

我们称Q为 MaxＧk路径.若Q＝S－a１－􀆺－aL－１－D
是一 条 MaxＧk 路 径,则 顶 点 ak 往 上 的 所 有 边 构 成 集 合

[E]Dak
.集合[E]Dak

被称为Q 的辖域,可以将其想象成一个扇

形.‹f,D,L›∉[E]Dak
说明‹f,D,L›不在Q 的辖域中.Q 的

任意性,使得‹f,D,L›不在任何 MaxＧk路径的辖域中.这是

‹f,D,L›必须满足的一个条件,如果产生的binding不满足

这个条件,算法就停机了.

显然,不同的指定会导致VＧChange(R(u,v,l),binding)

的计算结 果 不 同,并 最 终 导 致 步 骤 ５ 中 Comp(ESS１,D,

R(E))的计算结果不同;甚至不同的指定会导致算法停机.

本文只 对 本 算 法 做 充 分 性 判 定.如 果 Comp(ESS１,D,R
(E))为空,或者算法停机了,算法２不做任何推断.只要有

一组这样的指定使得Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,算法就推

断G有简单路径SP 且ESS 包含SP.

步骤３　即为ZH 算法.步骤４得到的ESS１中的ESS１
[１:L－１]是ESS的子集.

算法２可能漏判,但我们证明它绝不误判.

步骤１容易实现,其中１．１和１．３只需要进行集合的比

较;１．２只需要对L－１级的每个点v,检查d(v)是否等于１
即可.

步骤２产生binding集合也容易实现.判定‹f,D,L›是否

满足条件可以这样进行:穷举每一条 MaxＧk路径S－a１－􀆺－

aL－１－D,并计算[E]Dak
,合并所有[E]Dak

得到一个集合,然后判

断‹f,D,L›是否属于该集合.

实际上,算法２是一个不同于 ZH 算法的算法.这两个

算法各自花费代价做各自的事情.ZH 算法解决给定的加标

多级图中简单路径的存在性问题;而算法２解决另外一个问

题:给定G＝‹V,E,S,D,L,λ›以及一个边集ESS,ESS⊆E,G
中有简单路径包含于ESS吗?

算法执行中会修改λ(v),λ(v)中保留的值与初始值一般

是不同的.λ(v)中保留的值被称为计算值.算法２步骤５中

推断存在的简单路径,不仅仅是G 中的简单路径,它还必须

包含于ESS中.

２．４　αβ定理及其证明

下面开始归纳证明,对于任意输入的G 和ESS,算法２
都能做出正确推断,即如果Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,则G
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有简单路径SP 且ESS 包含SP.

引理１　设G＝‹V,E,S,D,L,λ›和ESS是算法２的输

入,G中第３级到第L－１(L≥４)级没有多入度点,如图２所

示.如果Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,则G 有简单路径SP
且ESS 包含SP.

图２　引理１的典型图例

Fig．２　Typicalgraphoflemma１

证明:G中第３级到L－１级没有多入度点,第２级可能

有多入度点.

因为Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,所以一定有边‹a１,a２,

２›∈Comp(ESS１,D,R(E)),并 且 R(a１,a２,２)∩Comp
(ESS１,D,R(E))包含a２－􀆺－aL－１－D.由于R(a１,a２,２)∩

Comp(ESS１,D,R(E))包 含 a２ － 􀆺 －aL－１ －D,依 据

VＧChange(R(a１,a２,２),binding)的计算过程可知S－a１∈

λ(a１),S－a１－a２∈λ(a２)∩􀆺∩λ(aL－１)∩λ(D).

由G中第３级到L－１级没有多入度点,且ESS１＝ESS∩

Comp(λ(D),D,R(E))∪E[L:L]包含S－a１－􀆺－aL－１－D
可知,S－a１－􀆺－aL－１－D 为G 中的简单路径,并且S－

a１－􀆺－aL－１∈ESS.

如果‹aL－１,D,L›∈ESS,则G有简单路径SP 且ESS 包

含SP.

如果‹aL－１,D,L›∉ESS,由于S－a１－􀆺－aL－１－D 是

一条 MaxＧk路径,‹aL－１,D,L›不可能被指定与‹aL－２,aL－１,

L－１›一 起 绑 定 计 算,因 此 不 可 能 有 ‹a１,a２,２›∈Comp
(ESS１,D,R(E))并且R(a１,a２,２)∩Comp(ESS１,D,R(E))

包含a２－􀆺－aL－１－D.这与Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø 矛

盾.证毕.

现在给每个G＝‹V,E,S,D,L,λ›定义一个度量f(G):

f(G)＝L＋ ∑
v∈(V－{S,D}－V２)

(d(v)－１)

其中,d(v)是v的入度,V２ 是第２级所有顶点的集合,V－
{S,D}－V２ 是G中除D 和S 以及V２ 中的顶点之外的所有

顶点的集合.

说明:符号V２ 在后文中有其他的使用意义.仅在f(G)

的定义中,V２ 表示G中第２级所有顶点的集合.

因为G中入度为０的点肯定不在简单路径上,我们可以

简单地将这些点从G中删去.为了讨论的简便性,假定对G
中所有顶点v,有d(v)－１≥０.因此,对任意的G,f(G)≥L.

显然,对 于 任 意 输 入 的 图 G,若 f(G)＝４ 且 Comp
(ESS１,D,R(E))≠Ø,则必然有L＝４.根据引理１,算法２
能做出正确推断.

假定对于任意输入的图G,若f(G)＜m (m＞４),则算法

２都能做出正确推断.我们下面考虑f(G)＝m 的情况.注

意,此时必然有L≥５.

此时,如果G中第３级到L－１级没有多入度点,根据引

理１,算法２能做出正确推断.如果G中第３级到L－１级有

多入度点,则分引理２(有多入度点在L－２级)和引理３(有多

入度点但没有多入度点在L－２级)两种情况讨论.

引理２　设G＝‹V,E,S,D,L,λ›和ESS是算法２的输

入,f(G)＝m,顶点v是G 中l级的一个多入度点,l＝L－２
且l＞２,如图３(a)所示.如果Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,则

G有简单路径SP 且ESS 包含SP.

(a)　 　(b)

图３　引理２的典型图例

Fig．３　Typicalgraphoflemma２

证明:引理２的证明思想是,构造一个新的L级图G１,使

其满足３个条件,从而完成反驳.１)G１ 具备算法２中步骤１
描述的性质,并且f(G１)＜f(G);２)如果G作为输入时Comp
(ESS１,D,R(E))≠ Ø,则 G１ 作 为 输 入 时 同 样 有 Comp
(ESS１,D,R(E))≠Ø;３)如果P 是G１ 的简单路径且包含于

ESS,则P(经过适当改变)是G的简单路径且包含于ESS.

为此,我们将图３(a)撕裂成另外一个图,如图３(b)所示.

要构造另外一个加标多级图,我们需要给每个点配置相应的

边集,同时构造新的ESS,这样,当新的图和新的ESS作为算

法输入时,我们同样会得到一个计算结果Comp(ESS１,D,

R(E)).问题在于,如何确保新的Comp(ESS１,D,R(E))非

空,并且新图中的一条包含于新的ESS的简单路径“实质上”

就是原图中的一条包含于原来的ESS的简单路径?

我们对λ(v１)和λ(v２)进行重复设置,除了边被换名,其

本质上都等于λ(v).同样地,对λ(w１)和λ(w２)进行重复设

置,除了边被换名,其本质上都等于λ(w).新的ESS,除了边

被换名,本质上也等于原来的ESS.因为在 MSP问题中,一

个点的顶点边集实际上是一种控制,重复设置相当于相同的

控制.图３(b)中的一条包含于新的ESS 的简单路径“实质

上”就是图３(a)中的一条包含于原来的ESS的简单路径.

以上初始设置是容易的,但是如果原来Comp(λ(v),v,

R(E))非空,现在以新的图为输入,Comp(λ(v１),v１,R(E))和

Comp(λ(v２),v２,R(E))会非空吗? 或者说,就算赋予本质上

相同的初值,撕裂不会影响计算结果吗?

算子４为这个目的而产生,它主要出于一种逻辑证明的

需要,而不是简单地由直觉得到.如何通过一种计算探测到

图中的一种性质,然后使得我们可以确认,对于撕裂前后的

图,算法２能够得到本质上相同的结果,就是算子４设计的方

向指导.我们之所以能够完成算法证明,是将问题(MSP问
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题)设计、算法 (ZH 算法及算子)设计及证明框架(撕裂得到

更小的图以及算法２)一起考虑,慢慢调出来的.我们的方向

非常明确和坚定,就是寻找一种算法实现以下目标:如果对于

给定的图G,算法能够得到一个计算结果,那么,希望算法在

一个“更小”的图上,能够得到“本质”相同的计算结果.而“更

小”的图中一个存在的答案,“本质”上就是原来图中的答案!

证明开始.不失一般性,假定d(v)＝２并且v的出度也

等于２.这意味着G中只有v－w－D 和v－w′－D.

将以v为终点的边分成非空的两个部分,即group１ 和

group２,自底向上将v撕裂成v１ 和v２,然后逐个撕裂L－１级

的多入度点,由此得到一个L－１级没有多入度点、L－２级

d(v１)＋d(v２)＝d(v)的图G１,如图３(b)所示.

顶点边集和ESS的定义如下.

令V１＝(V－{v,w,w′})∪{v１,v２}∪{w１,w２,w３,w４}.

E１＝Iw１,w２
w (Iw３,w４

w (Iv１,v２
v (EofG,group１,group２),{‹v１,w′,

L－１›},{‹v２,w′,L－１›}),{‹v１,w,L－１›},{‹v２,w,L－

１›})(其中(EofG)表示G为输入时的E,这里就指E.本文

中经常要比较G 为输入时的某个量和G１ 为输入时的某个

量,为了方便,我们用(somethingofG)表示G 为输入时的某

个量,用 (somethingofG１)表 示 G１ 为 输 入 时 的 某 个 量).

(ESS ofG１)＝Iw１,w２
w ((Iw３,w４

w (Iv１,v２
v (ESS ofG,group１,

group２),{‹v１,w′,L－１›},{‹v２,w′,L－１›}),{‹v１,w,L－

１›},{‹v２,w,L－１›}).

对于 除v１,v２,w１,w２,w３ 和 w４ 外 的 每 个 顶 点 x,令

(λ(x)ofG１)＝Iw１,w２
w (Iw３,w４

w′
(Iv１,v２

v (λ(x)ofG,group１,

group２),{‹v１,w′,L－１›},{‹v２,w′,L－１›}),{‹v１,w,L－

１›},{‹v２,w,L－１›}).

对于x＝v１,v２,w１,w２,w３,w４,给(λ(x)ofG１)赋一个

值,使得:

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (λ(v１))＝Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (λ(v２))＝

λ(v)

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (λ(w１))＝Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (λ(w２))＝

λ(w)

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (λ(w３))＝Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (λ(w４))＝

λ(w′)

比如,撕裂λ(v),将结果赋给λ(v１)和λ(v２);撕裂λ(w),

将结果赋给λ(w１)和λ(w２);撕裂λ(w′),将结果赋给λ(w３)

和λ(w４).

显然,按照构造,对于G１ 的所有x,Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (λ
(x)ofG１)⊆(λ(x)ofG).如果 P 是G１ 的简单路径,则

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
v Iv１

v (P)是G的简单路径.

(特别构建１)　对所有边‹a,b,k›,２≤k≤L－４,在G１ 中

新增加b到D 的路径b－􀆺－D,将该路径上所有顶点的顶点

边集设置成等于E１.但(ESSofG１)仅仅增加b－􀆺－D 的

L－１级和L级的边.如果有简单路径P经过b并且P[１:k]∈
(ESSofG１),再新增加简单路径Q 使得Q[１:k]＝P[１:k],

Q[k＋１:L]是全新增加,(ESSofG１)增加Q[k＋１:k＋１]并且

增加Q[L－１:L].

说明:(ESSofG１)增加b－􀆺－D 的L－１级和L 级的

边,以及(ESSofG１)增加 Q[L－１:L],使得G１ 仍然具备语

句１．３定义的性质.

增加路径b－􀆺－D 后,G１ 没有增加包含于(ESSofG１)

的简单路径.增加b到D 的路径,是使得原来经过λ(b)到达

λ(D)的边,在G１ 中可以经过新的路径b－􀆺－D 到达λ(D).

这个增加有助于我们确认两件事情:１)对所有以b为终点的

边,如果指定路径b－􀆺－D 上的L 级的边与之绑定计算,对

修改的算子４确认以b为终点的边的去留时,不产生任何限

制意义,因为该路径上所有的顶点边集都等于E１;２)如果撕

裂前R(e)有可达路径经过b,撕裂后一定有可达路径经过b,

因为路径b－􀆺－D 上所有顶点边集都等于E１,e到达b之后

不再有任何因素阻止e.

增加简单路径Q,使得Q[１:k]＝P[１:k];同时(ESSof

G１)增加 Q[k＋１:k＋１],使 得 路 径b－ 􀆺 －D 不 在 一 条

MaxＧk路径的辖域中.因为k≤L－４,所以Q[k＋２:L－２]∉
(ESSofG１),又因为路径b－􀆺－D 上的第k＋１级的边也不

在(ESSofG１)中,所以G１ 没有增加包含于(ESSofG１)的简

单路径.

(特别构建２)　对所有边‹a,b,k›,k＝L－３,‹a,b,k›∈
(ESS１ofG),在G１ 中新增加b到D 的路径b－􀆺－D.将该

路径上所有顶点的顶点边集设置成等于E１.但(ESSofG１)

仅仅增加b－􀆺－D 的L－１级和L级的边.

说明:此时不会有简单路径 P 经过b,并且 P[１:k]∈
(ESSofG１),P[１:k＋１]∉(ESSofG１),否则G 中有简单路

径P′经过b并且P′[１:k]∈(ESSofG),P′是 MaxＧk 路径,

‹a,b,k›∉(ESS１ofG).

至此,已完成G１ 的构造以及顶点边集和ESS的定义,得

到一个L－１级没有多入度点、L－２级d(v１)＋d(v２)＝d(v)

的图G１,如图３(b)所示.

将G１ 的构造总结如下:如果不考虑换名,G１ 中包含于

(ESSofG１)的简单路径与G 中包含于(ESSofG)的简单路

径“本质上”是一样的(G１ 中通过特别构建增加了一些“旁路”

路径,不影响图的“大小”,但可以辅助计算).

现在,将构造的G１ 和(ESSofG１)作为算法２的输入进

行计算.可以证明以下结论(１)－(５).

(１)f(G１)＜f(G).

设v是出现在l级的多入度点,l＝L－２.

∑
u∈VlofG１

(d(u)－１)

　＝ ∑
u∈(Vl－{v１

,v２
})ofG１

(d(u)－１)＋(d(v１)－１)＋(d(v２)－１)

　＝ ∑
u∈(Vl－{v})ofG

(d(u)－１)＋(d(v)－１)－１

　＝ ∑
u∈VlofG

(d(u)－１)－１

所以f(G１)＜f(G).

(２)对G中L－２级的每个λ(v),如果算法２步骤３之后

λ(v)包含边e＝‹a,b,k›,R(a,b,k)包含边‹u,v,L－２›,k＜

L－２,G一定有经过边‹a,b,k›和边‹u,v,L－２›,‹v,w,L－１›

的简单路径P,并且R(a,b,k)包含P[k＋１:L].

后文将给出结论(２)的证明.

结论(２)非常重要.因为G 有简单路径经过边‹a,b,k›,
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‹u,v,L－２›和点w,撕裂之后,这条简单路径必然经过w１ 或

者w２,所以如果‹a,b,k›曾经进入(ESS１ofG),那么‹a,b,k›

也必将 进 入 (ESS１ofG１),由 此 导 致Iw４
w′I

w３
w′ Iw２

w Iw１
w Iv２

vIv１
v

(ESS１ofG１)⊇(ESS１ofG).另外,如果(R(a,b,k)ofG)包
含某条经过‹u,v,L－２›的路径,则(R(a,b,k)ofG１)必然包

含某条经过‹u,vi,L－２›的路径 (因为有结论(２),G 一定包

含经过边‹a,b,k›和边‹u,v,L－２›,‹v,w,L－１›的简单路径,

所以(R(a,b,k)ofG１)必然包含该简单路径中从b到D 的部

分路径).这将进一步导致Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (Comp(ESS１,

D,R(E))ofG１)⊇(Comp(ESS１,D,R(E))ofG).

(３)G１ 具备算法２中步骤１要求的全部性质.G１ 具备步

骤１．１－步骤１．３定义的性质容易逐条验证.

(４)将证明算法作用于G１,(Comp(ESS１,D,R(E))of
G１)≠Ø.

先考虑算法２步骤２中“对于每条边‹a,b,k›,k≤L－１,

我们指定一条L 级的边‹f,D,L›与‹a,b,k›一起绑定计算

VＧChange(R(u,v,l),binding)”的问题.

对于‹a,b,k›,k≤L－３,因为增加了b－bk＋１ － 􀆺 －

bL－１－D,该路径上所有顶点边集等于E１,所以可为‹a,b,k›

指定‹bL－１,D,L›与之绑定计算,同时为路径b－bk＋１－􀆺－
bL－１上的边指定‹bL－１,D,L›与之绑定计算.理由如下:若原

来以G为输入时‹b,∗,k＋１›在某条 MaxＧk 路径辖域中,则

被指定与‹a,b,k›绑定计算的任何边不可能在[E]Db 中,于是

‹a,b,k›必然不属于R(u,v,l).若原来以G 为输入时‹b,∗,

k＋１›不在任何 MaxＧk路径辖域中,即使增加b－bk＋１－􀆺－
bL－１－D 导致增加简单路径P,P 经过b并且P[１:k]∈(ESS
ofG１),P 也不可能是 MaxＧk路径,只有新增加的简单路径Q
才是 MaxＧk路径,而‹bL－１,D,L›不可能在Q 的辖域中,故可

为‹a,b,k›指定‹bL－１,D,L›与之绑定计算.如此指定之后,

以G１ 为输入时,修改的算子４在确认‹a,b,k›在R(u,v,l)中
的去留时,计算出来的A 集是λ(b)∩λ(bL－１)＝λ(b)的子集.

对于路径b－bk＋１－􀆺－bL－１－D 上的边,可指定‹bL－１,

D,L›与之绑定计算.

对于路径Q[k＋１:L－１]上的边,也可指定‹bL－１,D,L›

与之绑定计算(只是这样指定,任何R(e)才不会包含Q[k＋

１:L－１]上的边).

对于‹a,b,k›,k＝L－２,根据结论(２),G有简单路径经过

边‹a,b,k›,‹u,v,L－２›和点w,撕裂之后,这条简单路径必然

经过w１ 或者w２.λ(vi)(i＝１,２)必然是某个λ(wj)的子集,

故可以继续原来指定的L级的边与‹a,b,k›绑定计算.由于

原来被指定与‹a,b,k›绑定计算的L级的边可能变成两条边,

因此如果与‹a,b,k›绑定计算的L级的边变成两条边,则指定

其中之一与‹a,b,k›绑定计算即可.这样,以G１ 为输入时修

改的算子４在确认‹a,b,k›在R(u,v,l)中的去留时,计算出

来的A 集必然非空,B集也必然非空.

对于‹a,b,k›,k＝L－１,由于原来被指定与‹a,b,k›绑定

计算的L级的边‹f,D,L›可能变成两条边‹f１,D,L›和‹f２,

D,L›,‹a,b,k›本身也可能变成两条边e１ 和e２,因此如果ei

在简单路径上,指定‹fi,D,L›与ei 绑定计算即可.这里,i＝

１,２.

下面分析,将证明算法(即算法２)作用于G１ 的情况下

R(e)的构成.

对每条边‹r,s,k›,若(R(r,s,k)ofG)的初始值包含‹o,

p,kk›,则必然有e１ 和e２,Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e１)＝‹r,s,k›,

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e２)＝‹o,p,kk›,(R(e１)ofG２)的初始值必

包含e２.

因为,对每条边‹o,p,kk›,kk＜L－２,有p 到D 的路径

p－􀆺－D,该路径上所有节点的顶点边集等于E１,对每条边

‹r,s,k›,若(R(r,s,k)ofG)的计算值包含‹o,p,kk›,所以,G１

中必然有边e１ 和e２,其中Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e１)＝‹r,s,k›,

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e２)＝‹o,p,kk›,(R(e１)ofG１)的计算值包

含e２.

对每条边‹o,p,kk›,kk≥L－２,对每条边‹r,s,k›,若(R
(r,s,k)ofG)的计算值包含‹o,p,kk›,则根据结论(２),G１ 中

必然有边e１ 和e２,其中Iw４
w′I

w３
w′I

w２
w Iw１

w Iv２
vIv１

v (e１)＝‹r,s,k›,

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e２)＝‹o,p,kk›,(R(e１)ofG１)的计算值包

含e２.

接着分析将证明算法作用于G１ 的情况下(Comp(λ(D),

D,R(E))ofG１)的构成.

设e∈(Comp(λ(D),D,R(E))ofG),必有L－２级的某

个(Comp(λ(x),x,R(E))ofG)包含e.根据结论(２),e在某

条简单路径上.除了在撕裂点处被换名,换名后的这条简单

路径也在G１ 中.算子３不会破坏这条简单路径,所以换名后

的这条简单路径最终也在(Comp(λ(D),D,R(E))ofG１)中.

于是:

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

w Iv２
vIv１

v (Comp(λ(D),D,R(E))ofG１)⊇
(Comp(λ(D),D,R(E))ofG)

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (ESS ∩Comp(λ(D),D,R(E))ofG１)⊇
(ESS∩Comp(λ(D),D,R(E))ofG)

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
w Iw１

w Iv２
vIv１

v (Comp(ESS１,D,R(E)ofG１)⊇
(Comp(ESS１,D,R(E))ofG)≠Ø

严格地说,一定有Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (Comp(ESS１,D,

R(E))ofG１)[１:L－２]⊇(Comp(ESS１,D,R(E))ofG)[１:

L－２]≠Ø,因为顶点v往上的所有路径中,至少有一条(可能

只有一条)路径在Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (Comp(ESS１,D,R(E))

ofG１)中留下.

(５)G有简单路径SP 且ESS 包含SP.

因为f(G１)＜f(G)＝m,并且(Comp(ESS１,D,R(E))of

G１)≠Ø,所以 G１ 一定有简单路径SP 且(ESSofG１)包含

SP.

如果SP 是G１ 中的简单路径,则P′＝Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v

(SP)必为G中的简单路径.证毕.

对于引理２的结论(２),我们证明:对G 中L－２级的每

个λ(v),如果步骤３之后λ(v)包含边e＝‹a,b,k›,R(a,b,k)

包含边‹u,v,L－２›,k＜L－２,则G 一定有经过边‹a,b,k›和

边‹u,v,L－２›,‹v,w,L－１›的简单路径P,并且R(a,b,k)包

含P[k＋１:L].

步骤３之后的λ(v)不是算法输入时的初值,而是算法２
中步骤３结束后λ(v)中留下的值.
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算子４以及本结论的证明是我们能够完成算法证明的

关键.

我们现在唯一知道的是归纳假设:将加标多级图G′以及

边集ESS′作为 算 法 ２ 的 输 入,如 果 f(G′)＜m 并 且 得 到

Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,则 G′中必有简单路径包含于

ESS′.

因此,我们基于G１ 构造一个G２,G２ 的形状与G１ 完全相

同,以确保f(G２)＜m.给G２ 的各个顶点边集以及(ESSof

G２),“挖空心思”地赋予恰当的值.如果 (Comp(ESS１,D,R
(E))ofG２)≠Ø,那么 G２ 一定有简单路径SP 且(ESSof

G２)包含SP.而“挖空心思”设置的(ESSofG２),迫使‹a,b,

k›和‹u,v,L－２›,‹v,w,L－１›都在简单路径SP 上.

G２ 构造如下:令V２＝V１,E２＝E１.

对于 L 级、L－１级和 L－２级之外的所有顶点x,令
(λ(x)ofG２)＝(λ(x)ofG１).

对于L级、L－１级和L－２级的所有顶点x,令(λ(x)of

G２)＝E２.

假定被指定与‹u,v,L－２›绑定计算的边为‹w,D,L›,并且

‹v,w,L－１›∈E (否则,若‹v,w,L－１›∉E,则必然有λ(v)⊈

λ(w),故不可能有R(a,b,k)包含‹u,v,L－２›).令 (ESSof

G２)＝Iv１,v２
v (([λ(w)∩λ(v)ofG]vS－{‹a１,b１,k›|‹a１,b１,k›∈

E,‹a１,b１,k›≠‹a,b,k›}－{‹a１,b１,L－２›|‹a１,b１,L－２›∈

E,‹a１,b１,L－２›≠‹u,v,L－２›}),group１,group２)∪E２[L－

１:L].

注意:对于第k级边和第L－２级边,(ESSofG２)中都只

包含有一条边.

(特别构建)　对所有边‹a,b,k›,２≤k≤L－４,增加b到

D 的路径b－􀆺－D.将该路径上所有节点的顶点边集设置

成等于E２.但(ESSofG２)仅仅增加b－􀆺－D 的L－１级和

L级的边.如果有简单路径P 经过b并且P[１:k]∈(ESSof

G２),增加简单路径Q使得Q[１:k]＝P[１:k],(ESSofG２)增

加Q[k＋１:k＋１]以及Q[L－１:L].

说明:(ESSofG２)仅仅增加b－􀆺－D 的L－１级和L
级的边,以及(ESSofG２)仅仅增加Q[k＋１:k＋１]和Q[L－

１:L]使得G２ 仍然具备语句１．３定义的性质,因为(ESSof

G２)仅仅增加b－􀆺－D 的L－１级和L级的边,又k≤L－４,

Q[k＋２:L－２]∉(ESSofG２),所以 G２ 没有增加包含于

(ESSofG２)的简单路径.

增加b到D 的路径,是使得原来经过λ(b)到达λ(D)的

边,在G２ 中可以经过新的路径b－􀆺－D 到达λ(D).这个增

加可以有助于我们确认两件事情:１)对所有以b为终点的边,

如果指定路径b－􀆺－D 上的L 级的边与之绑定计算,对修

改的算子４确认以b为终点的边的去留时,不产生任何限制

意义,因为该路径上所有顶点边集都等于E２;２)如果G 中R
(e)有可达路径经过b,G２ 中一定有可达路径经过b,因为路径

b－􀆺－D 上所有顶点边集都等于E２,e到达b之后不再有任

何因素阻止e.

增加简单路径 Q 使得Q[１:k]＝P[１:k],同时(ESSof

G１)增加Q[k＋１:k＋１]以及Q[L－１:L],使得路径b－􀆺－D
不在任何一条 MaxＧk路径的辖域中.

与G１ 的构造略有不同,k＝L－３时,我们没有增加路径.

这是因为G２ 中对于L级、L－１级和L－２级的所有顶点x,

有(λ(x)ofG２)＝E２,不需要增加了.

由此得到的图如图３(b)所示.G２ 的“形状”与G１ 相同.

将算法２应用于G２ 后,可以得到以下３个结果.
(１)G２ 具备步骤１所列性质.

根据G２ 的构造,可以逐条核对,G２ 显然具备步骤１．１－
步骤１．３所列性质.

(２)(Comp(ESS１,D,R(E))ofG２)≠Ø.

Comp([{e|e＝‹c,d,kk›∈E,kk＜k,[R(c,d,kk)∩Comp
([{‹u,v,L－２›}∪{e|e＝‹x,y,ll›∈E,ll＜L－２,[R(x,y,

ll)∩λ(v)∩λ(w)]vy containsapaththatcontains‹u,v,L－

２›}]vS,v,R(E))]vdcontainsapaththatcontains‹u,v,L－２›

and‹a,b,k›}]aS,a,R(E))≠Ø,导致(Comp(ESS１,D,R(E))

ofG２)≠Ø (注意:由于变量命名和使用的原因与算子４定义

中不同,这里 ‹u,v,L－２›和 ‹a,b,k›交换了位置).

下面说明(Comp(ESS１,D,R(E))ofG２)≠Ø的原因.

１)对每条边‹r,s,t›,若(R(r,s,t)ofG)的初始值包含‹o,

p,kk›,则必然有e１ 和e２,Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e１)＝‹r,s,t›,

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e２)＝‹o,p,kk›,(R(e１)ofG２)的初始值必

包含e２.

２)在特别构建中增加简单路径Q之前,G２ 中没有简单路

径P,P[１:L－３]∈(ESSofG２),否则本结论(２)已经成立.

特别构建中增加的简单路径Q 构成G２ 中的全部 MaxＧk 路

径,处在 MaxＧk路径辖域中的属于L 级的边是Q[L:L].除

这些Q[L:L]之外的L 级的边都可以被指定与其他边绑定

计算.

３)对每条边‹r,s,t›,若(R(r,s,t)ofG)的计算值包含‹o,

p,kk›,kk＜L－３,因为G２ 中对每条边‹o,p,kk›,有p到D 的

路径p－􀆺－D,该路径上所有节点的顶点边集等于E２,如果

指定路径p－􀆺－D 的属于L 级的边与‹o,p,kk›绑定计算,

那么G２ 中必然有e１ 和e２,Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e１)＝‹r,s,t›,

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e２)＝‹o,p,kk›,(R(e１)ofG２)的计算值

包含e２.

对每条边‹r,s,t›,若(R(r,s,t)ofG)的计算值包含‹o,p,

kk›,kk≥L－３,必然有e１ 和e２,Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

w Iv２
vIv１

v (e１)＝‹r,

s,t›,Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (e２)＝‹o,p,kk›,(R(e１)ofG２)的计

算值包含e２.因为G２ 中L－２级、L－１级和L 级顶点边集

都等于E２,指定e２ 的辖域 (设e２＝‹x,y,kk›,称集合[E２]Dy
为e２ 的辖域)内的任何L 级的边与e２ 绑定计算,必然有(R
(e１)ofG２)的计算值包含e２.

４)对第m 级中的每个点x,m＜L－２,若有(Comp(λ(x),

x,R(E))ofG)包含边e,必然有(Comp(λ(x),x,R(E))of
G２)包含边e,因为对每条边‹o,p,t›,t＜L－３,有特别构建增

加的p到D 的路径p－􀆺－D,该路径上所有节点的顶点边

集等于E２.对每条边‹o,p,t›,t＝L－３,根据G２ 的构造,同
样有p到D 的路径p－􀆺－D,该路径上所有节点的顶点边

集等于E２.

对第m(m≥L－２)级的每个点x,若有(Comp(λ(x),x,

R(E))ofG)包含边e,x不是撕裂点,则必然有(Comp(λ(x),
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x,R(E))ofG２)包含边e,因为G２ 中L－２级和L－１级的顶

点边集都等于E２.

对第m(m≥L－２)级的每个点x,若有(Comp(λ(x),x,

R(E))ofG)包含边e,x是撕裂点,由于G２ 中L－２级和L－
１级顶点边集都等于E２,假设u是L－３级的顶点,x是G 中

路径u－􀆺－D 上的顶点,(Comp(λ(x),x,R(E))ofG)包含

边e,则必有(Comp(λ(u),u,R(E))ofG)包含边e,必有G２ 中

路径u－􀆺－D 上的顶点x′,有(Comp(λ(x′),x′,R(E))of
G２)包含(Comp(λ(u),u,R(E))ofG２).说明若有(Comp
(λ(u),u,R(E))ofG２)包含边e,则必然有(Comp(λ(x′),x′,

R(E))ofG２)包含边e.

５)(Comp(ESS１,D,R(E))ofG２)≠Ø.

证明如下:由G中Comp([{e|e＝‹c,d,kk›∈E,kk＜k,
[R(c,d,kk)∩Comp([{‹u,v,L－２›}∪{e|e＝‹x,y,ll›∈E,

ll＜L－２,[R(x,y,ll)∩λ(v)∩λ(w)]vycontainsapaththat
contains‹u,v,L－２›}]vS,v,R(E))]vdcontainsapaththatconＧ
tains‹u,v,L－２›and‹a,b,k›}]aS,a,R(E))≠Ø,可知A 集

非空,B集非空.假定G２ 中所有经过u－v－w－D 的边e
(即R(e)包含u－v－w－D),连同u－v－w－D 一起构成集

合X,A 集非空等同于(Comp(X,D,R(E))ofG２)非空,B 集

非空等同于(Comp(ESS１,D,R(E))ofG２)非空.
(３)f(G２)＜f(G).
因为f(G２)＝f(G１)而f(G１)＜f(G),所以f(G２)＜

f(G)＝m.

基于结果(１)、结果(２)以及结果(３),我们可以推断G２ 中

存在简单路径SP 且(ESSofG２)包含SP.由于‹u,v,L－２›
和‹a,b,k›是(ESSofG２)中第L－２级和第k级的唯一边,因
此‹u,v,L－２›和‹a,b,k›必在SP 上.

又根据(ESSofG２)的取值,Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (SP[１:

L－２])∈λ(v),Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (SP[１:L－１])∈λ(w),故

Iw４
w′I

w３
w′I

w２
wIw１

wIv２
vIv１

v (SP)就是我们关心的简单路径.

只要(ESSofG２)中的[λ(w)∩λ(v)ofG]vS 取计算值,就

必然有(R(a,b,k)ofG)包含Iw４
w′I

w３
w′Iw２

wIw１
wIv２

vIv１
v (SP)从b到

D 的部分.

结论(２)因此得证.

引理３　设G＝‹V,E,S,D,L,λ›和ESS是算法２的输

入,f(G)＝m,v是G 中l级的一个多入度点,２＜l＜L－２,l＋１
级到L－１级没有多入度点,如 图 ４(a)所 示. 若 Comp
(ESS１,D,R(E))≠Ø,则G有简单路径SP 且ESS 包含SP.

(a)　　 　　(b)

图４　引理３的典型图例

Fig．４　Typicalgraphoflemma３

证明:引理３的证明思想是,构造一个新的图G１ 满足３
个条件,从而完成证明.

１)G１ 具备算法２中步骤１定义的性质,并且G１ 是一个

L－１级图;

２)如果G作为输入时Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,则G１

作为输入时同样有Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø;

３)如果P 是G１ 的简单路径且包含于ESS,则 P 本质上

是G 的简单路径且包含于ESS.

经典的归纳证明是通过去点或者去边构造“更小”的图.

证明引理２时,我们没有找到构造“更小”图的方法,所以我们

采用了撕裂,即通过复制更多点而非去点完成了引理２的证

明.引理３的证明可以回归经典证明方法.

去掉G中L－２级的所有点,构造一个L－１级图G１＝
‹V１,E１,S,D,L－１,λ›,如图４(b)所示.

(１)G１ 的顶点:V１＝(VofG)－(VL－２ofG).其中,VL－２

表示图G的L－２级顶点的集合.

(２)G１ 的边,即E１:如果k＜L－２,G 中所有‹g１,g２,k›

变成G１ 的边;如果k＞L－１,‹g１,g２,k－１›变成G１ 的边.如

果‹c,b,L－２›和‹b,w,L－１›是G 的边,那么‹c,w,(L－１)－

１›是G１ 的边.

(３)G１ 的顶点边集,以及(ESSofG１).

对所有w∈V１,如果w 在k级,k＝(L－１)－１:令(λ(w)

ofG１)＝((Comp(λ(w),w,R(E))ofG)－E[L－２:L－１])∪
{e|e＝‹c,w,(L－１)－１›,存在b使得‹c,b,L－２›∈(λ(w)of

G)并且‹b,w,L－１›∈(λ(w)ofG)}.

对所有x∈V１,如果x 在k 级,k＝L－１:令(λ(x)of

G１)＝E１.

对所有x∈V１,如果x在k 级,k＜(L－１)－１:令(λ(x)

ofG１)＝(λ(x)ofG)[１:k].

令 (ESSofG１)＝((ESSofG)－E[L－２:L－１])∪{e|
e＝‹c,w,(L－１)－１›,存在b使得 ‹c,b,L－２›∈(ESSofG)

并且‹b,w,L－１›∈(ESSofG)}.

(４)修改边集.

对G中所有‹g１,g２,k›,如果(λ(x)ofG１)包含‹g１,g２,k›

并且‹g１,g２,k›已经变成G１ 的‹g１,g２,k－１›,用‹g１,g２,k－

１›替换(λ(x)ofG１)中的‹g１,g２,k›.

(特别构建)　根据一些特殊情况,需要对上面４步得到

的图G１ 进行有条件的修改,使得构造的图满足算法２中步骤

１定义的性质.下面的证明中再讲解如何做有条件修改.

至此,便完成了G１的构造以及顶点边集和ESS的定义.

G１L－１级的图,G１ 中各个顶点的入度与G 中各个顶点的入

度相同,因此有f(G１)＜f(G)＝m.

将构造的G１ 和(ESSofG１)作为算法２的输入进行计

算,可以证明以下结论(１)－(７).

(１)f(G１)＜f(G).

(２)G１ 具备算法２中步骤１所列性质.

根据G１ 的构造,步骤１．１和１．２的性质容易验证.

若要G１ 具备算法２中步骤１．３所定义的性质,需要进一

步对其进行改造(即前文提及的特别构建).注意,改造后的

图满足步骤１的所有性质.
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压缩之后得到的 G１ 要满足步骤１．３的要求,(ESSof

G１)中必须扩展增加E１[(L－１)－１:(L－１)－１]中的所有‹c,

w,(L－１)－１›.如果G１ 因此增加了包含于(ESSofG１)的

简单路径,可以从(ESSofG１)中去掉‹w,D,L－１›.

下面证明,以G为算法输入时产生的binding,可以作为

以G１ 为算法输入时产生的binding.

对于任意边‹a,b,k›,k≤L－３,以G 为算法输入时指定

‹f,D,L›与‹a,b,k›一起绑定计算,以G１ 为算法输入时仍然

可以指定‹f,D,L－１›与‹a,b,k›一起绑定计算;对于任意边

‹a,b,k›,k＝L－２,以G为算法输入时指定‹f,D,L›与‹a,b,

k›一起绑定计算,以G１ 为算法输入时仍然可以指定‹f,D,

L－１›与‹a,w,k›一起绑定计算.这里,‹a,b,k›和‹b,w,k＋

１›是G中的边.如果‹b,f,L－１›是G中的边,则w＝f.

于是我们得到以下结论:

(３)图G作为算法２的输入时的binding,可以作为压缩

得到的图G１ 作为算法２的输入时的binding.

(４)将证明算法作用于G１,(Comp(ESS１,D,R(E))of

G１)≠Ø.

因为顶点v以上没有多入度点,压缩的结果只是将两条

邻接的边合并成一条边(如‹c,b,L－２›和‹b,w,L－１›变成

‹c,w,(L－１)－１›),所以,考虑到结论(２)和结论(３),以G１

为输入得到的所有计算结果,包括所有λ(x)以及所有R(e),

都与G为输入得到的相应的计算结果“本质上”相同.因此,

由(Comp(ESS１,D,R(E))ofG)≠Ø可知,(Comp(ESS１,D,

R(E))ofG１)≠Ø.

(５)G１ 有简单路径SP 且(ESSofG１)包含SP.

因为G１ 是L－１级图,f(G１)＜m,G１ 具备步骤１所列性

质,同时(Comp(ESS１,D,R(E))ofG１)≠Ø,所以G１ 有简单

路径SP 且(ESSofG１)包含SP.

(６)如果G１ 有简单路径P＝S－a１－􀆺－aL－３－aL－１－D
并且(ESSofG１)包含P,那么P′＝S－a１－􀆺－aL－３－aL－２－

aL－１－D 一定是G 的简单路径,并且(ESSofG)包含P′.

证明:

(ESSofG１)＝((ESSofG)－E[L－２:L－１])∪{e|e＝
‹c,w,(L－１)－１›,存在b使得‹c,b,L－２›,‹b,w,L－１›∈
(ESSofG)}.因此,(ESSofG１)包含P 意味着(ESSofG)

包含P′.

(λ(aL－１)ofG１)包含P[１:(L－１)－１],即(λ(aL－１)of

G)包含P′[１:L－１],以及(λ(a(L－２))ofG)包含P′[１:L－

２],因为对于G１ 的(L－１)－１级的顶点 w,(λ(w)ofG１)＝
((Comp(λ(w),w,R(E))ofG)－ E[L－２:L－１])∪{e|e＝
‹c,w,(L－１)－１›,存在b使得‹c,b,L－２›,‹b,w,L－１›∈(λ
(w)ofG)}.

(７)G有简单路径SP 且ESS 包含SP.

根据结论(６),结论(５)中提到的简单路径SP 实际上就

是G 中一条包含于(ESSofG)的简单路径.证毕.

根据上面的讨论,由引理１、引理２、引理３,得到αβ定理.

αβ定理:设G＝‹V,E,S,D,L,λ›和ESS 是算法２的输

入,如果Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø,则G有简单路径SP 且

ESS 包含SP.

２．５　ZH算法的充分性证明

定理３　设G＝‹V,E,S,D,L,λ›是一个多级图,以G 作

为ZH 算法的输入,如果Comp(λ(D),D,R(E))≠Ø,则G 中

存在简单路径.

证明:在 G 中 增 加 路 径 D －w１ －Dnew,令λ(w１)＝

λ(Dnew)＝E∪{D－w１－Dnew},我们得到一个新的L＋２级的

图,称为G′.然后,令ESS＝E∪{D－w１－Dnew}.显然,G′
具备算法２中步骤１．１－步骤１．３所定义的性质.

以G′和ESS 作为算法２的输入.

可以假定G′中没有简单路径,否则定理３已经成立,所

以‹w１,Dnew,L＋２›不会在任何 MaxＧk路径辖域中,可以成为

所有边的唯一指定.

G′的特殊结构,使得除λ(Dnew)外的任意λ(x)必然是

λ(w１)的子集.于是,对任意边‹a,b,k›(k≤(L＋２)－２),

VＧChange(R(u,v,l),binding)的计算结果与Change(R(u,v,

l))的计算结果完全相同.因为ZH 算法的执行结果有Comp
(λ(D),D,R(E))≠Ø,所以以G′和ESS 为算法２的输入,必

有Comp(ESS１,D,R(E))≠Ø.

依据αβ定理,G′有简单路径SP 且ESS 包含SP,这意味

着SP[１:L]是G中的简单路径.

３　MSP∈NPC的证明以及本文结论

MSP∈NPC的证明请参看文献[１６Ｇ２０].目前已有研究

将哈密顿图判定问题多项式归结到 MSP 问题[１５Ｇ１７].事实

上,为了回答人们对 MSP问题 NP完全性质的怀疑,我们已

经发表了十多个 NP完全问题到 MSP问题的归结,同时也将

MSP问题归结到了SAT问题[１８].

因为哈密顿图判定问题可以多项式时间归结到 MSP问

题,结合定理１－定理３,如果归结正确,我们得到定理４.

定理４　存在多项式时间算法求解 MSP问题,存在多项

式时间算法求解哈密顿图判定问题.

结束语　本文给出了 MSP问题的多项式时间算法,这个

结果可能对于证明 NP＝P有重要意义.但是本文算法的复

杂性仍然太高,不具备实用性.下一步将着力于降低算法的

时间复杂性和空间复杂性.
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