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摘　要　分支决策是 CDCL(ConflictDrivenClauseLearning)求解器一个十分关键的环节,一个好的分支策略可以减少分支决

策次数进而提高SAT求解器的效率.目前,先进的分支策略大都结合了冲突分析过程,但分支策略对参与冲突分析的变量奖

励方法有所不同,因此所挑选出的决策变量会有所差异.文中考虑到决策变量总是在未赋值变量中选取的这一重要事实,在

EVSIDS(ExponentialVariableStateIndependentDecayingSum)分支策略的基础上提出了一种新的分支策略,称为基于奖励机

制的分支策略(简称 RACT分支策略).RACT分支策略对冲突分析中被撤销赋值的变量再次给予奖励,以增大未赋值变量中

频繁参与冲突分析的变量被选择为分支变量的可能性.最后,将所提出的分支策略嵌入到 Glucose４．１求解器中以形成新的求

解器 Glucose４．１＋RACT,以２０１７年SAT竞赛中的３５０个实例为实验数据集来测试 RACT 分支策略的有效性.实验结果表

明,求解器 Glucose４．１＋RACT比原版求解器能求解出更多的实例个数,尤其在求解可满足实例的个数上增加了１３．５％,此外

在求解３５０个竞赛实例上所花费的总时间较 Glucose４．１减少了３．９％,以上实验数据均说明所提分支策略可以有效减少搜索

树的分支决策次数并给出正确的搜索空间,进而提高了 SAT 求解器的求解能力.
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Abstract　BranchingdecisionisoneofthemostcriticalpartsofCDCLsolver,andanexcellentbranchingstrategycanreducethe
numberofbranchingdecisionsandimprovetheSATsolver’sefficiency．MostofthestateＧofＧartbranchingstrategieshaveincorＧ
poratedtheconflictanalysisprocess．ButthebranchingstrategieshavedifferentrewardmethodsonvariablesparticipatinginconＧ
flictanalysis,sotheselectedbranchingvariablesaredifferent．Inthispaper,consideringtheimportantfactthatdecisionvariables
arealwaysselectedintheunassignedvariableset,anewbranchingstrategybasedontheEVSIDS(ExponentialVariableStateInＧ
dependentDecayingSum)branchingstrategyisproposed,whichiscalledthebranchingstrategybasedontherewardmechanism
(referredtoastheRACTbranchingstrategy)．TheRACTbranchingstrategyistorewardthevariablesthataredeＧassignedin
theconflictanalysisagaintoincreasetheprobabilitythatthevariablesthatarefrequentlyinvolvedintheconflictanalysisinthe
unassignedvariablesareselectedasbranchvariables．Finally,theproposedbranchingstrategyisembeddedintotheGlucose４．１
solvertoformanewsolverGlucose４．１＋RACT,andtheeffectivenessoftheRACTbranchingstrategyistestedbyusing３５０inＧ
stancesofthe２０１７SATcompetitionasexperimentaldatasets．TheexperimentalcomparisonshowsthatthesolverGlucose４．１＋
RACTcansolvemoreinstancesthantheoriginalsolver,especiallywithanincreaseof１３．５％inthenumberofsatisfiedinＧ
stances,andthetotaltimespentonsolving３５０competitionexamplesisalso３．９％lowerthanthatofGlucose４．１．TheaboveexＧ
perimentaldatashowsthattheproposedbranchingstrategycaneffectivelyreducethenumberofbranchdecisionsinthesearch
treeandgivethecorrectsearchspace,thusimprovingthesolvingabilityoftheSATsolver．
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１　引言

可满足性问题(SatisfiabilityProblem,SAT问题)是经典

的 NP(NonＧdeterministicPolynomial)完全问题[１],由于所有

的 NP问题都能在多项式时间内进行转化,因此SAT问题的

快速求解具有重要的理论意义.此外,SAT问题求解在人工

智能、规划、定理证明、软件和硬件验证等许多领域都有重要

的应用价值[２Ｇ３].现有 SAT 问题求解算法按照完备性可分

为两类:完备算法和不完备算法.现今求解器主要在完备算

法的基础上进行发展,因为对于可满足的问题,完备算法可以

找到问题的可满足解;而对于不可满足的问题,算法能够给出

不可满足的证明过程.虽然不完备算法在可满足性问题求解

效率方面优于完备算法,但无法证明问题的不可满足性,而许

多应用领域都需要证明一个实例的不可满足性.因此,完备

算法的应用更加广泛,发展完备算法也显得十分必要.
目前,绝 大 多 数 完 备 算 法 是 基 于 深 度 遍 历 二 叉 树 的

DPLL(DavisPutnamLogemannLoveland)算法[４].２００９年,

MarquesＧsilva等[５]在 DPLL算法的基础上提出了冲突驱动

子句学习(CDCL),使得求解规模在合理时间内从数百个变

量扩大到数万个变量.后续提出的SAT完备算法都是基于

CDCL算法,对不同的环节进行改进,CDCL算法主要分为５
个环节:单元传播、分支决策、子句学习、重启和学习子句删

除.在求解SAT问题时,求解器将花费７０％~８０％的时间来

进行单元传播,而好的分支决策可以减少冲突分析次数和传播

次数,因此优秀的分支决策对提高求解器的性能至关重要.
早期的分支策略在选择决策变量时主要从子句所固有的

一些结构信息出发,如子句的长度、变量个数、子句数目、文字

在子句集中出现的频数等[６].直到 GRASP求解器的作者提

出冲突分析和非时序回溯[７],分支启发式算法在选择分支变

量时便不再需要精确找到所有包含指定文字的子句,它很好

地结合了冲突分析过程,使求解效率得到显著提升.例如,在
求解器 Chaff中提出的 VSIDS(VariableStateIndependent
DecayingSum)分支策略只需要考虑学习子句中出现的变

量[８].之后提出的 VSIDS的有效变体 NVSIDS(Normalized
VSIDS)[９],EVSIDS(ExponentialVSIDS)[１０]和 ACIDS(AveraＧ

geConflictＧIndexDecisionScore)[１１]分支策略在 VSIDS分支

策略的基础上,额外考虑了与冲突分析过程有关的变量,但上

述分支策略对每个参与冲突分析的变量的活性增长值是一样

的,忽略了一个重要的事实,即决策变量总是在未赋值变量中

选取.因此,本文提出的新策略是在 EVSIDS分支策略的基

础上,对回溯撤销赋值的变量再赋予一次奖励,使得未赋值变

量比已赋值的变量更容易被选为分支变量.实验结果表明,
所提分支策略可以有效提高求解器的求解能力.

本文第２节介绍相关术语和技术背景;第３节回顾目前

已经被提出的分支启发式算法,分析当前分支策略存在的问

题;第４节提出一种新的分支策略并分析其主要思想;第５节

在所提算法的基础上实现了一个SAT求解器,并通过实验比

较它和 Glucose４．１的性能;最后总结全文.

２　预备知识

２．１　相关定义

本节将给出文中所用的概念和符号.

定义１(真值指派)[１２]　给定一个命题变量集合V＝{x１,

x２,􀆺,xn},其真值指派A 是一个映射:V→{０,１},０和１分别

代表变量在真值指派A 下取真值和取假值.
定义２(子句)[１２]　子句c是V 上有限个文字的析取,记

作c＝l１∨l２∨􀆺∨ln.V 上有限个子句组成的集合称作子句

集C,记C＝{c１,c２,􀆺,cn}.子句集C在真值指派A下是可满

足的,当且仅当C中所有的子句c在真值指派A下都取真值.
定义３(合取范式,CNF公式)[１２Ｇ１３]　合取范式F(V)是V

上有限个子句的合取,记作F(V)＝c１∧c２∧􀆺∧cn.合取范

式F(V)在真值指派A 下取真值 (或称F(V)在真值指派A
下是可满足的),当且仅当F(V)中包含的所有子句在真值指

派A 下取真值.
定义４(SAT问题)[１２]　给定一个命题变量集合V 和一

个V 上的合取范式F(V),判断是否存在一个真值指派A,使
得F(V)为真,如果存在则称F(V)是可满足的,否则称F(V)
是不可满足的.

２．２　技术背景

CDCL算法在 DPLL算法原有的框架上引入了冲突分析

和子句学习机制以及非时序性回溯机制.CDCL算法的伪代

码见 OSID码算法１.Decide()函数用于分支决策,在搜索的

每个阶段,使用该函数选择变量进行真值指派(所选变量处于

未赋值状态),赋值后的变量会对应一个决策层d.Deduce()
函数用于识别蕴含的变量赋值,该函数对应于单元传播过程.
每当一个子句在某一赋值下不可满足时,Deduce()函数就会

返回一个冲突,再使用Diagnose()函数进行冲突分析得出学

习子句,并计算回溯层.若回溯层不为０,则进行非时序回

溯,使用Erase()函数撤销d层的变量以及其蕴含变量的所

有赋值.本文主要研究Diagnose()函数中的冲突分析环节,
并且重点关注冲突分析后需要撤销赋值的变量.

３　已有的分支策略

３．１　VSIDS分支策略

VSIDS分支策略首次应用于 Chaff求解器,是目前使用

得最多、影响最大的分支决策算法,该策略更多地体现了求解

过程中的冲突相关性.该策略的具体描述如下:

１)每一个文字都附有一个计数器s,且初始值设置为０;

２)当学习子句加入到公式中时,子句中有关文字的计数

器增加f,即该文字的活性值更新为s′＝s＋f;

３)每次决策时,选择未赋值的变量中具有最大活性值的

变量为分支决策文字;

４)当两个变量所对应的计数器的值相同时,随机选择一

个变量;

５)所有变量的计数器会周期性地除以一个大于１的常

数,以避免求解器陷入局部最优.
该算法的主要思想是为每个文字设置一个得分s,每次

选择得分最高的文字对应的变量作为决策变量.在发生冲突

时,通过对s增加一个增量f 来改变与冲突分析有关的得分.
相应地,这个增量与目前发生的冲突次数n有关,越往后发生

的冲突对应的n越大,s的增量也越多,这样就能优先满足最

新的学习子句.

３．２　EVSIDS分支策略

EVSIDS[１０]分支策略是对 VSIDS分支策略的进一步发
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展,作为 VSIDS的有效变体,EVSIDS策略是现代 CDCL求

解器分支的重要组成部分,被广泛用于现代求解器中,如

Minisat[８],Lingeling[１４],Glucose[１５] 等.EVSIDS 策 略 与

VSIDS策略的不同之处主要有３点:１)EVSIDS分支策略为

每个变量仅设置一个活跃度计数器,减少了计数器的个数;

２)EVSIDS分 支 策 略 更 新 的 变 量 不 仅 是 学 习 子 句 中 的 变

量,而是在每次发生冲突时将与冲突有关的变量都更新;３)更

新的变量活性值的增量为gi,其中g＝１
f

,f为 VSIDS策略中

的增量因子,０＜f＜１,i为冲突次数.值得注意的是,gi 是一

个与冲突有关的变量,并且随着冲突次数的增加而逐渐增加,
这样就能优先考虑最新的学习子句.Minisat中,f＝０．９５.

上述两种分支启发式算法会更新两种变量,即学习子句

中的变量和与冲突有关的变量,但忽略了一个事实,即分支策

略会选择最新产生的、未满足的、得分最高的自由变量作为下

一个决策变量[６].也就是说,通过冲突分析确定回溯层后,回
溯之后某些变量会被撤销赋值,这样的变量比已赋值的变量

更加重要,因为决策变量总是在未赋值的变量集中选取,它相

比已赋值的变量更有可能被选择作为决策变量.因此,在回

溯之后,我们可以设计一种新的分支启发式算法来再次给予

这些撤销赋值的变量一个奖励,使得它更有可能被选择为决

策变量.

４　RACT分支策略

本节提出了一个新的分支策略来有效地更新被撤销赋值

变量的活性值,称其为基于奖励机制(RACT)的分支启发式

算法.
在求解SAT问题中,随着求解的深入,冲突次数不断增

大.早期的分支启发式算法,仅依赖于子句所固有的一些结

构信息,如子句的长度、变量个数、子句数目以及文字在子句

集中出现的频数等,没有很好地与冲突分析相结合.后期的

分支启发式策略大都是基于 VSIDS分支策略的改进,如３．１
节中 VSIDS分支策略的更新方式,该分支策略首次有效地结

合了冲突过程,直接使用与冲突次数相关的增量f来更新变

量活性值.这种结合冲突过程的分支策略不仅使变量活性值

更新过程由静态变为了动态,而且根据不同变量参与冲突分

析次数的差异性将变量的＂重要性＂区分开来.因此,在现代

的分支策略中,结合冲突过程的分支策略是具有深远意义的.
在现代的分支策略中,结合冲突过程的分支策略,通过变

量参与冲突分析的次数来更新变量活性值[１６Ｇ２０].一方面,变
量参与冲突的次数越多,代表其越活跃,其对应的活性值就越

大,越容易被挑选为决策变量;另一方面,冲突次数是一个递

增值,代表越往后发生的冲突,其活性值增加得越大,也就使

搜索过程越重视最近发生的冲突.
本文在以上的基础上,充分考虑变量参与冲突次数对变

量“重要性”的影 响,提 出 了 基 于 现 代 VSIDS 分 支 策 略 的

RACT分支启发式算法,该算法不改变原有策略的活性增加

方式,而是在其基础上,主要针对回溯期间撤销赋值的变量进

行更深入的研究.RACT分支启发式算法在原有策略的基础

上,针对执行非时序性回溯期间需要撤销赋值的变量,引入了

变量上次参与冲突分析时的总冲突次数,文中将变量上次参

与冲突分析时的总冲突次数与当前的冲突次数的比值作为奖

励值,该值有效地量化变量最近参与冲突的频率,比值越大,
代表该变量最近越活跃,对应的活性值就越大.具体增量方

式如下:
奖励值用R(v)表示,被撤销赋值变量的增量方式如下:

s″＝s′＋R(v)􀅰gi (１)
其中,f为增量因子,R(v)与变量参与冲突的次数有关,定义

如下:

R(v)＝lastconflict(v)
NBconflict(v) (２)

其中,lastconflict(v)表示变量最近一次参与冲突时的冲突次

数,NBconflict(v)表示当前冲突总次数.
由R(v)的定义可知,当某个变量最近一次参与冲突的次

数与当前冲突总次数较为接近时,R(v)趋近于１,这说明频繁

参与冲突的变量具有更高的活性值,更有可能被挑选为下一

次决策变量.其次,R(v)∈[０,１],则R(v)􀅰gi≤gi,说明新

提出的基于奖励机制的分支策略是仅对当前参与冲突未赋值

的变量一个适当的奖励,对于在此之后参与冲突的变量的活

性不会有太大的影响,这不会改变 EVSIDS分支策略的总体

趋势,因此所改进的分支策略是通过保留 EVSIDS分支策略

筛选得到的变量,然后对这些变量再作进一步的筛选.具体

实现过程见 OSID码中算法２.
基于奖励机制的分支启发式算法将分支过程分为了两个

环节,procedureOne环节为原版求解器的分支环节,当变量参

与冲突分析增加变量的活性值时,活性值的奖励方式保持不

变.procedureTwo为本文的改进环节,即为 RACT分支策略

的具体实现过程.当搜索过程发生回溯后,我们再一次增加

撤销赋值的变量的活性,使其更有可能成为决策变量,减少求

解器搜索的次数.综上,本文的 RACT分支启发式算法在考

虑当前冲突分析中变量参与冲突的情况的基础上,加入了撤

销赋值变量在最近一次用于冲突分析时对应的冲突次数在全

局冲突中的作用,从总体上考虑了冲突过程对搜索过程的影

响.基于此,下一节将通过实验来进一步说明此策略的可

行性.

５　实验评估

５．１　实验环境

实验的测试环境为 Winx６４操作系统、Inteli３Ｇ３２４０３．４０
GHzCPU、８GB内存.对比测试例来自于２０１７年SAT竞赛

MainTrack组的３５０个测试例 (SATCompetition２０１７).根

据测试实例的可满足性,这些测试实例被分为可满足实例集

和不可满足实例集,记为SAT和 UNSAT.实验采用的限定

时间为３６００s,若超出,则该测试实例结果记为“—”.

５．２　实验设置

实验选择与目前最先进的 Glucose版本的求解器 GluＧ
cose４．１进行比较.Glucose是国际上知名的 CDCLSAT 求

解器,近年来基于 Glucose求解器改进的版本在国际竞赛上

发挥着重要作用,２０１６年SAT竞赛在 MainTrack组外还专

门设置了最佳的 Glucose改进组奖项.我们将 RACT分支策

略嵌入目前最新的 Glucose版本 Glucose４．１,生成新的求解

器版本 Glucose４．１＋RACT,两者仅分支策略不同,其余部分

保持不变.通 过 实 验 对 比 新 生 成 的 求 解 器 Glucose４．１＋
RACT和 Glucose４．１的求解个数以及求解所需的时间的变
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化,这对检验RACT分支策略的有效性有十分重要的作用.

５．３　实验结果及对比

首先,表１列出了 Glucose４．１＋RACT和 Glucose４．１关

于２０１７年SAT竞赛 MainTrack组的３５０个测试例的总体

求解结果,主要从求解个数和平均求解时间这两个方面进行

了比较,其中加粗字体为本文提出的求解器效果优于原版求

解器.

表１　Glucose４．１嵌入 RACT分支策略前后求解实例对比

Table１　NumericalcomparisonofGlucose４．１andGlucose４．１＋

RACTforsolvingSATandUNSATinstances

SATCompetition
２０１７

Glucose４．１
求解个数 平均用时/s

Glucose４．１＋RACT
求解个数 平均用时/s

SAT ７４ ９２１．５７ ８４ ７６６．８８
UNSAT ８８ ８７３．４６ ８３ ９６０．８３
Total １６２ ８１６．０３ １６７ ７８４．２６

从表１可以看出,对于求解SATCompetition２０１７的实

例来说,新提出的求解器在求解实例个数方面比 Glucose４．１
更有效,其主要表现在求解可满足的实例上.对于可满足的

实例,Glucose４．１＋RACT的求解个数较 Glucose４．１增加了

１３．５％.虽然对于不可满足实例来说,Glucose４．１＋RACT
求解出了较少的实例,但是就总的求解个数而言,较求解器

Glucose４．１仍增加了５个实例数.对于求解 SATCompetiＧ

tion２０１７的实例求解效率而言,可满足性实例求解时间明显

领先于原版求解器,但不可满足性问题能力稍弱,总体求解

３５０个实例花费的时间较原版 Glucose４．１减少了３．９％.这

说明所提出的分支策略可以提高求解器的求解能力.

图１给 出 了 Glucose４．１＋RACT 和 Glucose４．１ 关 于

２０１７年的３５０个竞赛实例的求解运行时间对比,x轴表示求

解的实例个数,y轴表示每个实例求解的时间,图中每一个点

都代表一个SAT竞赛实例.如果图中的曲线更靠近x轴,表

明其代表的求解器在求解实例时所花费的时间更少.图１中

的曲线表明在求解前１００个简单实例时,两个求解器的求解

效率相当;在求解第１００~１５０个较为复杂的实例时,GluＧ

cose４．１＋RACT的求解表现稍弱;在求解第１５０以后的复杂

实例时,Glucose４．１＋RACT 的求解效率更高,这同样说明

Glucose４．１＋RACT在求解较为复杂的实例时更具有优势.

图１　Glucose４．１嵌入 RACT策略前后的求解效率对比

Fig．１　ComparisondiagramofGlucose４．１withandwithoutRACT

为了更深入地探究本文策略对求解过程的影响,表２列

出了部分 Glucose４．１＋RACT可求解出,而 Glucose４．１未求

解出的实例.从表 ２ 可以看出,求解这 ６ 个实例时,GluＧ

cose４．１用时３６００s未求解出,而Glucose４．１＋RACT却以较

快的时间求解出了,平均耗时仅为６８８．６５s,这充分说明新提

出的策略在求解复杂的可满足实例时更有优势,也就对应了

图１的求解时间趋势.

表２　Glucose４．１嵌入 RACT分支策略前后求解部分可满足

实例的用时对比

Table２　TimecomparisonofGlucose４．１andGlucose４．１＋

RACTforsolvingpartialSATinstances
(单位:s)

可满足实例 Glucose４．１ Glucose４．１＋RACT
g２Ｇhwmcc１５deepＧoski０４s － ８５３．２２

mp１Ｇ２２．８ － ４１６．７３
mp１Ｇ２２．９ － １５８．８９
mp１Ｇ９_１９ － ２４９．４６

mp１Ｇblockpuzzle_９x９_s８_free７ － ７５８．３９
mp１Ｇblockpuzzle_９x９_s７ － １６６８．２

表３列出了两个求解器在解决可满足性问题(SAT)和不

可满足性问题(UNSAT)时的不同,也可以进一步说明产生

图１的原因.

表３　Glucose４．１和 Glucose４．１＋RACT 的不同求解性能指标对比

Table３　Comparisonofdifferentperformanceindexes:Glucose４．１vsGlucose４．１＋RACT

SATCompetition
２０１７

实例名
Glucose４．１

冲突次数 决策数 用时/s
Glucose４．１＋RACT

冲突次数 决策数 用时/s

SAT

g２Ｇak１２８boothbg２asisc ８４９９７４５ ３７５５８９１９ ３１８７．１６ ３２３５０８５ １６５２２６８３ １５０３．９３
g２ＧSz５１２_１５１２８_１．smt２Ｇcvc４ － － － １０６７４１０６ １７１４０６１７ ２４２６．９５

g２ＧgssＧ２２Ｇs１００ － － － １５３０２２７ １６０７７２３ ２０１９．１８
mp１Ｇklieber２０１７sＧ０３００Ｇ０３５Ｇt１２ ４７８３６９６ ５１８９３３５ １８９８．５ ５４６５５００ ５９２３９６１ ２３０２．１１

mp１Ｇ２２．７ ２３２３０６０６ ７８８８７８６３ ３３６３．９１ １４９５３ ８９９３８５６ ９１６．６５
mp１Ｇblockpuzzle_９x９_s７_free８ ７２２６８４８ ２４８１５４１５ ３６２６．９５ ２７３３８ ４４５６６００ １６６８．２０

UNSAT

g２Ｇhwmcc１５deepＧ６s３４１rＧk１９ ３８１７７５３ １３５６８５７３ ３４４８．７８ １４８８９ ２２６８０９２ ２４３４．２２
g２ＧT１３５．１．１．cnf １５００４２ ５４７６８９４３ ６３０．４８ １９０７９０ ６１９４１０８２ １０２９．６１

g２Ｇhwmcc１５deepＧintel０６５Ｇk１１ ２２７４０６６８ ４３３１８３９９ １２４５．０１ ２１３７６９１７ ４１４８４８４１ １２０９．１３
mp１Ｇblockpuzzle_５x１０_s３_free４ １７０６２９９ ３７３２１８０ ４７１．３１ １９７６０２０ ４２１４０５６ ５２６．７８
mp１Ｇklieber２０１７sＧ１０００Ｇ０２４Ｇeq １４１６６４６３ １５２１１４８８ １４０４．４３ １０２３２５７６ １１３６６５９４ １００８．１１

mp１Ｇrubikcube４０１ ３４５８４３０ ３８４５８１３ ３６５．７４４ ３９０９１０９ ４３５１７９６ ５０４．０８６

　　好的分支策略可以有效地减少决策次数,针对列举的１２
个有针对性的竞赛实例,我们对比了其冲突次数和决策次数.

从本文的求解过程来看,对于耗时较多且复杂的６个可满足

性问题(SAT),新的分支策略相对于原版策略,有５个实例的

决策次数明显减少,求解时间提高了５０．８％,在一定程度上

说明了新的分支策略在求解可满足性问题时,对变量活性赋

值的正确性有明显提高,有效地减少了选取错误的决策变量

的概率,相应地,发生冲突的次数也随之减少.对于较为复杂
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的６个不可满足性问题,其求解效果稍微弱于原版策略,这也

解释了图１展示的第１００~１５０的实例中,某些实例的耗时高

于原版.

综上,本文提出的基于奖励机制的分支策略在一些问题

上能有效减小搜索空间,给出正确的决策路径,整体可以提高

求解器的求解性能.

结束语　本文主要基于决策变量总是在未赋值变量中选

取这一重要事实,有效地结合撤销赋值的变量参与冲突分析

的具体情况,提出了一种新的分支启发式策略.将该策略嵌

入 Glucose４．１中,生成新的求解器 Glucose４．１＋RACT.通

过实验对比分析发现,对于撤销赋值的变量,依据其参与冲突

分析的频繁程度再次给予其一定的奖励值的方法是有效的,

实验结果显示新求解器的求解能力优于原版求解器.

后续计划将此策略应用于更多的实例,针对不同问题类

型探究其冲突次数与变量活性的关系.进一步地,我们也会

将该策略与相似的分支策略进行对比,争取在后续工作中进

一步提高求解器的性能.
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