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摘　要　文中给出一种将有向无环图转换成代数表达式树的方法,该方法能够实现图的串联合并、并联合并和串行化合并,并

且能够处理图中的函数型顶点.与以往的转换方法相比,文中所给出的转换能够处理类型更为广泛的图和顶点,因此应用也更

为广泛.在给出转换方法的同时对转换的运行时间也进行了分析,考虑到实际应用情况,转换时间只与图中边的数量有关,所

以转换的效率较高.
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Abstract　Thispaperpresentsamethodfortransformingadirectedacyclicgraphintoanalgebraicexpressiontree．Thismethod

canachieveseriesmerging,parallelmerging,andserializationmergingofgraphs,anditcanhandlefunctionalverticesingraphs．

Comparedwiththeprevioustransformationmethods,thetransformationgiveninthispapercandealwithmoretypesofgraphs

andvertices,soitismorewidelyused．Thisarticlegivestheconversionmethodandanalyzestherunningtimeoftheconversion．

Consideringtheactualapplicationsituation,theconversiontimeisonlyrelatedtothenumberofedgesinagraph,sotheconverＧ

siontimeefficiencyishigh．

Keywords　Algorithm,Directedacyclicgraph,Tree,Vertex,Merge,Ladderdiagram
　

１　引言

将图转换成某种代数表达式有较强的实际意义,除了可

以解决工业自动化领域的梯形图自动转换、组合 Web服务中

的聚合 QoS计算等问题,还可以解决信号流图到转移函数的

转换、符号计算以及流程图到程序代码转换等方面的问题.

这些问题涉及的领域包括工业自动化、网络、信号处理以及计

算机程序编译等.目前有许多将某种有约束条件的图转成表

达式或某种形式的可执行语言的方法[１Ｇ４].文献[５Ｇ７]研究了

将梯形图转换为布尔表达式的算法,但没有涉及对函数型顶

点的处理.文献[８Ｇ１１]讨论了将 WebService的组织结构抽

象为图,然后自动进行聚合 QoS计算的方法.文献[１２]给出

了将梯形图转换为IEC６１１３１Ｇ３指令列表的完整方法,但没

有涉及函数型顶点输入和串行化合并的问题.

本文提出了一种将有向无环图(DAG)转换成代数表达

式树(简称表达式树)的方法,该转换方法的特点有:１)可以处

理第３节图４所示的图,即不能进行并联合并的图;２)可以以

两种方式处理函数型顶点;３)最终的结果是以树的形式给出,

由表达式树又可以生成多种形式的打印结果,例如带有括号

便于人们阅读的表达式或某种形式的汇编语言,但如何将表

达式树打印输出,本文不做讨论.本文给出的转换方法可以

直接应用于梯形图的自动转换[１３Ｇ１７],对于其他应用本文给出

的算法需要作适当调整.

２　概念定义

有向无环图是本文给出的转换方法所处理的图,表示为

G＝‹V,E›,V 表示图中的顶点集,E 表示边集[１８].G．V用于

强调说明V 是图G 中的顶点集.V 从连接结构上被分为串

联型顶点和并联型顶点.串联型顶点是图G 中入度和出度

都不大于１的顶点,用Vs 表示,每个串联型顶点对应最终生

成表达式的一个变量.并联型顶点是图G 中入度或出度大

于１的顶点,用Vp 表示.显然有Vs∩Vp ＝Ø,Vs∪Vp ＝V.

某些顶点具有特殊功能,因此把V 中部分顶点从功能上分为

起始型、终端型和函数型.入度为０的顶点为起始型顶点,用

s表示,G中只有一个这样的顶点.出度为０的顶点为终端型

顶点,用VT表示,G 中可以有多个终端型顶点.函数型顶点

用VF表示,不同于串联型顶点,VF具有输入、调用(类似函数

调用)和输出的功能,这种类型的顶点需要在顶点属性中特别

标明.图１给出了一个有向无环图实例.图１中白色顶点是

串联型顶点,灰色顶点为并联型顶点.顶点v１是起始型顶



点,顶点v１７是终端型顶点.

图１　有向无环图实例

Fig．１　Exampleofdirectedacyclicgraph

串联分支:两个并联型顶点之间的一条通路(边集E′⊂
E).该通路所经过的顶点均为串联型顶点,串联分支的两端

是并联型顶点,其中通路的起始处的顶点称为串联分支的首

顶点,终止处的顶点称为串联分支的尾顶点.图１中的(v３,

v７,v８,v１０)是一条串联分支,v３是该分支的首顶点,而v１０是该

分支的尾顶点.

串联合并与并联合并:串联分支上的每个串联型顶点借

助“∗”结点和 AddＧNode方法所进行的合并称为串联合并.

对射入并联型顶点的每条串联分支借助“＋”结点和 AddＧ
Node方法所进行的合并称为并联合并.“∗”结点所代表运

算的优先级高于“＋”结点所代表的运算.无论哪种合并,合
并的结果都会生成一棵表达式树.串联合并由算法４实现,

并联合并由算法５实现,具体请见第３节.需要强调的是,
“∗”并不一定代表乘运算,同样“＋”也不一定代表加运算,例
如当在计算组合 Web服务的聚合 QoS时,两个结点分别表

示服务的串联组合和并联组合.

串行化合并:从起始型顶点开始,并联型顶点根据距起始

型顶点的距离依次从串联分支上收集串联型顶点的表达式

树,然后将所收集到的结果作“＋”运算并将结果保存在顶点

的root属性中.而串联型顶点中的表达式树需要与串联分

支首顶点中的表达式树作“∗”运算并将结果保存在顶点的

root属性中.串行化合并由第３节的算法６实现.

转换过程需要用到两个对象,一个用于描述表达式树的

结点,另外一个用于描述图的顶点.结点对象包括{结点名

称,左子树指针,右子树指针,bracket(是否加括号)}等属性.

ADDＧNode(“运算符”,n１,n２)方法使n１ 与n２ 两个结点(或子

树)形成以“运算符”为树根的树.顶点对象包括{name,type,

indegree,color,function,selected,root,Adj,AdjTemp,Adjr}

等属性,其含义分别是:顶点名称、顶点类型、入度、颜色、是否

是函数型、是否被选中、表达式树的根、邻接表、临时列表、反
向邻接表.后 ３ 个 属 性 都 是 列 表 对 象.type的 值 可 以 是

{START,TERMINAL,SERIAL,PARALLEL},表示{起始

型,终端型,串联型,并联型}.color的值可以是{WHITE,

BLACK},表示{白色,黑色}.

转换过程中用到的一般方法包括:APPEND(Q,x),POP
(Q),ENQUEUE(Q,x),DEQUEUE(Q),REVERSE(Q),其
中Q表示队列或列表,x表示可以装入Q 的元素.上述方法

分别表示将x加入Q 的末端、从Q 中弹出最后一个元素、x
入Q 队列、从Q 队列中出队、将Q 中的元素反向排列.本质

上,APPEND的其功能同 ENQUEUE,分开列出意在表明前

者对Q结构上的约束要弱一些,不强调数据结构上的队列

概念.

３　算法说明

算法９是转换的有向无环图转换成表达式树的完整过

程,但转换的主要工作由算法７实现,该算法先对图的串联分

支进行合并,使每个串联分支上只有一个串联型顶点,合并结

果如后文的图２所示,然后进行并联合并.由于并联合并后,
部分并联型顶点退化成 PＧTOＧS型顶点,所以串并合并的过

程必须循环进行直到图中没有可以合并的顶点和支路.接下

来是对图进行串行化合并,最终将合并结果保存在终端型顶

点的root属性中.由于在图中可以有多个终端型顶点,因此

每当需要处理一个终端型顶点时上述过程就重复一遍.由于

函数型顶点的输入是其前面的子图,所以需要将其当作终端

型顶点来处理,结果同样保存在root属性中.对表达式树的

打印输出由算法８实现,打印的主要次序由算法９的执行次

序控制,因此最终会先打印函数型顶点再打印终端型顶点的

表达式树.
算法１　MakeFunctionQueue(G,s)

１．创建 VF与 VT,并令 VF＝VT＝Ø

２．foreachvertexu∈G．V

３．　　u．color＝WHITE

４．　VF,VT＝DFS_MakeFunctionQueue(s,VF,VT)

５．　REVERSE(VF)

６．　REVERSE(VT)

７．returnVF,VT

DFS_MakeFunctionQueue(u,VF,VT)

８．foreachvertexv∈u．Adj

９．　　ifv．color＝＝WHITE

１０．　　　　VF,VT＝DFS_MakeFunctionQueue(v,VF,VT)

１１．u．color＝BLACK

１２．ifu．function

１３．　 APPEND(VF,u)

１４．ifu．Adj＝Ø

１５．　 APPEND(VT,u)

１６．returnVF,VT

MakeFunctionQueue(G,s)算法的功能是在以s为起始型

顶点的图G 中,让函数型顶点和终端型顶点分别进入函数队

列VF和终端队列VT,顶点在队列中的次序根据距离s的远

近进行排序,距离s越近越排在队列的前面.对函数型顶点

排序非常重要,有些函数型顶点的输入依赖于其前面出现的

其他函数型顶点的输出结果,因此必须保证在函数型顶点调

用前它的所有输入数据都已准备就绪.该算法采用图的深度

优先搜索策略.第１－３行进行必要的初始化,其中第２行和

第３行是将图中所有的顶点涂成白色;如果顶点未被访问过,

顶点为白色;如果顶点已经被访问过,它一定是黑色.涂色方

法 是 遍 历 图 顶 点 的 常 用 技 巧[１９].DFS_ MakeFunction
Queue从顶点s开始被递归调用,第８－１０行判断顶点u 的

邻接顶点v 是否被访问过,如果没有被访问过则递归调用自

身,如此递归向前访问所有未被访问过的顶点直到终端型顶

点.如果第１１行被执行则说明u之后的顶点都已被访问.

第１２－１５行是根据顶点的类型将顶点分别加入VF 或VT 队

列.从深度优先搜索的性质可知,距离起始型顶点越远的顶

点越先进入队列,所以第５行和第６行将队列中的元素反向

排列,从而保证了距离起始型顶点越近的顶点越优先排在队
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列的前面.算法１采用了典型的图深度优先搜索方法,又由

于图G是连通的,所以算法１所用时间为 O(E).
算法２　SelectedGraph(G,s,t)

１．foreachvertexu∈G．V

２．　 u．color＝WHITE

３．　 u．selected＝FALSE

４．　 u．AdjTemp＝Ø

５．　 ifu．functionandu≠t

６．　　 u．Adj[０]＝s

７．t．selected＝TRUE

８．t．color＝BLACK

９．　Q＝Ø

１０．ENQUEUE(Q,t)　

１１．while≠Ø　　

１２．　u＝DEQUEUE(Q)

１３．　foreachvertexv∈u．Adj

１４．　　v．selected＝TRUE

１５．　　ifv．color＝＝WHITE

１６．　　　v．color＝BLACK

１７．　　　ENQUEUE(Q,v)

１８．foreachvertexu∈G．V

１９．　ifu．selected

２０．　　foreachvertexv∈u．Adj

２１．　　　ifv．selected

２２．　　　　APPEND(v．AdjTemp,u)

２３．foreachvertexu∈G．V

２４．　ifu＝＝t

２５．　　u．Adj＝Ø

２６．　else

２７．　　u．Adj＝u．AdjTemp

SelectedGraph(G,s,t)算法的功能是在以s为起始型顶

点的图G 中,求出以t为终端型顶点的子图.这里的图G 是

原始图的反向图,反向图的生成在算法９的第３行中完成.
之所以引入反向图是因为引入反向图后可以将拥有多个终端

型顶点的图方便地分解为多个单终端型顶点的子图,这样就

可以对每个子图单独处理,从而为每个终端型顶点生成对应

的表达式树.另一个原因是可以方便地处理函数型顶点,该
类型的顶点可以有两种处理方式:作为普通串联型顶点或作

为独立顶点处理.当作为独立顶点时其所在的串联分支的输

出结果不受独立顶点以前顶点的影响,独立顶点以前的顶点

只是作为该独立顶点的输入.反向图的引入可以简化对独立

顶点的处理.具体选择哪种处理方式可以依具体应用而定.
算法２第１－６行是处理前的必要准备,首先将所有顶点涂成

白色,所有顶点都被标注成未被选中,只有选中的顶点才可能

是需要构造子图的顶点,每个顶点的临时邻接表AdjTemp被清

空.第５－６行是把函数型顶点作为独立顶点来处理,即函数

型顶点直接与起始型顶点s相连,从而使所处理的顶点表现

出独立顶点的性质.如果函数型顶点被当作普通串联型顶

点,则不需要执行５－６行.函数型顶点作为独立顶点或普通

串联型顶点处理只有此处不同,其他算法无须再考虑两者的

不同.第８－１７行采用图的广度优先搜索方法[２０],从顶点t
出发遍历图G,所有被访问到的顶点通过第１４行使其selecＧ
ted属性变成真.第１８－２２行将所选顶点反向连接信息记录

到顶点的临时邻接表AdjTemp中.第２３－２７行处理终端型顶

点,这可以将顶点临时邻接表的内容复制到顶点邻接表中,从
而使子图与G 反向而与原始图同向.之所以要处理终端型

顶点,是因为在必要时也需要将函数型顶点看成终端型顶点,
这可以从算法９第５行可以看出.

算法２中第８－１７行采用典型的图广度优先搜索方法,
所以所用时间为 O(E).其他部分主要是对图顶点的遍历,
所用时间均为 O(V),又因为图是连通的,所以算法２所用时

间为 O(E).
算法３　SetVerticesType(G,s)

１．foreachvertexu∈G．V

２．　 u．color＝WHITE

３．　 u．indegree＝０

４．　 ifu．type＝＝PARALLEL

５．　 　u．type＝PＧTOＧS

６．　 else

７．　 　u．type＝SERIAL

８．　 ifu．Adj＝＝Ø

９．　 　u．type＝TERMINAL

１０．DFSＧSetVerticesType(s)

１１．s．type＝START

DFSＧSetVerticesType(u)

１２．ifu．Adj．length＞１andu．type∈{SERIAL,PＧTOＧS}

１３．　u．type＝PARALLEL

１４．foreachvertexv∈u．Adj
１５．　v．indegree＝v．indegree＋１

１６．　ifv．color≠WHITEandv．type∈{SERIAL,PＧTOＧS}

１７．　　v．type＝PARALLEL

１８．　ifv．color＝＝WHITE

１９．　　DFSＧSetVerticesType(v)

２０．u．color＝BLACK

SetVerticesType(G,s)算法的功能是从起始型顶点s开

始设置图G 中顶点的类型并计算顶点的入度.所设顶点的

类型包括:串联型、并联型、终端型、起始型,并且将 PＧTOＧS
类型变成串联类型,将单入单出的并联型变成 PＧTOＧS类型.
之所以有单入单出的并联型顶点是因为原有的并联型顶点经

过化简合并后可能成为单入单出顶点.算法３采用图的深度

优先搜索方法设置顶点串并类型并计算顶点的入度.算法３
第１－３行设置所有顶点的初始状态,第４－７行把顶点设置

成串联型顶点,但如果顶点原来是并联型顶点则将顶点设置

成PＧTOＧS类型,以记录该顶点从并变串的状态(该状态在算

法４中会用到).因为并联型顶点本身并不是最终生成表达

式中的元素,它只反映图的结构信息,所以要将其和普通串联

型顶点区别对待.第８－９行判定顶点是否为终端型顶点,如
果是则设置相应的类型.第１１行用于设置起始型顶点.第

１２－１３行判断单输入输出类型的顶点出度是否大于１,如果

是则该顶点被设置为并联类型.第１４－１９行是对当前顶点

u的邻接顶点进行遍历,其邻接顶点v的入度需要加１,以表

明u射入到v.然后判断v是否是单输入输出顶点并且还被

访问过,如果上述条件满足则v被设置成并联型顶点.第

１８－２０行是典型的图深度优先搜索技巧.算法 ３ 主 要 采 用

图深度优先搜索方法,所以其运行时间为 O(E).
算法４　SeriesMerge(G,s)

１．foreachvertexu∈G．V

２．　 u．color＝WHITE
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３．s．color＝BLACK

４．Q＝Ø

５．ENQUEUE(Q,s)

６．whileQ≠Ø

７．　 adj＝Ø

８．　 u＝DEQUEUE(Q)

９．　 foreachvertexv∈u．Adj
１０．　　ifv．type≠TERMINAL

１１．　　　u′,v′＝DFSＧSeriesMerge(u,v)

１２．　　　ifu＝＝u′

１３．　　　　adj＝APPEND(adj,v)

１４．　　　else

１５．　　　　adj＝APPEND(adj,u′)

１６．　　ifv′．color＝＝WHITE

１７．　　　v′．color＝BLACK

１８．　　　ENQUEUE(Q,v′)

１９．　u．Adj＝adj
DFSＧSeriesMerge(u,v,first＝FALSE)

２０．ifu．type＝＝SERIALandv．type＝＝SERIAL

２１．　　v．root＝ADDＧNode(＂∗＂,u．root,v．root)

２２．　continue＝TRUE

２３．　u,v＝DFSＧSeriesMerge(v,v．Adj[０])

２４．elseifu．type＝＝SERIALandv．type＝＝PＧTOＧS

２５．　ifu．root．left≠Øandu．root．right≠Øandfirst

２６．　　u．root．bracket＝FULL

２７．　v．root＝u．root

２８．　continue＝TRUE

２９．　u,v＝DFSＧSeriesMerge(v,v．Adj[０])

３０．elseifu．type＝＝PＧTOＧSandv．type＝＝SERIAL

３１．　ifv．root．left≠Øandv．root．right≠Ø

３２．　　v．root．bracket＝FULL

３３．　v．root＝ADDＧNode(＂∗＂,u．root,v．root)

３４．　continue＝TRUE

３５．　u,v＝DFSＧSeriesMerge(v,v．Adj[０])

３６．elseif(u．type＝＝STARTandv．type≠ PARALLEL)

oru．type＝＝PARALLEL

３７．　u,v＝DFSＧSeriesMerge(v,v．Adj[０],TRUE)

３８．returnu,v

SeriesMerge算法的功能是从起始型顶点s开始对图G
中串联分支上的串联型顶点进行合并,合并的结果保存在分

支最后一个串联型顶点的root属性中.算法４采用图的广

度优先搜索与深度优先搜索相结合的方法进行串联合并.算

法４的第１－９行和第１６－１８行是典型的图广度优先搜索方

法,对 DFSＧSeriesMerge(u,v,first＝FALSE)的递归调用是

典型的图深度优先搜索方法.广度优先搜索用于处理并联型

顶点而深度优先搜索用于处理串联型顶点.串联分支上的多

个串联型顶点经过合并最终只剩下该支路上最后一个串联型

顶点,其他串联型顶点都被丢弃,即串联支路的首顶点最后要

与支路上的最后一个串联型顶点相连.第８行从队列中出队

的顶点u可以认为是并联型顶点或起始型顶点,第９行对出

队顶点u的邻接顶点进行遍历,即对射出u的串联分支进行

遍历.如果邻接顶点v不是终端型顶点,则在该分支上进行

深度优先搜索直到碰到并联型或终端型顶点,上述功能由第

１０－１１行完成.u′是串联分支上最后一个串联型顶点,v′是

分支上的尾顶点,其类型为并联型或终端型顶点.如果第１２

行的条件成立则表明顶点没有沿支路向前搜索,这时将顶点

v保存到临时邻接表adj中;如果在分支上完成了顶点的向

前搜索,则u′被保存到临时邻接表adj 中.adj在第７行被

初始化为空,其主要作用是记录顶点u的新邻接顶点,因为在

串联合并前u的邻接表记录着每条串联分支上第一个与之相

连的串联型顶点,而在合并后支路上的最后一个串联型顶点

需要与u相连,即u的邻接表需要改写,该功能借助临时变量

adj由第１９行实现.
在支路上串联型顶点的合并是分情况处理的,v顶点在u

顶点前面;第２０行u和v都是串联型顶点;第２４行u是串联

型而v是PＧTOＧS型;第３０行u是PＧTOＧS型而v是串联型;
第３６行u是分支首顶点.如果上述情况都不满足则直接返

回u,v,即沿分支不向前搜索.在以上５种情况中前４种都

需要顶点向前搜索,即需要递归调用 DFSＧSeriesMerge方法.

５种方法的前３种需要完成串联型顶点的合并操作,合并的

结果保存在v 顶点的root属性中.每当有串联合并发生

continue都将被设置成 TRUE.随着顶点沿串联支路向前搜

索,u顶点被丢弃,v的下一个邻接顶点v．Adj[０]在下一次的

递归调用中将成为顶点v.第２５和３１行用于判断属性root
是否属于叶子结点,如果是非叶子结点或是非支路上第一个

串联型顶点则需要表达式中加上相应的括号.第２７行表明

v顶点在当前的条件下只用来传递u 顶点的结果,因为并联

型顶点并不是出现在最终表达式中的元素.在第３７行中

first参数被设置成 TRUE,其作用是告知接下来所处理的u
是串联分支上的第一个串联型顶点,是第２５行判断是否应加

括号的条件之一,该值默认为FALSE.
图１的实例在执行完算法４后所形成的新图以及顶点v６

中表达式树的结果如图２所示.由于图的深度优先和广度优

先搜索所用时间均为 O(E),所以算法４所用时间也为O(E).

图２　执行算法４后图１的转换结果

Fig．２　ConversionresultofFig．１afteralgorithm４isexecuted

算法５　ParallelMerge(G,s)
１．foreachvertexu∈G．V

２．　 u．color＝WHITE

３．　 u．AdjTemp＝Ø

４．s．color＝BLACK

５．Q＝Ø

６．ENQUEUE(Q,s)

７．whileQ≠Ø　　

８．　 adj＝Ø

９．　 u＝DEQUEUE(Q)

１０．　foreachvertexv∈u．Adj
１１．　　APPEND(adj,v)

１２．　 　ifu．type＝ ＝PARALLELor (u．type＝ ＝STARTand

u．Adj．lenght＞１)

１３．　　　ifv．Adj≠Ø
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１４．　　　　w＝v．Adj[０]

１５．　　　　ifv．type∈{SERIAL,PＧTOＧS}andw．type∈{PARALＧ

LEL,TERMINAL}

１６．　　　　　ifw．AdjTemp≠Ø

１７．　　　　　　u′,v′,w′＝POP(AdjTemp)

１８．　　　　　　ifu′＝＝uandw′＝＝w

１９．　　　　　　　v′．root＝ADDＧNode(“＋”,v′．root,v．root)

２０．　　　　　　　continue＝TRUE

２１．　　　　　　　POP(adj)

２２．　　　　　　　v＝v′

２３．　　　　　APPEND(w．AdjTemp,(u,v,w))

２４．　　　　v．color＝BLACK

２５．　　　　v＝w

２６．　　ifv．color＝＝WHITE

２７．　　　v．color＝BLACK

２８．　　　ENQUEUE(Q,v)

２９．u．adj＝adj

ParallelMerge算法的功能是从起始型顶点s开始对图

G 中满足条件的串联分支进行并联合并.算法５在算法４执

行后被调用,即此时串联分支上只有一个串联型顶点.算法

５采用图广度优先搜索方法进行并联合并,第１－１０行和第

２６－２８行是典型的广度优先搜索方法.由于算法要使用顶

点的临时列表AdjTemp和临时变量adj,所以第３行和第８行

在初始阶段将它们清空.第１１行将顶点u的邻接顶点v 保

存进adj,第２９行又将adj中保存的邻接顶点还原回u 的邻

接表中,但对于可以合并的串联分支上的串联型顶点将通过

第２１行丢弃.第１２－１５行判断串联分支是否可以进行并联

合并,顶点u,v,w 分别是串联支路上的首顶点、串联型顶点

和尾顶点.第１２行表明首顶点必须是并联型顶点,如果是起

始型顶点则要求出度必须大于１.第１３行的条件确保v不

是终端型顶点,从而使第１４行可以执行.第１５行的条件保

证v是单输入输出顶点,并且w 是并联型或终端型顶点.串

联支路的全部顶点u,v,w 作为一个整体进行处理,并保存在

支路尾顶点w 的AdjTemp属性中.第１６行表明当AdjTemp为

空时支路是首次被保存,即没有其他支路可与之合并,该支路

通过第２３行被保存在AdjTemp中,被保存的串联支路被称为

保留支路.如果AdjTemp不为空,则从中弹出保留支路的顶点

u′,v′,w′,如果保留支路和当前支路的首尾顶点相同,则通过

第１９行进行并联合并,即形成“＋”运算的表达式树,合并的

结果即表达式树的根保存在保留支路的串联型顶点v′的root
属性中.第２２行使v′所在的支路通过第２３行再次被保存.

这里需要证明,当前支路(u,v,w)可以进行并联合并的充分

必要条件是w．AdjTemp中存在保留支路(u′,v′,w′),并且算法

５没有遗漏可以合并的串联支路.

证明:如果w．AdjTemp为空则当前支路不能合并,如果不

空则由第１８行条件保证保留支路和当前支路可以合并,因为

算法５在算法４之后执行,所以保证了可合并的串联支路都

具有并Ｇ串Ｇ并结构.根据图的广度优先搜索的过程和性质可

知:在第１０行的遍历完成时会访问到所有与u相连的串联支

路,当然也会访问到这些串联支路的尾顶点w.具有相同的

尾顶点表示两条支路可以合并,并且合并的结果保存在保留

支路的串联型顶点中.上述过程随着对u的邻接表的遍历不

断进行,直到所有以u为首顶点的串联支路都遍历完.因图

中所有并联型顶点都会经历上述过程,所以可合并的串联支

路不会被遗漏,证毕.
从第２０行可以看出,每当有合并事件发生continue会都

被设成 TRUE,第２４行使串联型顶点v不再被访问,第２５行

使w 成为广度优先搜索的候选顶点.
图２在执行完算法５后所形成的新图如图３所示,其中

顶点v１０为PＧTOＧS型顶点.当算法７的continue为假时图３
最终变成图４,此时顶点v６中root属性保存的表达式树如

图５所示,该树的右子树是顶点v１１中root的结果.由于算法

５采用了图的广度优先搜索方法,所以该算法所用时间为

O(E).

图３　图２经算法５处理后形成的新图

Fig．３　Newimageformedafteralgorithm５processingFig．２

图４　当算法７的continue为假时图３最终形成的图

Fig．４　FinalfigureofFig．３whenalgorithm７’scontinueisfalse

图５　在图４中顶点v６root属性所保存的表达式树

Fig．５　Expressiontreestoredinrootofv６inFig．４

算法６　Serialize(G,s,t)

１．t．root＝ADDＧNode(“＝”,t．root,Ø)

２．foreachvertexu∈G．V

３．　 u．color＝WHITE

４．s．color＝BLACK

５．Q＝Ø

６．ENQUEUE(Q,s)

７．whileQ≠Ø

８．　u＝DEQUEUE(Q)

９．　foreachvertexv∈u．Adj
１０．　　v．indegree＝v．indegree－１

１１．　　ifu．type≠START

１２．　　　ifv．type＝＝SERIAL

１３．　　　　ifv．root．left≠Øandv．root．right≠Ø

１４．　　　　　v．root．bracket＝FULL

１５．　　　　v．root＝ADDＧNode(“∗”,u．root,v．root)

１６．　　　elseifv．type＝＝PARALLEL

１７．　　　　ifv．root≠Ø

１８．　　　　　v．root＝ADDＧNode(“＋”,u．root,v．root)

１９．　　　　　v．root．bracket＝FULL
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２０．　　　　else

２１．　　　　　v．root＝u．root

２２．　　　　　ifv．root．left≠Øandv．root．right≠Ø

２３．　　　　　　v．bracket＝FULL

２４．　　　elseifv．type＝＝TERMINAL

２５．　　　　ifv．root．right≠Ø

２６．　　　　　　u．root．bracket＝FULL

２７．　　　　　　v．root．right＝ADDＧNode(“＋”,v．root．right,u．root)

２８．　　　　else

２９．　　　　　v．root．right＝u．root

３０．　　ifv．color＝＝WHITEandv．indegree＝＝０

３１．　　　v．color＝BLACK

３２．　　　ENQUEUE(Q,v)

Serialize算法的功能是对图G 中不能进行并联合并的

顶点进行合并,即实施串行化合并.采用的主要策略是从起

始型顶点s开始对图G 进行广度优先搜索,在搜索的过程中

不断对串联分支上串联型顶点所保存的表达式树进行合并,
其结果保存到尾顶点中,最终所形成的表达式树被保存到终

端型顶点t中.第１行构造表达式树的根结点并将其保存在

终端型顶点t的root属性中.第２－９行和第３０－３２行是图

的广度优先搜索方法.由于表达式树有前后次序依赖性,即
距离起始型顶点近的顶点必须先处理完,其结果才可以被距

离起始型顶点远的顶点所利用.常规的图广度优先搜索方法

并没有上述功能,所以算法６在图的搜索过程中引入了入度

控制,即某一顶点如果要成为搜索的候选顶点,该顶点的入度

必须为０,即满足第３０行的第二个条件.而顶点每被访问一

次其入度被减１,如第１０行的处理.入度为０表明所有射入

该顶点的支路都已被搜索.第１１行表明射入顶点为起始型

顶点的情况不用考虑,第１２行、１６行和２４行分别对应当前

顶点为串联型顶点、并联型顶点和终端型顶点３种情况.如

果是第１种情况,通过第１５行进行串联合并.如果是第２种

情况,通过第１８行进行并联合并.如果是第３种情况,通过

第２７行进行并联合并.在后两种情况中合并前都要判断顶

点的root属性中是否已经存在表达式树,如果不存在则射入

顶点的表达式树将被传递到当前顶点的root属性中,如第２１
行和第２９行的处理.算法中还有一些为表达式树添加括号

信息的语句,其目的是使最终打印出来的表达式能够反映表

达式树的计算顺序.由于算法６采用了图的广度优先搜索方

法,所以其所用时间为 O(E).
算法７　Merge(G,s,t)

１．whilecontinue

２．　continue＝FALSE

３．　SetVerticesType(G,s)

４．　SeriesMerge(G,s)

５．　ParallelMerge(G,s)

６．SetVerticesType(G,s)

７．Serialize(G,s,t)

Merge算法的功能是从s顶点开始,通过算法４－算法６
对图G中所有顶点进行合并,将合并结果保存到终端型顶点

t的相应属性中.算法５的执行可能会改变某些顶点类型,而
第３行和第６行保证了在合并前所有顶点的类型被重新设

置.如果continue为真则表明发生了合并事件,图G 的结构

会发生改变,所以串并合并算法要重新执行;而continue为假

时则表明图G 已经没有可以合并的串联与并联型顶点.第

６－７行对未完成合并的顶点作串行化合并,形成最终的表达

式树.从对算法３－算法６的时间分析可知,第２－５行以及

第６－７ 行 的 运 行 时 间 为 O(E),while的 循 环 次 数 为 O
(V可并 ),其中V可并 表示可以合并的并联型顶点集合.综合考

虑以上运行时间可得:算法７的运行时间为 O(V可并 ×E).
算法８　MakeExpression(G,s,VT)
１．foreachvertext∈VT

２．　continue＝TRUE

３．　将 Adjr表中的内容复制到顶点的 Adj中,复原反向图

４．　SelectedGraph(G,s,t)

５．　SetVerticesType(G,s)

６．　串联型顶点root属性设置成以顶点名为名的叶子结点

７．　Merge(G,s,t)

８．　ift．function

９．　　ift．root．right≠Ø

１０．　　　InorderTreeWalk(t．root)

１１．　 print(t．name,“＝CALL”,t．name)

１２．else

１３．　 InorderTreeWalk(t．root)

MakeExpression算法的功能是应用算法１－算法７将图

G转换成表达式树并打印输出.s是起始型顶点,所有的终端

型顶点保存在列表VT中.第１行对VT 进行遍历,当前终端

型顶点用t表示.通过第２－４行形成以s为起始型顶点,以t
为终端型顶点的子图.第５－６行为子图中串联型顶点的

type和root属性赋初值.第７行将子图转换成表达式树,第

８－１３行通过调用InorderTreeWalk对表达式树进行中序遍

历并打印出表达式.通过修改这部分的内容可以让表达式树

以多种形式进行输出,例如以IEC６１１３１Ｇ３指令列表形式输

出,由于篇幅的原因具体实现方法这里省略.从算法１－算

法７的 时 间 分 析 可 知,算 法 ８ 第 ２－７ 行 的 运 行 时 间 为

O(V可并 ×E),第８－１３行的运算时间为O(V),因此第２－１３行

的运行时间为 O(V可并 ×E),算法８的总运行时间为 O(VT ×
V可并 ×E),其中VT表示终端型顶点集合.
算法９　
１．读入原始图并构建所有顶点的邻接表 Adj,形成图 G

２．从 G中获取起始型顶点s

３．构建原始图的反向图,即构建所有顶点的反向邻接表 Adjr

４．VF,VT＝MakeFunctionQueue(G,s)

５．MakeExpression(G,s,VF)

６．MakeExpression(G,s,VT)

算法９是将前面的算法整合起来形成最终的表达式树并

打印其结果.第４行从图G 中提取函数型顶点和终端型顶

点的列表,且顶点在列表中按照与起始型顶点的距离排序.
第５－６行对函数型顶点列表和终端型顶点列表进行表达式

树的转换,并依次打印出相应的表达式.

１７＝２∗(４∗５∗６＋(７∗８＋９)∗(１１＋１２))＋
((２∗１４＋１３)∗１６) (１)

６＝２∗３∗４∗５
６＝CALL６
１７＝６＋(２∗((７∗８＋９)∗(１１＋１２)))＋

((２∗１４＋１３)∗１６) (２)
图１在执行完算法９后所生成的表达式如式(１)所示,当

图１中的顶点v６被设为函数型顶点时所生成的表达式如

式(２)所示,该式有３行分别表示顶点的输入、顶点的调用与

９８５李红豫,等:一种将有向无环图转换成代数表达式树的方法



输出、最终的表达式.根据对算法９之前的算法运行时间的

分析可得,算法９的运行时间为 O((VF＋VT)×V可并 ×E).
结束语　本文给出了一种将有向无环图转换成代数表达

式树的方法,其转换用时为 O((VF＋VT)×V可并 ×E).该转

换方法通过串行化合并可以处理不能进行并联合并的图,同
时还可以处理函数型顶点.算法２通过保留或删除第５－６
行可以实现处理函数型顶点的两种方式.转换最终所生成的

表达式树可以有多种形式的输出.整个转换所采用的算法有

以下特点:反向图的应用确保了子图具有单终端型顶点,可以

方便地提取函数型顶点的输入;交替采用图的深度优先与广

度优先搜索确保了串联合并与并联合并的实现;带有入度限

制的广度优先搜索确保了串行化合并的实现;在串并合并的

过程中可以合并的顶点在每次合并完成后即丢弃,这使得图

不断地被化简;continue变量的引用保证了串并合并可以正

确结束.
本文的转换方法可以处理更多类型的图,应用范围更为

广泛.考虑到真实应用中VF＋VT和V可并 相对串联型顶点Vs

来说数量很少,一般情况下可以近似地认为算法的运行时间

为 O(E).
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