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摘　要　空 中 自 组 网(FlyingAdＧHocNetwork,FANET)是 支 撑 无 人 机 集 群 系 统(UnmannedAerialVehicleSwarm,UAV

swarm)的关键技术,它由数量庞大且具有无线通信能力的小型无人机构成.FANET中的信标帧业务在实现集群一致性控制

应用的过程中扮演着重要角色.然而,实际应用中FANET无线链路的不可靠性将会导致信标帧出现丢包现象,进而影响一致

性控制算法的收敛速度(或收敛时间),即集群所有状态值趋于一致的快慢程度.从理论上分析一致性控制算法收敛性能与信

标帧丢包率之间的解析关系,对一致性控制算法在未来FANET中的应用具有举足轻重的意义.针对上述研究背景,文中提出

了一种基于随机有向图模型和矩阵论的收敛性能分析模型.该模型将每个周期内 FANET中的信息流抽象为随机有向图,并

采用指示矩阵来表示该随机有向图的拉普拉斯矩阵,有效地用矩阵多项式对一致性收敛过程进行建模.随后,基于矩阵运算和

矩阵谱半径的相关知识,该模型给出了最终期望收敛值的解析表达式.利用该最终期望收敛值,所提模型定义了新的收敛速度

量化方法.与现有收敛速度分析工作不同,文中通过评估所有节点的初始状态值收敛到期望收敛值的快慢来对收敛速度进行

量化,而不是根据收敛到每个周期网络的平均状态值来进行量化.基于矩阵运算和矩阵谱半径相关知识,所提模型给出了该收

敛速度与信标帧丢包率之间的耦合关系,并根据该耦合关系推导出了收敛时间的表达式.仿真结果表明,所提收敛性能分析模

型能够准确地描述实际FANET中收敛速度随时间的变化情况.此外,该模型能够准确描述实际 FANET 中每条链路的平均

丢包率、状态值初始分布以及无人机节点个数的变化趋势对收敛时间的影响.同时,相比现有收敛性能分析模型,所提模型得

到的收敛性能曲线更接近实际FANET中的收敛性能曲线.
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Abstract　FlyingAdＧHocNetwork(FANET)whichisafieldofwirelessAdＧHocnetworkformedbysmallunmannedaerialvehiＧ
cles(UAVs),iscriticalinachievingUAVswarmsystem．BeaconmechanisminFANETplaysthefundamentalroleinperforming
consensusbehaviorofUAVswarm．However,thewirelesslinkfailuresofpracticalFANETwillintroducebeaconlosswhichwill

affecttheconvergencerateorconvergencetime,whichdescribehowfastallUAVstatesreachthecommonvalue．ToachieveoptiＧ

malconsensusbehavior,itisimportanttoknowhowbeaconmechanismaffectstheconsensusbehavior．TosolveaboveＧmentioned

problem,thispaperhasinvestigatedtheanalyticalrelationbetweentheconvergencerate/timeofconsensusbehaviorandthebeaＧ
conlossprobability．Intheanalyticalwork,informationflowtopologyateachperiodismodeledbyrandomdirectedgraph,and

oneindicatormatrixweightedisdesignedtomodeltheLaplacianmatrixofthegraph．Basedontheknowledgeofmatrixtheory
andspectrumradiusofamatrix,theanalyticalworkinthispaperfirstlygivesananalyticalexpressionofexpectedconsensusvaＧ

lueoftheconsensusprocess．Utilizingtheexpectedconsensusvalue,anovelquantificationofconvergenceratebasedontheexＧ

pectedfinalconsensusvalueisprovided．Differentfromexistinganalyticalwork,theconvergencerateisquantifiedbasedonthe

expectedconsensusvalue,ratherthantotheaveragevalueofallstatesateachperiod．Finally,utilizingtheknowledgeofmatrix

theoryandspectrumradiusofamatrix,theproposedanalyticalworkanalyzestherelationbetweentheconvergencerate/timeand

thebeaconlossprobability．Simulationresultsshowthat,theproposedanalyticalmodelcanaccuratelycapturetheconvergence

ratealongwithtimeinpracticalFANETs．Moreover,theproposedmodelcanaccuratelycapturetheeffectofaveragelinkfailure



probabilityoneachlink,initialstatedistributionandthenumberofUAVsontheconvergencetime．Moreover,comparedwithexisＧ

tinganalyticalmodel,theproposedanalyticalmodelcancapturetheconvergenceperformanceinpracticalFANETmoreprecisely．

Keywords　Consensuscontrolalgorithm,Randomdirectedgraph,Convergencerate,Convergencetime,FlyingAdＧHocNetwork

　

１　引言

一致性控制算法可以帮助无人机集群实现多种一致性集

群行为,如编队控制[１]、姿态(无人机的飞行速度、飞行高度

等)匹配[２]、集结[３]、数据融合[４].一致性控制算法的一个特

点是,集群中的每个无人机仅通过局部信息交互的方式来更

新自己的状态便可最终实现整个集群内所有无人机状态达到

一致[４Ｇ６].例如,基于一致性控制算法,集群中的每个无人机

仅仅根据一跳邻节点的飞行高度信息便可更新自身的飞行高

度,最终使得集群中的所有无人机具有相同的飞行高度.

为了实现一致性协同控制应用,无人机集群搭建空中自

组网,并在FANET中传输信标帧业务[７].信标帧是一类周

期性单跳广播消息,它包含每个无人机的本地状态值.任意

无线链路上信标帧的丢包现象将会影响一致性控制算法的收

敛速度,其中收敛速度刻画了集群所有状态值趋于一致的快

慢程度.从理论上分析一致性控制算法的收敛速度与信标帧

丢包率之间的解析关系,对一致性控制算法在未来 FANET
中的应用具有举足轻重的意义.

在收敛速度的分析工作中面临着两大挑战.第一个挑战

是如何在每个更新周期对 FANET 中的信息流拓扑进行建

模.其中,信息流拓扑是对所有无线链路上信标帧传输情况

(是否发生丢包)的描述.第二个挑战是如何量化一致性算法

的收敛速度,使所定义的收敛速度能够尽可能真实地描述

FANET网络环境下一致性控制算法的收敛趋势.在实际的

FANET中,不同无线链路上信标帧丢包事件的发生是相互

独立的.因此,对FANET的信息流拓扑进行建模的最好方

法是使用随机有向图模型.

然而,现有的大量研究工作在分析一致控制收敛速度时

均采用随机无向图模型[８Ｇ１８].此外,在这些研究工作中,收敛

速度的量化均基于两个向量[８,９,１３,１６Ｇ１８].其中一个向量中的

每个元素均对应于网络中一个节点的状态值,而另一个向量

中的所有元素均相等且等于所有节点状态值的平均值.这两

个向量被视为多维空间中的两点,通过评估这两点之间的欧

氏距离达到零的快慢程度来量化一致性算法的收敛速度.这

种量化方法的合理性来源于随机无向图的对称性.当采用随

机无向图对网络中的信息流拓扑进行建模时,任意一对邻节

点发送给对方的信标帧都是假设同时丢失或者同时被成功接

收.由于这种对称性,每个迭代周期所有状态值的平均值等

于最终的收敛值.但是,在随机有向图的模型下,一对邻节点

发送给对方的信标帧出现的丢包现象是相互独立的,这更符

合实际FANET网络环境中的信息流拓扑.随机有向图的不

对称性使得所有状态值的平均值随周期变化,并且不一定等

于最终的收敛值.因此,现有收敛速度的量化定义有待进一

步改善以反映实际FANET中的收敛趋势.

针对上述问题,本文基于矩阵论提出了一个新的收敛速

度分析模型.该模型首先采用随机有向图对全连通 FANET

中的信息流拓扑进行建模.随机有向图模型采用矩阵多项式

来表示一致性控制过程,并采用指示矩阵来刻画网络 FAＧ

NET中的信标帧丢包现象.基于该矩阵多项式,所提模型给

出了最终期望收敛值的解析表达式.随后,不同于现有文献

基于平均收敛值对收敛速度进行量化,所提模型通过评估所

有节点的初始状态值收敛到该期望值的快慢来对收敛速度进

行量化.最后,基于经典的矩阵运算和矩阵谱半径的相关知

识,所提模型给出了收敛速度(收敛时间)与信标帧丢包率之

间的解析表达式.仿真采用８０２．１１DCF中定义的载波感知

多址接入/冲突避免(CarrierSenseMultipleAccesswithColＧ

lisionAvoidance,CSMA/CA)协议,实现了FANET的一致性

控制应用,进而比较了一致性控制应用收敛速度和收敛时间

的仿真结果和理论结果.仿真结果表明,所提性能分析模型

能够准确地描述实际FANET中一致性控制算法收敛速度随

时间的变化情况.此外,所提模型能够准确描述实际 FAＧ

NET中每条链路的平均丢包率、状态值初始分布以及无人机

节点个数对收敛时间的影响.相比 AnirbanDas提出的分析

模型[１８],所提收敛性能分析模型所得到的收敛性能曲线更接

近实际FANET中的收敛性能曲线.

本文第２节描述了系统模型;第３节阐述了图论基本知

识,并确定了需要解决的问题;第４节对本文的主要工作进行

了详细描述;第５节通过仿真对本文工作进行了评估;最后总

结全文.

２　系统模型

考虑一个由n架无人机组成的无人机集群,集群中所有

无人机的飞行高度各不相同.本文拟采用一致性控制算法使

所有无人机的飞行高度达到一致.在该场景下,一致性控制

算法所更新的状态值即每架无人机的飞行高度.需要指出的

是,本文工作也可以用于其他一致性控制应用场景.

集群中的每架无人机装载了无线通信设备,并搭建了

FANET.每架无人机将时间划分为多个等长的周期,每架周

期的时长为T.假设所有无人机的周期初始时刻同步,该同

步可以通过机载GPS系统的１PPS信号来实现.每架无人机

在周期的初始时刻生成一个包含自身飞行高度的信标帧,并

将它广播给其一跳邻节点.对于某个无人机节点i(i＝１,

２,,n表示该节点的ID),如果邻节点j成功接收到了该信

标帧,则称在节点i到节点j的无线链路上存在一条信息流.

相反,如果邻节点j没有成功接收到该信标帧,则称该无线链

路发生了丢包.当邻节点接收到节点i的信标帧时,节点j
存储该信标帧中标识的关于节点i的飞行高度信息.如果之

后一个周期内邻节点没有再次收到节点i的新的信标帧,那

么节点j将删除关于节点i的信息.

假设初始时刻无人机i的飞行高度为hi(０)＝hc＋ho
i,其

中hc 是一个正常数.ho
i 服从[０,a]的均匀分布,其中a是一

个大于０的常数.在每个周期的起始时刻,每架无人机根据

９８２黄鑫权,等:基于矩阵论的一致性控制算法收敛速度分析



存储的邻节点飞行高度信息,采用一致性控制算法来更新飞

控系统的控制输入,如图１所示.随后,无人机的飞控系统根

据控制输入的值控制自身在随后一个周期内飞行高度的动态

变化情况.在执行一致性控制算法一段时间之后,所有无人

机的飞行高度将趋于一致[１９Ｇ２１].

图１　无人机集群一致性控制应用

Fig．１　ConsensuscontrolofUAVswarm

在第k(k＝１,２,)个周期内,即在时间段[kT,(k＋１)T]

内,无人机i的飞行高度与其周期初始时刻控制输入ui(kT)∈

R之间的关系如下:

hi(t)＝hi(kT)＋(t－kT)ui(kT) (１)

其中,kT＜t≤(k＋１)T;hi(kT)∈R为无人机i在该周期起始

时刻的飞行高度;ui(kT)的值在整个周期内保持不变.在周

期的起始时刻kT,无人机i采用式(２)的一致性控制算法来

计算ui(kT)的值:

ui(kT)＝ ∑
j∈Ni(kT)

aij[hj(kT)－hi(kT)] (２)

其中,Ni(kT)代表无人机i在kT 时刻的邻节点集合.无人

机i根据在上一个周期内(即时间段[(k－１)T,kT]内)是否

成功接收到信标帧来确定 Ni(kT)中的节点.aij是一个固定

参数变量,本文将aij的值始终设置为１.

定义列向量h(k)＝[h１(k),h２(k),,hn(k)]T,其中,

()T 表示矩阵的转置.h(k)中第i个元素表示第k 个周期

起始时刻无人机i的飞行高度.此外,定义列向量u(k)＝[u１

(k),u２(k),,un(k)]T,其中第i个元素表示第k个周期起始

时刻无人机i的控制输入.因此,集群中所有无人机的飞行

高度随时间逐渐趋向一致可以描述为:对于任意h(０),有

lim
k→¥
　h１(k)＝lim

k→¥
　h２(k)＝＝lim

k→¥
　hn(k)＝c,或者lim

k→¥
　h(k)＝c１,

其中c是一个标量,且１＝[１,,１]T 表示所有元素都为１的

列向量.本文主要研究h(０)收敛到c１的快慢程度与每个无

线链路上信标帧丢包率之间的关系.

３　基于矩阵论的收敛速度分析

本节首先采用随机有向图模型对FANET的信息流拓扑

进行建模,并用一个链路矩阵和一个指示矩阵来表示图的拉

普拉斯矩阵;然后给出了最终的期望一致值的解析形式;最后

基于最终一致值的期望值,量化了一致性控制算法的收敛速

度,并给出了该收敛速度与信标帧丢包率之间的解析关系式.

为了简便起见,下文用k来表示kT.

３．１　一致性过程建模

我们将FANET第k个周期的信息流拓扑建模为节点n
的随机有向图G(k)＝G(V,ξ(k)).在G(V,ξ)中,顶点集V＝
{v１,,vn}中的每一个顶点表示 FANET 中的每架无人机,

其中顶点vi(i∈{１,２,,n})表示无人机i.此外,有向边集

合ξ⊆V×V 用来描述该周期内 FANET 中的信标帧传输情

况.节点vi 到vj 的一条有向边eji＝(vi,vj)∈ξ,表示无人机

j成功接收到无人机i的信标帧.在随机有向图模型中,有向

边eij≠eji.

本文将G(k)的拉普拉斯矩阵L(k)表示为:

L(k)＝Lc－∑
ξc
δ(i,j)(k)B(i,j) (３)

其中,Lc 是n阶有向图Gc(V,ξc)的拉普拉斯矩阵,其节点集

和边集分别为V 和ξc.有向图Gc(V,ξc)描述了 FANET 中

的无线链路拓扑,直观上来讲,就是不存在任何信标帧丢包时

网络中的信息流拓扑.本文称拉普拉斯矩阵Lc 为链路矩阵.

本文假设所有无人机的位置分布和通信范围使得图Gc(V,

ξc)是平衡的,并具有生成有向树.关于平衡有向图和生成有

向树的概念可以参考文献[１４,２１Ｇ２２].

式(３)中的B(i,j)是n阶平方矩阵,它的第i行第i列的元

素值等于１,并且第i行第j列元素值等于－１,而其他元素值

为０.此外,B(i,j)的权值项δ(i,j)(k)是０~１之间的一个随机

变量,它的概率分布如下:

Pr[δ(i,j)(k)＝１]＝p
Pr[δ(i,j)(k)＝０]＝１－p{ (４)

其中,p(０＜p＜１)是一个常数,表示每个无线链路上信标帧

的丢包率.我们假设每条链路具有相同的信标帧传输性能

(丢包率),并且该传输性能不随时间发生变化.本文将矩阵

B(i,j)称为指示矩阵.式(３)中的第二项对第k个周期内信标

帧的传输情况进行了建模.如果δ(i,j)(k)＝１,则Gc(V,ξc)中

无人机j到无人机i的有向边将被消除,这表示无人机j发送

给无人机i的信标帧出现了丢包.

３．２　最终收敛值的期望值

基于式(２),我们将FANET中所有节点在kT 时刻控制

输入的值表示为如下方程组:

u１(kT)＝－|N１(kT)|h１(kT)＋a１２h２(kT)＋

a１３h３(kT)＋＋a１nhn(kT)

u２(kT)＝a１１h１(kT)－|N２(kT)|h２(kT)＋

a１３h３(kT)＋＋a１nhn(kT)

　　⋮

un(kT)＝a１１h１(kT)＋a１２h２(kT)＋a１３h３(kT)＋－

|Nn(kT)|hn(kT)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(５)

其中,||表示返回数组 Nn(kT)中元素的个数.aij的具体

定义如下:

aij＝
１, ifj∈Ni(kT)

０, ifj∉Ni(kT){ (６)

根据方程组的矩阵表达形式,式(５)可以改写为如下矩阵

形式:

u(k)＝－L(k)h(k) (７)

因此,式(１)可以改写成矩阵迭代的形式.

h(k＋１)＝[I－TL(k)]h(k) (８)

其中,I是n阶单位矩阵.

将式(３)代入式(８),可以得到:
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h(k＋１)＝{I－T[Lc－∑
ξc
δ(i,j)(k)B(i,j)]}h(k)

＝[I－TLc＋T∑
ξc
δ(i,j)(k)B(i,j)]h(k) (９)

式(９)描述了FANET在一致性控制算法下状态值的收

敛过程.因此,本文将基于式(９)展开剩余的工作.首先,我

们给出了文献[２３]中的两个定义.

定义１　定义一个具有n个顶点的图G,且定义n阶非负

平方矩阵A.如果对于A中任意一个非零元素aij(第i行第

j列元素),图G中从顶点vj 到vi 都存在一条有向边,则我们

称图G为矩阵A 的关联图.

定义２　考虑n个顶点,则由这n个顶点在时刻索引k之

后的 M 个时刻索引所有图的联合图定义为GM ＝{G(j)|j＝

k＋１,,k＋M}.其中,对于任意k＋１≤j≤k＋M,如果图

GM 中节点v１ 到v２ 有一条有向边,则联合图GM 相应节点之

间也存在一条有向边.

基于上述两个定义和文献[２１]的相关知识,我们给出定

理１,并对定理１进行证明.

定理１　定义Lc 的最大对角元素为d,则当T＜１/d且

０＜p＜１时,对于任何初始状态值h(０),h(k)中的元素将在有

限的迭代次数内实现一致.

证明:对于任意时刻索引k(k＝１,２,),根据式(３)易得

L(k)中的最大对角元素不会超过Lc 的最大对角元素d.因

此,如果T＜１/d,则矩阵I－TL(k)是一个非负矩阵.由于我

们限定Lc 为平衡图,因此根据几何图论相关知识易得Lc１＝

０.此外,根据上文中B(i,j)的定义,我们可以得到B(i,j)１＝０.

综上所述,我们可以得到 I－TL(k)１＝１,因此矩阵I－TL
(k)是一个随机矩阵.如果在连续几个时刻索引下,所有I－

TL(k)矩阵所对应的图的联合图存在生成树,则可以直接根

据文献[２３]证明定理１的收敛性.

根据定义１,通过观察矩阵I－TL(k)和矩阵L(k)的形

式,我们可以得到矩阵I－TL(k))和矩阵L(k)具有相同的关

联图.因此,我们只需要证明L(k)的关联图在连续几个时刻

索引内的联合图具有生成树.

考虑一个时间段[k,k＋M],定义有向图集合GM ＝{G(j)|

j＝k,k＋１,,k＋M}.其中,每个图元素G(j)的拉普拉斯矩

阵为式(３)中定义的L(j).定义GU ＝ ∪
k＋M

j＝k
G(j)为集合GM 中

所有图的联合图.定义集合GM 中所有图的拉普拉斯矩阵的

合矩阵为LU ＝ ∪
k＋M

k
L(j),其中LU 中第i行第j列元素为所有

拉普拉斯矩阵{L(j)|j＝k,k＋１,,k＋M}第i行第j列元素

的或运算.根据GU 和LU 的定义,我们可以得到LU 是GU 的

拉普拉斯矩阵.

在图Gc(V,ξc)中,如果从顶点vj 到顶点vi 存在一条有

向边,则相应的联合图GU 中这两点之间也存在有向边.因

此,对于所有的j∈{k,k＋１,,k＋M},如果存在j使得δ(i,j)

(j)＝１,则在联合图GU 中,从顶点vj 到顶点vi 存在有向边.

根据式(４),可以求出发生上述事件的概率为p(M＋１).当 M
趋于无穷时,该概率值趋向于０.综上所述,当 M 足够大时,

图Gc(V,ξc)和图GU 相同,且LU 和Lc 相同.由于我们限定

Gc(V,ξc)具有生成树,因此GU 也有生成树.证毕.

定理１给出了一致性控制算法实现收敛的充要条件,但

是没有说明该收敛值与初始状态h(０)之间的关系.直观上

可以看出,由于式(９)中δ(i,j)具有随机性,集群中所有无人机

飞行高度的最终收敛值应该是个随机变量.因此,本节研究

在给定初始状态h(０)下最终收敛值的分布,为３．３小节分析

收敛速度做准备.本节给出了引理１,并给出了相应的证明

过程.

引理１　对于给定初始状态h(０),式(９)经过多次迭代后

得到的最终收敛值的期望值为１１T

nh(０).

证明:这个准则可以用数学形式表示为 E[lim
t→¥

h(t)]＝

１１T

nh(０),即E lim
t→¥
　h(t)－１１T

nh(０)[ ] ＝０.E[]表示对括号

内的数学表达式求期望值,而０表示元素全为０的列向量.

根据式(９),我们将h(k)表示为包含h(０)的矩阵多项式,如

式(１０)所示:

h(k)＝∏
k

t＝１
[I－TLc＋T∑

ξc
δ(i,j)(t)B(i,j)]h(０) (１０)

其中,t是一个正整数.因此,我们只需要证明:

E ∏
¥

k＝１
[I－TLc＋T∑

ξc
δ(i,j)(k)B(i,j)]－１１T

n{ }h(０)＝０ (１１)

由于δ(i,j)(k)的值与k无关,因此式(１１)左边的表达式可

以进一步简化,如式(１２)所示:

E ∏
¥

k＝１
I－TLc＋T∑

ξc
δ(i,j)(k)B(i,j)[ ] －１１T

n{ }h(０)

　＝ ∏
¥

k＝１
E I－TLc＋T∑

ξc
δ(i,j)(k)B(i,j)[ ] －１１T

n{ }h(０)

＝ ∏
¥

k＝１
I－TLc＋T∑

ξc
E δ(i,j)(k)[ ]B(i,j)[ ] －１１T

n{ }h(０)

＝ ∏
¥

k＝１
I－TLc＋pT∑

ξc
B(i,j)[ ] －１１T

n{ }h(０) (１２)

其中,第一个和第二个等式可以根据数理统计的基本性质得

到.而第三个等式是根据E[δ(i,j)(k)]＝p化简得来的,其中

E[δ(i,j)(k)]＝p可以从式(４)中推导得出.此外,根据３．１节

B(i,j)的定义,易得∑B(i,j)＝Lc.因此,式(１２)可以进一步简

写为:

E ∏
¥

k＝１
[I－TLc＋T∑

ξc
δ(i,j)(k)B(i,j)]－１１T

n{ }h(０)

　＝lim
k→¥

[I－(T－pT)Lc]k－１１T

n{ }h(０) (１３)

由于我们假设Lc 所对应的有向图是平衡图,根据代数图

论中平衡图的相关知识,可以推断出如下两个等式:

[I－(T－pT)Lc]１＝１

１T[I－(T－pT)Lc]＝１T{ (１４)

随后,根据式(１４)和文献[２２]中的结论,式(１３)可以进一

步改写为:

lim
k→¥

[I－(T－pT)Lc]k－１１T

n{ }h(０)

　＝lim
k→¥

I－(T－pT)Lc－１１T

n[ ]
k

h(０) (１５)

由于假设Lc 对应的有向图存在生成树,根据代数图论的

知 识,我 们 可 以 得 出:如 果 ０ ＜ p ＜ １,那 么 ρ

I－(T－pT)Lc－１１T

n[ ] ＜１,其中ρ()表示矩阵的谱半径.
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由矩阵极限值[２４]的知识可知,若迭代矩阵的谱半径小于１,则
其对任意初始向量都收敛.因此,易得式(１５)的极限值等于

０,且该引理得证.

３．３　收敛速度分析

基于３．２节的内容,首先将最终一致收敛值表示为包含

h(０)的多项式.对于给定初始条件h(０),我们用集合{c１}来
表示h(¥)的所有可能值,其中c是一个一维随机变量,其统

计特性使得集合{c１}满足引理１.h(０)的平均值表示为h
－

＝
１/n h１(０)＋h２(０)＋＋hn(０).定义一个随机标量ψ＝

c/h
－,则根据引理１,ψ的期望值为１.我们将集合{c１}表示为

包含ψ的形式,即{(ψ/n)１１Th(０)}.
为了使收敛速度的解析表达式能够正确反映FANET中

的实际收敛情况,我们需要合理地定义收敛速度.由于实际

应用中的收敛过程是一个随机过程,因此本文提出式(１６)来
量化收敛速度r－:

r－＝suplim
k→¥

E h(k)－ψ
１１T

nh(０)[ ] ２

E h(０)－ψ
１１T

nh(０)[ ] ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

１
k

(１６)

基于式(１６)的定义,我们将推导出收敛速度和信标帧丢

包率之间的解析关系式.类似于式(１２)和式(１３),对于任意

k＞０,有:

E h(k)－ψ
１１T

nh(０)[ ]

　＝ [I－(T－pT)Lc]k－E(ψ)１１
T

n{ }h(０)

　＝ [I－(T－pT)Lc]k－１１T

n{ }h(０) (１７)

此外,根据代数图论的基本知识,我们可以得到Lc１＝０.

因此可以推断出[I－(T－pT)Lc]１１T/n＝１１T/n,则式(１７)可
以进一步改写为:

[I－(T－pT)Lc]k－１１T

n{ }h(０)

　＝ [I－(T－pT)Lc]k－１１T

n{ } h(０)－１１T

nh(０)[ ]

　＝ I－(T－pT)Lc－１１T

n[ ]
k

h(０)－E(ψ)１１
T

nh(０)[ ]

　＝ I－(T－pT)Lc－１１T

n[ ]
k

E h(０)－ψ
１１T

nh(０)[ ]
(１８)

其中,对于第二个等式,我们使用了与式(１７)相同的等效变

换.在获得式(１８)之后,可以直接得到:

E h(k)－ψ
１１T

nh(０)[ ]

　＝ I－(T－pT)Lc－１１T

n[ ]
k

E h(０)－ψ
１１T

nh(０)[ ]
(１９)

进而,根据式(１９)和矩阵谱半径的相关知识[２２],可以

得到:

sup
E h(k)－ψ

１１T

nh(０)( ) ２

E h(０)－ψ
１１T

nh(０)( ) ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

　＝ρ I－(T－pT)Lc－１１T

n[ ]
k

( )

　＝ ρI－(T－pT)Lc－１１T

n[ ]( )
k

(２０)

其中,ρ()表示矩阵的谱半径,即矩阵特征值的最大模值.

最后,通过将式(２０)带入式(１６)中,式(１６)中的收敛速度可以

表示为:

r－ ＝suplim
k→¥

E h(k)－ψ
１１T

nh(０)( ) ２

E h(０)－ψ
１１T

nh(０)( ) ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

１
k

＝ρI－(T－pT)Lc－１１T

n[ ] (２１)

从式(２１)可以看出,当T 和Lc 保持不变时,收敛速度r－

主要决定于信标帧丢包率p.

为了进一步验证上述收敛速度表达式的正确性,我们进

一步求解收敛时间的表达式,即所有无人机状态值达到最终

一致性所需的周期数.基于收敛速度的定义,我们将收敛时

间τ定义为:

τ＝min
k

E h(０)－ψ
１１T

nh(０)( ) ２
r－k＜δ( ) (２２)

其中,δ是一个十分小的正实数,用于表示所有状态值最终趋

于一致.求解式(２２)的右式,将式(２２)进一步改写为:

τ＝logr－ δ E h(０)－ψ
１１T

nh(０)( ) ２( ) (２３)

式(２３)的基本单位是一个周期,对于以秒为基本单位的

收敛时间τs,可以用周期长度T 乘以式(２３)得到.

τs＝Tlogr－ δ E h(０)－ψ
１１T

nh(０)( ) ２( ) (２４)

４　性能评估

４．１　仿真场景

本文采用 NSＧ２网络仿真软件和 Matlab仿真软件验证所

提分析模型的正确性,首先在 Matlab仿真软件中生成５０个

无人机节点,这些节点在仿真初始时刻位于坐标(０m,０m)

处.仿真开始时,每个无人机节点采用文献[２５]中的蜂拥控

制算法自主飞往目标区域并形成一个稳定且连通的网络拓扑

结构.其中,每个节点将目标坐标(３８０m,６０m)处视为蜂拥

控制算法中的虚拟领导者的位置坐标.蜂拥控制算法的参数

如表１所列,参数的含义可参考文献[２５].图 ２给出了在蜂

拥控制算法下,集群结构达到稳定时无人机的位置分布,其中

黑色空心圆表示无人机节点.

表１　蜂拥控制算法参数

Table１　Parametersofflockingalgorithm

Parameters Values

Weightingcoefficientcnei１ ０．１

Weightingcoefficientcnei２ ２ cnei１

Weightingcoefficientcobs１ ２０

Weightingcoefficientcobs２ ２ cobs１

Weightingcoefficientcleader１ ０．２

Weightingcoefficientcleader２ ２ cleader１

DesiredinterＧUAVdistance/m ７

Constantvalueb ５

Constantvalueε ０．１

Constantvalueh ０．２

Constantvaluea ５
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图２　无人机初始位置分布示意图

Fig．２　UAVs’geographicdistribution

随后,我们将无人机达到稳定时的位置坐标输入到 NSＧ２
仿真软件的拓扑描述文件中.在 NSＧ２仿真器中,在每个节

点的功能描述文件中加载８０２．１１DCF中的 CSMA/CA 模

块.CSMA/CA协议的仿真参数如表２所列,其中 Tslot是其

退避机制中单个时隙的时长.在本文的仿真中,假设 FAＧ

NET中的信标帧的丢包仅仅是由于信道接入时的信号冲突

造成的.

表２　CSMA/CA协议仿真参数

Table２　ParametersatMAClayerofCSMA/CAprotocols

Parameters Values
Beaconsize/Byte ３００

Tslot/μs ２８
Simulationtime/s ３００

Transmissionrate/(Mb/s) ５
DIFS/μs １２８

此外,每架无人机节点的功能性描述文件在应用层模块

添加了一个代理子模块,用于周期性生成信标帧.其中,信标

帧的生成频率和控制输入的更新频率均为１０Hz.在 NSＧ２仿

真中,每个节点有一个控制模块,定义了一个“飞行高度”变

量,每架无人机根据公式hi(０)＝hc＋ho
i 随机选择“飞行高度”

变量的初始值,其中hc＝５m,而ho
i 服从一致分布U(－a,a).

为了使飞行高度重新保持一致,集群中所有无人机根据 MAC
模块输入的信息和一致性控制算法(２)更新该“飞行高度”变

量.在运行 NSＧ２模拟器之后,软件会生成一个跟踪文件.

我们使用 AWK工具统计跟踪文件的信息,得到信标帧丢包

率的统计结果和网络中所有节点不同时刻“飞行高度”变量

的值.

４．２　收敛速度评估

定义de(k)等于‖h(k)－c１‖,其中c表示每次 NSＧ２仿

真运行中得到的最终收敛值,而‖‖表示求模值运算.收

敛速度的物理意义即每个周期de(k)缩短的程度.我们考虑

两种de(k)的生成方式,即基于仿真结果和基于所提收敛速

度解析公式(２１)获得.根据 NSＧ２的跟踪文件,我们可以得

到每个周期的h(k)值和最终的收敛值c,通过记录的值计算

不同周期时的de(k)值,便可得到基于仿真结果的de(k).为

了获得基于式(２１)所求出的de(k),首先需要获得平均信标

帧丢包率.表３列出了不同 CSMA/CA 参数下,信标帧丢包

率的仿真统计值,其中CW 表示竞争窗口的初始值.本节中

的参数取值如下:a＝２,节点通信半径等于８m 且竞争窗口初

始值等于２８.通过表３,得到信标帧丢包率等于０．０６９７.随

后,根据已知参数值T＝０．１,p＝０．０６９７,n＝５０,我们可以容易

得出式(２１)中的收敛速度为r－＝０．９７１０.通过公式de(k)＝

de(k－１)r－
１
T 和已知的de(０),我们可以计算得到de(k)的理论

值随时间变化的情况.

表３　不同CSMA/CA参数下丢包率的仿真统计值

Table３　Simulationstatisticsofpacketlossrateunderdifferent

CSMA/CAparameters

Radiorange＝８m
CW＝８ ０．２３９５
CW＝１２ ０．１５９７
CW＝１６ ０．１１９８
CW＝２０ ０．０９６０
CW＝２４ ０．０８０２
CW＝２８ ０．０６９７

图３给出了de(k)仿真值和理论值随时间的变化情况对

比.从图中可以看出,基于式(２１)得到的de(k)理论值随时

间的变化情况,能够近似地描述de(k)仿真值随时间变化的

趋势,验证了所提收敛速度分析模型的有效性.由于式(１６)

中的定义是最小上界的形式,因此de(k)的理论值总是小于

其仿真值.

图３　收敛速度的理论结果与仿真结果

Fig．３　Theoreticalresultandsimulationresultofconvergencerate

此外,图３还给出了基于 Das等[１８]提出的收敛速度分析

模型的de(k)的理论值.可以看出,相比 AnirbanDas等提出

的分析模型,本文所提性能分析模型所生成的de(k)曲线更

靠近仿真所得到的de(k)曲线.这是因为文献[１８]中的模型

的收敛速度是基于随机无向图分析的,不能用于存在独立信

标消息丢失现象的实际FANET.

４．３　收敛时间评估

本节验证式(２４)收敛时间解析表达式的正确性.在图４
所示的仿真中,我们同样设置a＝２,通信半径等于８m.

图４　不同丢包率对收敛时间的影响

Fig．４　Influenceofdifferentpacketlossrateonconvergencetime

我们分别取竞争窗口初始值为８,１２,１６,２０,２４,２８,来得

到不同的信标帧丢包率(见表３).图４中,收敛时间的仿真
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结果和理论结果均随着CW 值的增加而减少.此外,基于式

(２４)计算得到的收敛时间理论值曲线几乎与收敛时间的仿真

曲线重合.图４验证了式(２４)的有效性,同时也间接反映了

式(２１)的有效性.然而,由于式(２１)和式(２４)没有考虑信标

帧的传输时延,因此收敛时间的理论结果和仿真结果还是存

在一定的误差.

图５给出了不同a值对收敛时间的影响的仿真结果.从

图５可以看出,随着a值的增加,收敛时间增加.这是由于初

始飞行高度的方差变大,使得所有无人机收敛到一致值需要

更长的时间.此外,从图５还可以看出,基于式(２４)的收敛时

间的理论结果和仿真结果之间的最大误差不超过１０％,验证

了式(２４)的有效性,同时也间接反映了式(２１)的有效性.

图５　不同a值对收敛时间的影响

Fig．５　Convergencetimeunderdifferentvaluesofa

图６给出了 FANET 中无人机节点的个数分别为１０,

２０,３０,４０,５０时对收敛时间的影响.从图 ６可以看出,随着

无人机 节 点 个 数 的 增 加,收 敛 时 间 也 相 应 地 增 加.基 于

式(２４)的收敛时间的理论结果和仿真结果之间的最大误差不

超过１０％,验证了式(２４)的有效性,同时也间接反映了式

(２１)的有效性.

图６　不同无人机节点个数对收敛时间的影响

Fig．６　ConvergencetimeunderdifferentnumberofUAVsnodes

４．４　仿真结果讨论

在 NSＧ２仿真中,加入了实际的通信协议(CSMA/CA 协

议)和一致性控制算法,来模拟实际FANET中的一致性应用

收敛过程.在实际FANET 中,一对邻节点发送给对方的信

标帧出现丢包现象是相互独立的,这使得该网络的最终收敛

值是一个随机变量.而本文正是利用了该随机变量的期望值

来量化收敛速度,因此相比现有的基于平均状态值的量化方

法(见图３),本文所提理论收敛性能更接近实际的收敛性能.

在量化之后,所提模型利用了指示矩阵和链路矩阵来描述一

致性应用,将一致性应用问题转化为矩阵迭代的问题,并利用

矩阵理论精确求解出所量化的收敛性能的解析表达式.因

此,所提理论的收敛性能,无论是在收敛速度还是在收敛时间

上,均能很好地拟合实际的 FANET在不同条件下的收敛性

能(见图３－图６).

结束语　信标帧在实现一致性控制算法的过程中扮演着

重要角色.从理论上分析一致性控制算法的收敛速度与信标

帧丢包率之间的解析关系,该模型对一致性控制算法在未来

FANET中的应用具有举足轻重的意义.本文基于随机有向

图模型和矩阵论的相关知识,提出了一种一致性控制算法收

敛速度分析模型.该模型将每个周期内FANET中的信息流

抽象为随机有向图,通过采用指示矩阵来表示该随机有向图

的拉普拉斯矩阵,有效地用矩阵多项式对一致性收敛过程进

行建模.随后,基于矩阵运算和矩阵谱半径的相关知识,该模

型给出了最终期望收敛值的解析表达式,并量化了收敛速度

与信标帧丢包率之间的关系.此外,基于该关系,该模型进一

步推导出了收敛时间的表达式.通过对收敛速度(收敛时间)

的理论结果和仿真结果进行比较,验证了所提性能分析模型

的有效性和准确性.然而,该性能分析模型中没有考虑信标

帧的传输时延.在未来的工作中,可以通过在拉普拉斯矩阵

中加入时延矩阵来进一步分析一致性控制算法的收敛速度.
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