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基于约束图正则的块稀疏对称非负矩阵分解

刘　威 邓秀勤 刘冬冬 刘玉兰

广东工业大学数学与统计学院　广州５１００００
　(２５３４６５２８６１＠qq．com)

　
摘　要　现有的基于对称非负矩阵因式分解(SymmetricNonnegativematrixFactorization,SymNMF)算法大都仅依赖初始数

据构造亲和矩阵,并且一定程度上忽视了样本有限的成对约束信息,无法有效区分不同类别的相似样本以及学习样本的几何特

征.针对以上问题,提出了基于约束图正则的块稀疏对称非负矩阵分解(BlockSparseSymmetricNonnegativeMatrixFactorizaＧ
tionBasedonConstrainedGraphRegularization,CGBSＧSymNMF).首先,通过先验信息构造约束图矩阵,用于指导类别指示矩

阵区分高相似度的不同类别样本;然后,引入PCPＧSDP(PairwiseConstraintPropagationbySemiＧdefiniteProgramming)方法,利
用成对约束学习一个新的样本图映射矩阵;最后,利用“勿连”约束构造不相似矩阵,用于引导一个块稀疏正则项,以增强模型抗

噪能力.实验结果表明,所提算法具有更高的聚类精确度和稳定性.
关键词:对称非负矩阵因式分解;亲和矩阵;成对约束;图正则;块稀疏

中图法分类号　TP３０１．６
　

BlockSparseSymmetricNonnegativeMatrixFactorizationBasedonConstrainedGraph
Regularization
LIU Wei,DENGXiuqin,LIUDongdongandLIUYulan
SchoolofMathematicsandStatistics,GuangdongUniversityofTechnology,Guangzhou５１００００,China

　
Abstract　Theexistingalgorithmsbasedonsymmetricnonnegativematrixfactorization(SymNMF)aremostlyrelyoninitialdata
toconstructaffinitymatrices,andneglectthelimitedpairwiseconstraints,sothesemethodsareunabletoeffectivelydistinguish
similarsamplesofdifferentcategoriesorlearnthegeometricfeaturesofsamples．Tosolvetheaboveproblems,thispaperpropoＧ
sesablocksparsesymmetricnonnegativematrixfactorizationbasedonconstrainedgraphregularization(CGBSＧSymNMF)．FirstＧ
ly,theconstrainedgraphmatrixisconstructedbypriorinformation,whichisusedtoguidetheclusteringindicatormatrixtodisＧ
tinguishdifferentclustersofsampleswithhighsimilarity．Secondly,pairwiseconstraintpropagationbysemidefiniteprogramming
(PCPＧSDP)isintroducedtolearnanewsamplegraphmappingmatrixbyusingpairwiseconstraints．Finally,adissimilaritymaＧ
trixisconstructedbycannotＧlinkconstraints,whichisusedtoguideablocksparseregulartermforenhancingtheantiＧnoisecaＧ

pabilityofthemodel．Experimentalresultsdemonstrateahigherclusteringaccuracyandstabilityoftheproposedalgorithm．
Keywords　Symmetricnonnegativematrixfactorization,Affinitymatric,Pairwiseconstraint,Graphregularization,Blocksparse

　

１　引言

聚类作为一种处理海量数据以及提取数据信息效益的重

要方法,在机器学习和数据挖掘方面获得了广泛的应用.因

此,对于如何提升聚类质量、算法效率以及稳定性等问题有着

重要的研究意义.

聚类的目标是对原始数据按照一定的相似度进行类别划

分,而在现实应用中所获取的数据往往是高维的并且广泛

分布于流形空间上,计算样本之间的距离变得十分困难,因此

需要预先对数据进行降维处理.在众多的降维方法中,非负

矩阵因式分解[１](NonnegativematrixFactorization,NMF)因

其高效且简便的特点得到了广泛的应用,在文件聚类[２Ｇ３]、文

本挖掘[４Ｇ５]、图像分割[６Ｇ７]和图像聚类[８Ｇ９]等方面取得了卓越的

成绩,并且在此之后不断发展.文献[１０]在 NMF的基础上

引入了图正则,提出了 GNMF算法,使得重构的矩阵能够学

习样本的局部几何特点;文献[１１]提出了SNMFＧBCS算法,



该方法引入了矩阵的L２,１范数对分解项进行约束,提高了解

的稀疏性,同时使用余弦相似度来降低数据各特征之间的多

重共线性.

上述 NMF及其相关算法变种解决了实际应用中的诸多

问题,但该方法仅用于数据降维,需要借助如 KＧmeans等传

统算法来辅助进行聚类分析,大大降低了效率,并且由于 KＧ
means等基础算法的缺陷导致聚类结果不稳定.为了弥补这

种缺陷,文献[１２]提出了SymNMF算法,该方法将样本亲和

矩阵分解为一个非负的类别指示矩阵和它转置的乘积形式,

并且最终通过指示矩阵的特定元素索引获得样本类别;文献

[１３]在SymNMF的基础上提出了 SSymNMF算法,增加了

类别指示矩阵的一范数惩罚项,提高了解的稀疏性和模型的

稳定性;文献[１４]提出了 GrsymNMF算法,该算法引入图正

则项来增强SymNMF的图学习能力,促使隶属相同类簇的样

本在聚类域中彼此靠近,进而提高样本相似度.但是上述算

法仅依赖于样本图,对数据图结构的学习不彻底.

在现实应用中,需要进行聚类分析的样本往往带有部分

监督信息,如成对约束.成对约束分为两种:
(１)“必连”(mustＧlink,ML)约束,隶属于“必连”约束的两

个样本在进行聚类划分时必然会被划分到同一类.
(２)“勿连”(cannotＧlink,CL)约束,隶属于“勿连”约束的

两个样本在进行聚类划分时必然不会被划分到同一类.

而传统的基于SymNMF算法大都忽略了这部分信息,造
成了大量的信息浪费.为了利用样本成对约束信息,大量的

基于 SymNMF 的 半 监 督 聚 类 被 提 出.文 献 [１５]提 出 了

GSymNMF算法,该算法在SymNMF基础上添加利用“必连”

约束构造的约束图正则;文献[１６]提出了SymNMFCC算法,

使用成对约束促使属于“必连”约束的两个样本相似度为１,
“勿连”约束的两个样本相似度为０;文献[１７]提出了SASymＧ
NMF算法,该算法将学习具有监督信息的约束图和亲和矩阵

两个过程相结合,使其相互增强;文献[１８]提出了 PCPISymＧ
NMF算法,该算法通过约束传播模型,用少量的成对约束学

习一个高质量的亲和矩阵,增强了模型的稳定性.

尽管上述基于SymNMF的半监督方法取得了不错的聚

类效果,但是仍然存在以下两个问题:
(１)大部分方法都着重使用“必连”约束,忽视了“勿连”约

束所发挥的作用,对于隶属不同类簇的高度相似的样本区分

力度不大,在聚类过程中比较容易误分类簇.
(２)初始的约束矩阵以及亲和矩阵对模型的影响程度较

大,低质量的约束矩阵和亲和矩阵对模型聚类效果有较大的

限制.

针对上述问题,提出了基于约束图正则的块稀疏对称非

负矩阵分解(CGBSＧSymNMF),该算法综合考虑现有的半监

督SymNMF算法的优缺点,使亲和矩阵和类别指示矩阵的学

习、样本聚类３个过程相互结合,相互增强,以得到更加准确

和稳定的聚类结果.为了提高模型对样本的区分能力以及提

高模型的稳定性,着重使用了“勿连”约束生成不相似约束矩

阵,从而引导类别指示矩阵的块稀疏表示;同时该算法为了增

强模型对样本的区分能力,构建了“正负”约束图,使得类别指

示矩阵充分学习约束图的空间几何结构;最后通过样本图学

习一个更加优质的亲和矩阵,并不断通过成对约束对其元素

进行修正,使得“必连”约束对应的元素趋向于１.通过交叉

迭代获得最优的类别指示矩阵并进行聚类,在 UCI数据集和

图像数据集上的实验结果表明,提出的算法优于当前经典的

基于SymNMF的算法.

２　相关工作

２．１　NMF与SNMF算法

对于一个给定的非负数据集 X＝[x１,x２,x３,,xn]∈

Rd×n,其中xi∈Rd×１为数据集X 的一个样本.NMF算法将

初始数据集分解为两个非负矩阵U,V 的内积,其模型如式

(１)所示:

min
U,H

‖X－UVT‖２
F

s．t．U≥０,V≥０
(１)

其中,U∈Rd×k为基础向量矩阵,V∈Rn×k为数据集X 的低维

表示矩阵,然后对矩阵V 应用KＧmeans等传统聚类算法以获

得最终结果,因此 NMF可用作数据的降维.根据文献[１９],

NMF算法可按照式(２)、式(３)交叉迭代直至收敛.

Vij←Vij
(XTU)ij
(VUTU)ij

(２)

Uij←Uij
(XV)ij

(UVTV)ij
(３)

作为 NMF的一个变体,SymNMF的目标是将一个根据

初始数据集构造的亲和矩阵S分解为一个类别指示矩阵H
与其转置的乘积,其模型如式(４)所示:

min
H

‖S－HHT‖２
F

s．t．H≥０
(４)

其中,H∈Rn×k,S∈Rn×n,矩阵S通常用以下３种方法给出.
(１)S＝W,详见文献[２０],其中W 为根据数据集X 构造

的基于PＧNN的对称相似矩阵,其中Wij＝Wji,Wij可用式(５)
进行构造.

Wij＝ e
－‖xi－xj‖２

２σ２ , xi∈N(xj)orxj∈N(xi)

０, otherwise
{ (５)

其中,N(x)表示样本x的P 邻域.

(２)S＝D－１
２WD－１

２ ,详见文献[２１],其中矩阵D为对角矩

阵,对角元素Dii＝∑
n

j＝１
Wij.

(３)S＝K,详见文献[２２],此时,矩阵K 与H 通过逐步交

叉迭代,互相增强,共同优化.

由于SymNMF的非负性以及对称性,H 能很好地捕获

样本的类簇信息,因此,对于初始数据集的每个样本,其类别

可以取H 矩阵对应行最大元素的列坐标值,根据文献[２３],

SymNMF算法可由式(６)迭代收敛.

Hij←１
２ Hij(１＋

(SH)ij
(HHTH)ij

)[ ] (６)

SymNMF算法比NMF算法能够更好地适应各种数据的

分解,但是同时也忽略了样本中少量的监督信息,造成了信息

浪费.

２．２　PCPＧSDP算法

为了使用样本中有限的成对约束揭示更多未标记数据的

标签信息,诸多成对约束传播方法[２４Ｇ２６](PairwiseConstraint
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Propagation,PCP)被提出,本文主要介绍PCPＧSDP算法[２７].
根据文献[２８],成对约束具有如下性质:
(１)对称性

(xi,xj)∈ML⇒(xj,xi)∈ML
(xi,xj)∈CL⇒(xj,xi)∈CL

(７)

(２)传递性

(xi,xj)∈ML,(xj,xl)∈ML⇒(xi,xl)∈ML
(xi,xj)∈ML,(xj,xl)∈CL⇒(xi,xl)∈CL

(８)

PCPＧSDP算法的主要目标是在样本图上学习一个光滑

的映射,使得被 ML约束的两个样本尽可能接近,而被CL约

束的两个样本则尽可能远离,设Φ 是一个将样本空间X投影

到高维空间F的一个映射,则有:

xi∈XaΦ(xi)∈F (９)
考虑到PCPＧSDP的投影目标,建立如下优化框架:

min
Φ
　S(Φ)

s．t．‖Φ(xi)－Φ(xj)‖F＜ε,∀(xi,xj)∈ML

‖Φ(xi)－Φ(xj)‖F＜σ,∀(xi,xj)∈CL

(１０)

其中,ε是一个远小于σ 的正数;S(Φ)为 Φ 的光滑度度量函

数,S(Φ)越小,意味着Φ 越光滑;‖‖F为F空间上的距离

度量.
为了 度 量 Φ 的 光 滑 度,PCPＧSDP 算 法 引 入 了 谱 图 理

论[２９],令kij＝‹Φ(xi),Φ(xj)›F,则K＝[kij]n×n为对称的正定

矩阵,记为K⪰０,构造的度量函数如下:

S(Φ)＝１
２ ∑

n

i,j＝１
wij

Φ(xi)
dii

－Φ(xj)
djj

２

F

＝１
２ ∑

n

i,j＝１
wij

１
dii

kii＋ １
djj

kjj－２ １
diidjj

kij
æ
è
ç

ö
ø
÷

＝∑
n

i＝１
kii－ ∑

n

i,j＝１
　 wij

diidjj
kij

＝IK－(D－１/２WD－１/２)K
＝LK (１１)

其中,AB表示矩阵点积,如式(１２)所示:

AB＝∑
n

i＝１
　∑

n

j＝１
aijbij (１２)

其中,aij,bij分别为A,B的元素.
基于以上分析,PCPＧSDP模型的构建过程如下:

min
K
　LK

s．t．kii＝１,i＝１,２,,n
kij＝１,∀(xi,xj)∈ML
kij＝０,∀(xi,xj)∈CL
K⪰０

(１３)

该优化问题为一个半定规划问题[３０](SemidefiniteProＧ
graming,SDP),可以采用文献[３１]提出的 CSDP方法或者文

献[３２]提出的SeDuMi方法不断迭代直至稳定,最终促使在

Φ上的映射逐步光滑,使位于同一流形结构上的数据尽可能

紧密,结合成对约束的基本性质,最终使得成对约束被逐步传

播到整个数据集上,因此PCPＧSDP算法因其优秀的约束传播

效果,被广泛地应用于各种算法.

３　CGBSＧSymNMF算法

３．１　算法框架

对称非负矩阵分解算法将亲和矩阵分解为类指示矩阵

H∈Rn×k和它转置的乘积.对于给定的数据集X,假设存在k
个类簇{c１,c２,c３,,ck},且有c１＋c２＋＋ck＝n,∀xi∈X,
当xi 属于第m∈[１,k]个类簇时,对于类指示矩阵有Him ＝１,
反之Him ＝０.因此一个高质量的类指示矩阵应当具备良好

的类别判断能力;同样地,作为被分解的亲和矩阵S,也应当

具备类别明显的空间几何结构.基于前文的分析,本文提出

了CGBSＧSymNMF算法,该算法在 SymNMF的基础上引入

了PCPＧSDP模型,然后构建了两个正则项,用于提高模型的

性能,具体构造过程如下.
(１)模型约束图正则项.本文从谱图理论的角度出发,利

用成对约束构造一个约束图正则项,使得 H 能够充分学习约

束图的空间几何结构.通过成对约束集构造约束图,使用其

中的“必连”约束构造正约束图LM ＝DM －SM ,使用“勿连”约
束构造负约束图LC＝DC－SC,其中DM 和DC 为对角矩阵,其

对角元素DM
ii ＝∑

n

j＝１
SM

ij ,DC
ii＝∑

n

j＝１
SC

ij,SM ,SC 可由式(１４)、式(１５)

进行构造.

SM ＝
１, if(xi,xj)∈ML
０, otherwise{ (１４)

SC＝
１, if(xi,xj)∈CL
０, otherwise{ (１５)

基于以上分析,对于给定的SM ,SC 以及需要优化的H,
正、负约束图正则可以分别由式(１６)、式(１７)进行构造.

１
２ ∑

n

i,j∈ML
SM

i,j‖hi－hj‖２ ＝１
２

(２∑
n

i
DM

iihihT
i －２∑

n

i,j
SM

ijhihT
j )

＝Tr(HTDMH)－Tr(HTSMH)

＝Tr(HTLMH) (１６)

１
２ ∑

n

i,j∈CL
SC

i,j‖hi－hj‖２ ＝１
２

(２∑
n

i
DC

iihihT
i －２∑

n

i,j
SC

ijhihT
j )

＝Tr(HTDCH)－Tr(HTSCH)

＝Tr(HTLCH) (１７)
其中,hi 为H 的行向量.因此综合式(１６)、式(１７),可以得到

本文的约束图正则项,如式(１８)所示:

Tr(HT(LM －αLC)H) (１８)
(２)模型块稀疏正则项.在理想情况下,HHT 应当表现

出块对角结构[３３],当(xi,xj)∈ML时,其对应元素(HHT)ij＝
１;当(xi,xj)∈CL 时,(HHT)ij ＝０.但是,在实际应用上,

HHT 往往是非块对角的,因此为了促使其具备块对角结构,
本文主要使用 “勿连”约束构建块对角正则项,同时为了增加

该项的稳定性,降低因低质量的初始“勿连”约束对模型效果

产生的影响,采用矩阵L１ 范式进行约束,最终构建的块稀疏

正则项如式(１９)所示:

‖SC☉HHT‖１ (１９)
基于以上分析,最终提出的 CGBSＧSNMF 算法模型如

式(２０)所示:

min
K,H

‖K－HHT‖２
F＋λ１Tr(HT(LM －αLC)H)＋

λ２Tr(LK)＋λ３‖SC☉HHT‖
s．t．H≥０

K≥０
kii＝１,∀xi∈X
kij＝１,∀(xi,xj)∈ML
kij＝０,∀(xi,xj)∈CL

(２０)
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３．２　模型优化求解

由于对矩阵K中元素的等式约束,问题(２０)变得难以求

解,因此本文采用文献[３４]提出的方法对K 进行松弛,将问

题(２０)转化为以下问题进行优化:

min
K,H

‖K－HHT‖２
F＋λ１Tr(HT(LM －αLC)H)＋

　　λ２Tr(LK)＋λ３ ‖SC☉HHT‖１＋β‖P☉(K－Z)‖２
F

s．t．H≥０
K≥０ (２１)

其中,P∈Rn×n为指示矩阵,可根据式(２２)进行构造;Z∈Rn×n

为辅助矩阵,可根据式(２３)进行构造.

pij＝
１, if(xi,xj)∈MLor(xi,xj)∈CLori＝j
０, otherwise{ (２２)

zij＝
１, if(xi,xj)∈MLori＝j
０, otherwise{ (２３)

考虑到问题(２１)仅对单个变量的优化是凸的,因此本文

引入拉格朗日乘子法[３５](Lagrangianmultipliermethod),采
用交叉迭代的方式优化K 和H 变量,构造的拉格朗日函数

如下:

L(K,H,Ψ,γ)＝ ‖K－HHT‖２
F ＋λ１Tr(HT (LM －αLC)

H)＋λ２Tr(LK)＋β‖P☉(K－Z)‖２
F ＋

λ３‖SC☉HHT‖１＋‹Ψ,K›＋‹γ,H›
(２４)

其中,Ψ,γ为拉格朗日乘子.
对式(２４)的优化变量K和H 分别求一阶偏导,可得:

∂L
∂K＝２K－２HHT＋λ２L＋２βP☉K－２P☉Z＋Ψ (２５)

∂L
∂H＝－４KH＋４HHTH＋２λ１(LM－αLC)H＋２λ３SCH＋γ

(２６)

根据 KKT条件(KarushＧKuhnＧTuckerconditions)有 Ψij

Kij＝０和γijH４
ij＝０,令式(２５)、式(２６)两个偏导式等于零并且

分别在等式两边乘以Kij和H４
ij,可得:

２KijKij －２ (HHT)ijKij ＋λ２LijKij ＋２β (P☉K)ijKij －
２(P☉Z)ijKij＋ΨijKij＝０ (２７)

－４(KH)ijH４
ij＋４(HHTH)ijH４

ij＋２λ１ (LM －αLC)ijH４
ij＋

２λ３ (SCH)ijH４
ij＋γijH４

ij＝０ (２８)
通过式(２７)、式(２８),可以获得优化变量K 和H 的更新

公式,如式(２９)、式(３０)所示:

Kij←Kij
２HHT＋λ２S＋２βP☉Z
２K＋λ２D＋２βP☉K( )ij (２９)

Hij←Hij
(２KH＋λ１SMH＋αλ１DCH)ij

(２HHTH＋λ１DMH＋αλ１SCH＋λ３SCH)ij( )
１
４

(３０)

通过不断迭代更新式(２９)、式(３０),该算法的收敛精度设

置为０．０２,当达到该收敛精度时,就能获得模型(２１)的解K
和H,最终CGBSＧSymNMF算法如算法１所示.
算法１　CGBSＧSymNMF算法

输入:成对约束集CL和 ML,α＝０．０１,β＝１０,数据集X,样本类簇数k
输出:样本标签{l１,l２,l３,,ln}

１．根据CL,ML集合计算 LM,LC,P,Z,根据样本集计算图矩阵 L＝

I－D－１/２SD－１/２,初 始 化 优 化 变 量 K＝rand＋ (n,n),H＝rand＋

(n,k)

２．通过式(２８)更新 K

３．通过式(２９)更新 H

４．重复步骤２、步骤３直至算法收敛

５．计算矩阵 H每一行最大元素的坐标,并将其作为对应样本的标签

３．３　收敛性证明

为了便于后续的证明描述,设定:

Ω(K,H)＝‖K－HHT‖２
F ＋λ１Tr(HT(LM －αLC)H)＋

λ２Tr(LK)＋β‖P☉(K－Z)‖２
F＋

λ３‖SC☉HHT‖１ (３１)

定理１　算法１是收敛的当且仅当Ω(K,H)是非增的.
若要证明定理１,则需要证明以下两个问题:
(１)固定H,通过更新式(２９),Ω(K)是非增的.
(２)固定K,通过更新式(３０),Ω(H)是非增的.

根据定义１[１６]和引理１[１７],只需要找到Ω(K)和Ω(H)的
上界辅助函数,就可直接证明问题(１)、问题(２).

定义１　G(x,xt)为Ω(x)的一个辅助函数,当且仅当以

下条件成立:

G(x,xt)≥Ω(x),G(xt,xt)＝Ω(xt) (３２)

引理１　如果G(x,xt)是一个辅助函数,并且在其变量迭

代更新下的Ω(x)非增,则有:

xt＋１＝argmin
x

　G(x,xt) (３３)

首先,证明问题(１):

通过固定变量H,可得Ω(K)的表达式,如式(３４)所示:

Ω(K)＝Tr(KKT－２KHHT)＋λ２Tr(LK)＋

βTr(P☉(KKT－２KZT)) (３４)

因此,从元素更新的角度来看,Ω(K)的一阶导数可表示

为式(３５):

Ω′(Kij)＝∂Ω(Kij)
∂Kij

＝２(K＋βP☉K)ij＋λ２L－２(HHT＋P☉Z)ij
(３５)

同样地,Ω(K)的二阶导数可表示为式(３６):

Ω″(Kij)＝∂２Ω(Kij)
∂K２

ij
＝２(１＋βP)ij (３６)

其中,１∈Rn×n为一个全１矩阵,Ω(K)后续的更高阶导函数如

式(３７)所示:

Ω(３)(Kij)＝Ω(４)(Kij)＝＝Ω(n)(Kij)＝０ (３７)

根据定义 ２[３６],可 以 将 Ω(K)在 Kt
ij 点 进 行 泰 勒 展 开

(Taylorexpansion),如式(３８)所示:

Ω(Kij)＝Ω(Kt
ij)＋Ω′(Kt

ij)(Kij－Kt
ij))＋

Ω″(Kt
ij))

２
(Kij－Kt

ij)２ (３８)

定义２　一个函数可以表示为有限项的和,并且这些项

是通过函数在单个点的导数值计算出的,表达式如下:

Ω(y)＝∑
∞

n＝０

Ω(n)(a)
n! (y－a)n (３９)

其中,Ω(n)(a)表示Ω(Kij)在点a的n阶导.

考虑到Ω(Kij)在Kt
ij点的泰勒展开式以及定义１,因此构

造辅助函数G(Kij,Kt
ij)如下:

G(Kij,Kt
ij)＝Ω(Kt

ij)＋Ω′(Kt
ij)(Kij－Kt

ij)＋

Γ(Kt
ij)(Kij－Kt

ij)２ (４０)
其中,

２９ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．７,July２０２３



Γ(Kt
ij)＝

(２Kt＋λ２D＋２βP☉Kt)ij
２Kt

ij
(４１)

显然,当K＝Kt 时,有G(Kt,Kt)＝Ω(Kt),因此只需要证

明不等式G(K,Kt
ij)≥Ω(K),则Ω(K)非增.结合式(３８)以及

式(４０),若要上述不等式成立,可等价地证明不等式(４２).

Γ(Kt
ij)≥Ω″(Kt

ij)
２

(４２)

结合式(３６)以及式(４１)有:
(２Kt＋λ２D＋２βP☉Kt)ij

２Kt
ij

≥２(Kt＋βP☉Kt)ij
２Kt

ij

＝(１＋βP)ij (４３)

因此不等式(４２)满足,则定义１成立,因此矩阵 K 在

式(２９)的更新下是非增的.

由于Ω(K)是非增的,根据引理１,并且结合辅助函数

G(Kij,Kt
ij),K的迭代式可以由如下方式给出:

Kt＋１
ij ＝argmin

K
　G(Kij,Kt＋１

ij ) (４４)

令∂G(Kij,Kt＋１
ij )/∂Kij＝０,可得:

∂(Ω′(Kt
ij)(Kij－Kt

ij)＋Γ(Kt
ij)(Kij－Kt

ij)２)
∂Kij

＝０

　⇒Ω′(Kt
ij)＋２Γ(Kt

ij)(Kij－Kt
ij)＝０

　⇒Kij＝２Γ(Kt
ij)Kt

ij－Ω′(Kt
ij)

２Γ(Kt
ij)

　⇒Kij＝Kt
ij

２HHT＋λ２S＋２βP☉Z
Kt＋λ２D＋２βP☉Kt( )ij (４５)

下面证明问题(２):
通过固定变量K,可得Ω(H)的表达式:

Ω(H)＝Tr(HHTHHT)－λ１Tr(HTαLC－LMH)－

λ３Tr((LC－DC)HHT)－２Tr(KHHT) (４６)

基于式(４６),本文构建辅助函数G(Hij,Ht
ij)如下:

G(Hij,Ht
ij)＝ ∑

n

i,j＝１
　∑

k

m＝１
(HtHtT )ijHt

im
H４

jm

Ht３
jm

－λ１ ∑
n

i,j＝１
　∑

k

m＝１
(αLC

ij－

LM
ij)Ht

imHt
jm １＋lnHimHjm

Ht
imHt

jm
( ) －

２∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
KijHt

imHt
jm １＋lnHimHjm

Ht
imHt

jm
( ) －

λ３ ∑
n

i,j＝１
　∑

k

m＝１
(LC

ij－DC
ij)Ht

imHt
jm １＋lnHimHjm

Ht
imHt

jm
( )

(４７)

当H＝Ht 时,有 G(Ht,Ht)＝Ω(Ht),下面证明 G(H,

Ht
ij)≥Ω(H),则Ω(H)非增.为便于后续的证明,令H＝ηHt,

则G(Hij,Ht
ij)的第一项为:

∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
(HtHtT )ijHt

im
H４

jm

Ht３
jm

　＝ ∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
(HtHtT )ijHt

imHt
jmη４

jm

＝ ∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m,r＝１
Ht

irHt
jrHt

imHt
jmη４

jm (４８)

因为i,j和m,r都是对称的,并且根据不等式原理,
式(４９)成立:

a４＋b４＋c４＋d４≥２(a２b２＋c２d２)≥４abcd (４９)

所以可以得到:

η４
jm ＝η４

im ＋η４
jm ＋η４

ir＋η４
jr

４ ≥ηimηjmηirηjr (５０)

根据式(４８)和式(５０)可以推出:

∑
n

i,j＝１
∑
k

m,r＝１
Ht

irHt
jrHt

imHt
jmη４

jm

　≥ ∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m,r＝１
Ht

irHt
jrHt

imHt
jmηimηjmηirηjr

　＝ ∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m,r＝１
HirHjrHimHjm ＝Tr(HHTHHT) (５１)

对于G(Hij,Ht
ij)的第三项,根据１＋logx≤x,可以推出:

－２∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
KijHt

imHt
jm (１＋lnHimHjm

Ht
imHt

jm
)

　≥－２∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
KijHt

imHt
jm
HimHjm

Ht
imHt

jm

　＝－２∑
n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
KijHimHjm ＝－２Tr(KHHT) (５２)

使用同样的方法也可以证明 G(Hij,Ht
ij)的第二项和

第四项.

根据引理１,有:

Ht＋１＝argmin
H

　G(H,Ht) (５３)

因此,通过对G(H,Ht)进行求导可以得到:

G(H,Ht)
∂Hjm

＝４∑
n

i,j＝１
　∑

k

m＝１
(HtHtT )ijHt

im
H３

jm

Ht３
jm

－２λ１ ∑
n

i,j＝１
　∑

k

m＝１
(αLC

ij－

LM
ij)Ht

im
Ht

jm

Hjm
－４∑

n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
KijHt

im

Ht
jm

Hjm
－２λ３ ∑

n

i,j＝１
　 ∑

k

m＝１
(LC

ij－DC
ij)Ht

im
Ht

jm

Hjm
(５４)

通过对式(５４)中的项进行替换,可以得到:

G(H,Ht)
∂Hjm

＝４(HtHtTHt)jm
H３

jm

Ht３
jm

－４(KHt)jm
Ht

jm

Hjm
－

２λ１ ((αLC－LM)Ht)jm
Ht

jm

Hjm
－２λ３((LC－

DC)Ht)jm
Ht

jm

Hjm
(５５)

根据式(５５),可以推出H 的更新式,如下:

Hij＝Ht
ij

(２KHt＋λ１SMHt＋αλ１DCHt)ij
(２HtHtTHt＋λ１DMHt＋αλ１SCHt＋λ３SCHt)ij( )

１
４

(５６)

３．４　算法时间复杂度

CGBSＧSymNMF算法的时间复杂度主要是迭代更新 K
和H 两个优化变量,通过式(２８)更新K,其复杂度为 O(max
(n２k,n３));通过式(２９)更新 H,其复杂度为 O(n２k);由于提

出的算法通常情况下n＞k,因此CGBSＧSymNMF算法的时间

复杂度为 O(n３).

４　实验结果及分析

４．１　实验设置及聚类评价

本文共选取６个数据集进行实验,其基本信息如表１所

列,包括３个 UCI数据集,即Iris,Zoo,Seed,以及３个图片数

据集,即 Mnist,USPS,YaleB 部 分 样 图 如 图 １ 所 示,其 中

Mnist,USPS为手写数据集,分别包含０－９这１０类数字的

２０００,１５００张手写数字图片,每张图片规格分别为２８×２８,

１６×１６,Yale为人脸数据集,包含１５个人的不同姿势的１６５
张图片,每个人１１张图片,每张图片规格为３２×３２.

为了评价提出的 CGBSＧSNMF算法的聚类性能,本文选

取了６个经典的基于 NMF和SymNMF的算法进行比较.
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表１　数据集

Table１　Datasets

Datasets instances features classes
Iris １５０ ４ ３
Seed ２１０ ７ ３
Zoo １０１ １７ ７
Mnist ２０００ ７８４ １０
USPS １５００ ２５６ １０
Yale １６５ １０２４ １５

(１)GNMF算法(无监督)[１０]:在 NMF基础上,加入图正

则项,使得嵌入矩阵能够学习数据集的空间几何结构.

(２)SymNMF算法(无监督)[１２]:利用图聚类框架构建亲

和矩阵,并将其分解为类别指示矩阵.

(３)GSymNMF算法(半监督)[１５]:利用“必连”约束构建

一个约束图正则,增强指示矩阵的样本识别能力.

(４)SymNMFCC算法(半监督)[１６]:利用成对约束构建了

一个新的约束聚类框架,促使隶属于同一个类簇的样本的相

似度趋向于１,隶属于不同类簇的样本的相似度趋向于０.

(５)PCPISymNMF算法(半监督)[１８]:使用 PCP方法生

成更合理的相似图,同时对学习到的相似图使用对称非负矩

阵进行分解.

(６)BNMF算法(半监督)[３７]:通过构建一个块对角结构

对应标签信息,增强 NMF的数据表达能力.

(a)手写数字 (b)Yale

图１　图片数据部分样例图

Fig．１　Partialexamplesoffiguredata

所有算法在３个 UCI数据集上进行实验,实验设置初始

成对约束量为[１００∶１００∶１０００](从１００到１０００选取成对约束

量,步长为１００),在图片数据集选取初始成对约束量为[６００∶

６００∶６０００],样本成对约束均根据样本标签随机产生.对于

部分算法需要基于PＧnn图构造亲和矩阵,设置邻域P＝４０,σ
为每个数据集的标准差.对于提出的 CGBSＧSymNMF算法,

设置３个参数λ１＝λ２＝λ３＝[１０－３,１０－２,１０－１,１,１０１,１０２,

１０３],由于选取成对约束的随机性以及部分算法需要依赖 KＧ

means完成聚类,对实验结果有较大影响,为了平衡这部分因

素,每种算法在最优参数下,取相同成对约束并且在其他外部

条件一致的情况下运行２０次并取平均结果.

为了评价各算法的最终聚类效果,根据文献[３４]选取聚

类精度(ClusteringAccuracy,Acc)作为评价指标,Acc∈[０,１]

且越接近１,模型的聚类效果越好.设样本真实标签L＝[l１,

l２,l３,,ln],模型对样本的预测标签Y＝[y１,y２,y３,,yn],

Acc可按照式(５７)进行计算.

Acc＝
∑
n

i＝１
δ(li,map(yi))

n
(５７)

其中 map()为映 射 函 数,将 预 测 标 签 按 最 优 匹 配 进 行

重排列,对于∀i,j,有:

δ(i,j)＝
１,i＝j
０,i≠j{ (５８)

本次实验使用联想电脑,配置为 windows１０ 专业版６４
位操作系统,Intel(R)Core(TM)i３Ｇ４１５０CPU ＠ ３．５０GHz

３．５０GHz,８GBDDR３１６００MHz内存,所有算法均在 MATＧ

LAB９．０．０．３４１３６０(R２０１６a)上运行.

４．２　实验结果分析

在其他情况一致的情况下,表２列出了所有算法在６个

数据集上选定最优参数运行２０次得到的平均 Acc值,通过比

较分析可以得出以下结论:

(１)在６个不同的数据集上,CGBSＧSymNMF算法的聚

类性能均高于同样带图正则的 GSymNMF算法,在 USPS,

Mnist,Yale上的聚类精度提升最大,说明模型的块稀疏正则

能够有效促使类判别矩阵的块对角化,从而增强模型的图学

习能力.

(２)在６个数据集上,带正约束图正则的 GSymNMF算

法的聚类精确度超过SymNMF算法和 GNMF算法,说明正

约束图正则能更好地捕获非线性流型数据的空间几何结构,

有效提高模型的类判别能力.CGBSＧSymNMF算法在其基

础上构建了正负约束图正则,进一步增强了模型的聚类性能,

其较高的聚类精度证实了这一点.

表２　各算法在６个数据集上的平均 Acc值

Table２　AverageAccofdifferentalgorithmsonsixdatasets

算法
数据集

Iris Zoo Seed Mnist USPS Yale
SymNMF ０．９４４ ０．８５７ ０．９１３ ０．２４２ ０．１８３ ０．３９７
GNMF ０．９０５ ０．８６３ ０．９３５ ０．２６２ ０．２７１ ０．２３３
BNMF ０．９１３ ０．８７３ ０．９４１ ０．２２７ ０．２４３ ０．５８４

GSymNMF ０．９８２ ０．９１７ ０．９７３ ０．４３５ ０．３１９ ０．９０３
SymNMFCC ０．９９１ ０．８７５ ０．９６４ ０．５１６ ０．４５４ ０．９９３

PCPISymNMF ０．９５４ ０．８１３ ０．９４１ ０．４１４ ０．４４３ ０．９８１
CGBSＧSymNMF １．０００ ０．９４１ ０．９７３ ０．５２４ ０．６１２ １．０００

图２给出了不同成对约束数量对算法 Acc值的影响,从

图２(a)—图２(f)这６个子图可以得到如下信息:

(１)提出的 CGBSＧSymNMF算法在大部分情况下,优于

取同等成对约束量的基于 NMF或SymNMF的半监督约束

聚类算法,证明了所提算法的优秀的聚类精度.

(２)通过增加成对约束的数量,可以明显 看 到 CGBSＧ

SymNMF算 法、PCPISymNMF 算 法、SymNMFCC 算 法 和

GSymNMF算法的聚类精度有较大提升,说明了在样本类别

划分过程中,成对约束起到了较大的作用.

(３)通过增加成对约束的数量,能使得约束聚类算法的聚

类精度大大超过无监督的SymNMF算法和 GNMF算法,说

明成对约束有助于增大隶属不同类簇样本的差异性,能有效

提高算法类识别的能力.

(４)对 于 PCPISymNMF 算 法、SymNMFCC 算 法 和

GSymNMF算法,部分成对约束数量大的对应的算法 Acc值

比成对约束数量小的对应的算法 Acc值要低,说明随机生成

的成对约束的质量并不高,而 CGBSＧSymNMF算法对于各成

对约束数量的 Acc值总体上都呈逐步上升趋势,因此提出的
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算法对初始成对约束敏感度不高,算法比较稳定,同时也可以 看到由“勿连”约束引导的块稀疏正则起到了很好的作用.

(a)Iris (b)Zoo (c)Mnist

(d)Yale (e)Seed (f)USPS

图２　各算法取不同成对约束量下的 Acc值比较

Fig．２　Acccomparisonofdifferentalgorithmsunderdifferentpairwiseconstraints

４．３　算法参数分析

影响CGBSＧSymNMF算法聚类精度的参数主要是λ１,

λ２,λ３,其他因素一致的情况下,在Iris,Seed,Zoo这３个数据

集上选取１００成对约束量,USPS,Mnist,Yale这３个数据集

上选取６００成对约束量,遍历３个参数所有取值,计算算法的

Acc值,最终结果如图３所示,从图３(a)－图３(f)这６个子图

可以得到以下信息:

(１)在Iris,Seed,Zoo这３个 UCI数据集上,当参数λ３∈
{１０,１０２,１０３},λ１,λ２ ∈{１０２,１０３}时总能得到高的 Acc值,

较大的λ１,λ２,λ３ 使得 CGBSＧSymNMF算法的约束图正则、样

本图正则、块稀疏项的学习能力大大提升,增强了算法的稀

疏性.

(２)在 Mnist,USPS 以 及 Yale 数 据 集 上,参 数 λ３ ∈
{１０－３,１０－２,１０－１},参数λ１∈{１０２,１０３}时模型效果较好,参

数λ２ 对算法的影响程度较低,主要是因为 Mnist和 USPS数

据集本身比较稀疏,不需要通过参数提高模型的稀疏性,同时

基于PＧnn构造的样本图对于大规模的样本影响较小,过于稀

疏,效果比约束图正则差.

(a)Iris (b)Seed (c)USPS

(d)Mnist (e)Yale (f)Zoo

图３　CGBSＧSymNMF算法参数对 Acc值影响

Fig．３　ImpactofCGBSＧSymNMFalgorithmparametersonAccvalues
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４．４　算法的收敛性分析

通过固定CGBSＧSymNMF算法的λ１,λ２,λ３ 值,并且取在

６个数据集上选取的最低成对约束量,从图４可以看到提出

的算法在迭代１０次之后,目标函数值能够收敛到一个稳定的

水平.图５给出了各算法在保证收敛精度一致情况下的单次

收敛耗时情况,可以看到,提出的算法在保证拥有较高聚类精

度的性能前提下,运行耗时相对其他算法而言较低,而运行耗

时低的SymNMF算法和 GSymNMF算法却又无法达到一个

高的聚类精度.因此,综合考虑聚类表现和耗时,证明了所提

算法的高效性.

　　(a) 　　(b)

图４　CGBSＧSymNMF算法在６个数据集上收敛性能

Fig．４　ConvergencebehaviorofCGBSＧSymNMFalgorithmonsix

datasets

图５　各算法运行时间比较

Fig．５　Runningtimescomparison

结束语　本文提出了基于约束图正则的块稀疏对称非负

矩阵分解算法,能够利用成对约束有效地区分不同类簇的相

近样本以及增强模型图学习能力.该算法建立在 SymNMF
算法基础上,引入了 PCPＧSDP模型,将样本通过图结构映射

到一个光滑面上,使得相近样本传播约束标签,加强算法对样

本的分辨能力;同时构建了约束图正则,进一步增强算法的图

学习能力,最终使用块稀疏正则项提高模型抗噪能力,并且加

强所分解矩阵 HHT 的块对角表示能力,提高模型聚类精确

度.但是提出的算法在 Mnist和 USPS这类数据集上的聚类

精确度不够高,对稀疏数据类的聚类效果有待加强,在这一方

面,CGBSＧSymNMF算法还有进一步提升的空间.
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