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基于程度不可区分关系的粗糙集模型 
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摘 要 不可区分关系是粗糙集理论的基础。针对信息系统，提出了程度不可区分关系的概念来刻画信息系统中对 

象的可区分性程度的差异。提出了基于程度不可区分关系的粗糙集模型，并讨论了模型的基本性质，最后研究了基于 

程度不可区分关系的粗糙近似算子与 Pawlak近似算子的关系。 
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Abstract The indiscernibility relation is a key notion of rough set theorN We proposed the grade indiscernibility rela— 

tion for information system to characterize the difference between the grades of discernibility．The rough set model 

based on grade indiseernibility relation was presented with its basic properties being discussed．Furthermore，the rela— 

tionship between grade approximation operators and Pawlak approximation operators was analyzed． 
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1 引言 

粗糙集理论[1 ]是处理不确定性 问题的数学工具，自 

1982年由波兰数学家 Pawlak首次提出以来，已经在理论和 

应用方面取得了长足的发展，特别是在 2O世纪 8O年代末 9O 

年代初的知识发现等领域的成功应用，使其受到了国际上的 

广泛关注。目前，粗糙集理论已经在人工智能、知识与数据发 

现、模式识别与分类、故障检测等方面得到了广泛的应用。 

信息系统研究是粗糙集理论的一个重要方向，其中的约 

简问题是粗糙集理论和应用研究的热点问题_3 ]。人们从相 

关实际问题的研究背景出发，针对信息系统的多样性与复杂 

性，提出了多种形式的不可区分关系，用于刻画对象之间的相 

似性 ，进而研究 相应的约简理论 与方法。如，Kryszkiewicz 

在不完备信息系统中引入了相容关系[fi,73，王 国胤[8]对 相容 

关系进行了改进 ，提出了限制容差关系。相应地，人们提出了 

多种形式的粗糙集推广模型，如覆盖粗糙集模型、广义粗糙集 

模型、变精度粗糙集模型、概率粗糙集模型、模糊粗糙集模型 

等[ ]。 

不可区分关系是粗糙集理论的基础，其实质是指出这样 

一 个事实：由于我们对问题认识的深入程度有限，或者可获得 

的数据样本的不完备，使得我们缺乏足够的知识去区分论域 

中的某些数据对象[1 。不完备信息系统有多种约简理论，其 

主要区别在于对象的不可区分关系的描述方式。对于完备信 

息系统 ，对象的相似性目前仍然采用 Pawlak不可区分关系进 

行刻画。Ziarko变精度粗糙集模型中的知识也通过 Pawlak 

不可区分关系表示。我们注意到，完备信息系统中对象的可 

区分性具有程度的差异，但这种差异性在原有模型中无法描 

述。本文针对信息系统提出程度不可区分关系，研究相应的 

粗糙集模型的性质，并讨论基于程度不可区分关系的近似算 

子与 Pawlak近似算子的关系。 

2 程度不可区分关系 

定义 1 一个信息系统是一个四元组 S=(U，A，V，，)， 

其中， 

(1)U是非空有限集合，称为论域，其中元素称为对象； 

(2)A是非空有限集合，其中元素称为属性； 

(3)V— U ，、，口是由属性 n的取值构成的集合，称为 a 

的值域； 

(4)，：UXA--~V称为信息函数，它为每个对象关于每个 

属性赋予一个信息值，且对于任意XEU，a∈A，有 f(x，a)E 

设 s一(u，A，V，，)是信息系统。对于任意12EA，由a可 

以确定论域 U上的一个等价关系，称为由a确定的不可区分 

关系，记为 兄 ，定义如下： 

对于任意 z，yEU，( ， )∈兄 当且仅当f(x，口)一，( ， 

n)。 
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按照 Pawlak粗糙集的观点，知识是对对象进行分类的能 

力，形式化的知识通过等价关系表示。因此，每一个属性决定 

一 个知识。类似地 ，对于任意 BC_A，由 B确定的不可区分关 

系RB为：对于任意 ．72，yEU，( ， )∈RB当且仅当对于任意 

a∈B，f(x，n)一，( ，日)。 

由不可区分关系 可以决定对象集合的一个分类 

{[ ] ；z∈U)，其中CX3RB是 关于R 的等价类。显然有 

RB： nR 。因此，当 Bc_C~_A时，有 Rc RB，即[z]Rr 

r-x~．B。从而当对象 ， 关于Rc不可区分时， ，Y关于Re 

也是不可区分的，较细的知识确定较细的划分。 

定义2E ] 设 S=(U，A，V，，)是信息系统，B A。称 

(U，RB)为一个 Pawlak近似空间。对于任意 X U，X关于 

近似空间(U，R目)的下近似Re(X)与上近似Re(X)分别定义 

为： 

RB(X)一{ ∈U；[ X) (1) 

RB(X)一{xEU；[z]R nX≠D} (2) 

在粗糙集理论中，称 bn(X)= (X)一R日(X)为概念 X 

的边界。如果 tin(X)一D，则称 X为精确概念，否则称 X为 

粗糙概念。概念的不确定性由边界域引起。注意到 (x) 

X RB(X)，可以通过精确概念RB(X)与RB(X)逼近带有不 

确定性的概念 X。 

在实际应用中，相关数据通常存在噪声。为了增强粗糙 

集模型的容噪能力，Ziarko引入多数包含关系，提出了变精度 

粗糙集模型。 

定义 3Ela] 设 S一(U，A，V， 是信息系统 ，B A，O≤ 

0．5。对于任意 X U，X关于(U，R )的 下近f以R售(X)与 

上近f以R鲁(X)分别定义为： 

瞄 (x)一U{Ex-1R ；P([z]R ，x)≤ (3) 

R鲁(x)=U{[z]R ；P(EXURB，x)<1一 (4) 

其中，P([z]RB,X)=I-- 为[z]RB相对于x的错 

误分类率。 

在变精度粗糙集模型中，近似算子借助错误分类率进行 

刻画，对噪声数据具有一定的容错能力 ，其中的知识仍然为精 

确知识，通过等价关系表示。更深刻的研究可以参考 Yao的 

概率粗糙集模型C15 16]。为了处理数据噪声问题，本文从知识 

的角度进行讨论。考虑下面的信息系统。 

例 1 设对象集 U={z1，z2，动 ，z4}，属性集 A一{a，b，c， 

d}，信息函数如表 1所列。 

表 1 信息系统 

由此信息系统决定一个不可区分关系 Ra，其 中A={n， 

6，c，d}。RA产生的分类为U／RA一({32 }，{zz}，{zs，z 1)。 

此例中 与 s以及 z2与 X3都是可 以区分 的，即 

[z。 ， z [ s]R 。注意到，在 4个属性中，z 与 z。关于 4 

个属性(n，b，C， )可以区分 ； 2与 3关于两个属性 (c， )可 

以区分。因此， 与 z。的可区分程度和 z与 s的可区分 

程度是不同的，这种差异在 Pawlak粗糙集模型中无法描述。 

为此，本文提出程度不可区分关系来描述这种差异。 

Zadeh于 1965年提出了模糊集理论 ”]，用于描述客观事 

物差异的中介过渡性。设u是研究对象构成的集合，U上的 
一 个模糊集 通过其隶属函数表示 ：U一[0，1]。对于任意 

xEU， ( )表示 隶属于 的程度。以下用F(U)表示U上 

所有模糊集构成的集合。信息系统的程度不可区分关系将通 

过论域集合上的模糊关系进行描述。 

定义 4 设 S=(U，A，V，，)是信息系统。对于任意 B 

A，由B诱导的程度不可区分关系GR 是U上的二元模糊关 

系，即GRB：U~U--~[0，1]，且对于任意 ，yEU，G ( ， )= 
1 

I{eEB~f(x，P)=，( ，g)}I。 
Iu I 

由此定义可知，G ( ， )表示 B中不能区分z与 Y的 

属性在B中所占的比例。 

例 2 考虑例 1中的信息系统。经计算可得 

1 

GRa(xl， 2)=÷l{eEA~f(xl，8)=f(x2，8)}l 

1 1 

一 ÷I{c，d}I一寺 

类似地，有 

GRA(sc1， 1)：1，( (zl，z3)=0，GR̂ (z1， 4)=O 

GRA( 2， 2)一1，GRa( 2， 3)=O．5，GRa(sc2， )=O．5 

GRa( 3，,．724)=1 

显然，程度不可区分关系具有下列基本性质 。 

定理 1 设 S=(U，A，V，，)是信息系统，B A， 

(1)GRB是 自反模糊关系，即对于任意 ∈U，有 

GRB(z，z)一 1。 

(2)GRe是对称模糊关系，即对于任意 ， ∈U，有 

GRB( ， )=GRB( ， )。 

(3)对于任意 ，yEU，(z，y)∈R白当且仅当GR日(z，3，)= 

1。 

如果将 R曰看成模糊关系，由此定理可得 如 GR月。 

3 基于程度不可区分关系的近似算子 

程度不可区分关系 GRB是论域 U上的模糊关系。借鉴 

Dubois与Prade的模糊粗糙集模型 ]，本文提出下面的近似 

算子： 

定义5 设 S一(L，，A，V，，)是信息系统，B A。对于U 

上的任意模糊集 ∈F(u)， 关于GRB的下近似 B( )与 

上近似GRe( )为u上的模糊集，分别定义为：对于任意z∈ 

U。 

B( )(z)一 A 
，
((1--GR~( ， ))V ( )) (5) 

G B( )( )一 V
⋯

(GRB(z， )  ̂( )) (6) 

注意到 GRe是 自反、对称模糊关系，因此有 ： 

定理 2 设 S一(U，A，V，，)是信息系统，B A。对于 U 

上的任意模糊集 ，vEF(U)，有 

(1) B(～ )=～GRB( )，GRB(～ )一～ B( )，即 

GRB NGRB是对偶的； 

(2)
一

GRB(U)=U，GRB(D)一D； 

(3)GRB( n )=GRB( )n GRB( )，GRB( U )= 
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GRB( )UGRB(口)； 

(4)若 三 ，贝Ⅱ 堡B( ) ：： 墨B( )，GRB( ) GRB( )； 

(5)!望B( U )三 (A)UU<m ，GRB( n ) 三GRB( )N 

GRB(口)； 

(6) 墨B( ) 三 GRB( )。 

这里，～ 是 的补集，即VxEU，～ ( ) 1一 (z)。 

定理3 设S一(【，，A，V，，)是信息系统，BGA。对于任 

意 X U，有 ： 

(1)GRR(X)(z)= A (1一GRB( ， ))； 
U 一 ^  

(2)GRB(X)(z)一 V GRB( ， )。 

证明：假设 X U。 

(1)对于任意yEU，yEX时X( )=1，(1一G (z， ))V 

X(3，)=1；3『 X时 X(3，)一0，(1一GRB( ，3『))V X(3『)一1一 

GRB(z， )。于是有： 

(x)( )= ((1--GRB(z， ))V x( ))=
yE
A
U_x

(卜  

GRB( ， ))。 

(2)对于任意 Y∈U，Y∈X时 X(3，)=1，GRB( ， )A 

X( )=GRs( ， )； X时X( )一0，GRB( ， )AX( )一 

O o于是有：GR日(X)(驯 = V
∈u
(GRB(x， )̂ X( ))= V

∈x

GRB 

(z， )。 

下面的定理刻画了 Pawlak粗糙近似算子与基于程度不 

可区分关系的粗糙近似算子的关系。 

定理4 设 s一(u，A，V，，)是信息系统，B A。对于任 

意 X U，有： 

(1)GRB(X) RB(X)； 

(2)R月(X) GRB(X)； 

(3)对于任意 x∈U，GRB(X)( )一1 

尺B(X)； 

(4)对于任意 x∈U，GRB(X)( )一0 

(X)。 

当且仅 当 z∈ 

当且仅 当 链 

证明：(1)GR日(X)是 U上的模糊集，RB(X)是 U的子集。 

只需证明：对于任意z∈【，，当GRB(X)(z)>O时，Ix]R X。 

假设GRB(X)( )>O，则对于任意 Y∈U—X，有 1一GR月(z， 

)>0，从而 GRB( ，3，)< 1。故存在 e∈B，使得 f(x，8)≠ 

f(Y，P)，即 硭[z]R 。于是对于任意yEU，当yE[37]RB时 

有Y~U--X，即yEX。由y的任意性可得[ ]R x，即 ∈ 

一

RB(X)。 

(2)G如 (X)是 U上的模糊集，RB(X)是 U的子集。只需 

证明：对于任意 z∈U，当xERs(X)时，GR白( ， )=1。假设 

z∈R目(X)。由定义可得Ix] Nx≠0，从而存在 yEX使得 

y∈Ix] ，故对于任意 e∈B有，(z，e)一f(Y，e)。于是 

GRB(37，y)=1，从而有GRs(X)(z)一 V GRB( ， )=1。 
t ^ 

(3)对于任意x∈U，若Gf (x)(z)一1，则由C (X)(z)一 

VGR (37， )可知，存在 yEX使得 GRB(z， )一1，故有 yE 
^  

[ ，37]RB nX≠0，xERs(X)。 

反之，若 ∈R (X)，则[z]RR NX≠0，从而存在yEX 

使得y∈[373R~，于是有GRB(37， )一1，故有GR曰(x)(z)一 V⋯ 
c ^  
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G ( ， )=1。 

(4)假设 37∈U，且GRB(X)( )一0。由GRB(x)(z)一 

∈ _̂x(1一G ( ， ))可知存在yEU—X使得GRB( ， )一 
1，从而yE[x]Rs。再由 x可得[ x， R月(x)。 

反之，假设z R月(x)。由定义可得[ ] 。(z=x。于是存 

在 y∈ X]RB使得 X。故有 GRB(37，y)一1，从而 

GR日(X)( )= A (1一GRB(-z， ))一0。 
— —  

yEU—x 

设 S一(U，A，V，厂)是信息系统，B A。程度不可区分关 

系 GRs是论域U上的模糊关系，借助其水平集，可以讨论变 

精度程度粗糙近似算子。 

设 ∈F(u)是u上的模糊集， ∈[o，1]， 的口水平集 。 

定义为 一{xEU； (z)≥ }。 

因此，GR岛一{(z， )∈UXU；GRB(z， )≥口}。 

例 3 考虑例 1中的信息系统。取 a一0．3，则有：GR = 

{(z1，．271)，(xl，z2)，(372，321)，(z2，372)，(372，373)，(．z2， 4)， 

(xs，372)，( 3，373)，(373， 4)，(z4，z2)，(z4，373)，(374，374)}。 

注意到 (z1， 2)∈GR ，(372，373)∈GR山，(371，z3)∈ 

GR ，因此 GR 不是等价关系。 

对于任意 z∈U， 关于GR岛的右邻域为： 

GR&( )一{yEU；( ， )∈GR岛}。 

基于广义粗糙集模型，定义变精度程度粗糙上、下近似算 

子 ： 

GR岛(X)一{ ∈U；GR＆( )Nx≠0) 

GR＆(X) {xEU；GR~(z) 三X} 

定理 5 设 S一(U，A， ，，)是信息系统，BCA，a， ∈[O， 

1 I，X U。 

(1)GRB1=Rs； 

(2)若 a≤ ，贝0 GR印GGR岛； 

(3)若 a≤ ，则 

GR岛(X) 三GRB9(X)，GR鼬(X) 三GR岛(X)。 

证明：(1)与(2)显然成立。 

对于(3)，对于任意 z∈U，由 GRB9 GR岛可得 GR脚( ) 

GR岛(z)。故当z∈GR昂(X)时有 GR＆(z) X，从而 GR邱 

( ) X， ∈GR印(X)。故GR岛(X) GR邱(x)。另一式子类 

似可证。 

结束语 本文针对信息系统可能存在的噪声数据，提出 

了程度不可区分关系的概念，建立了基于程度不可区分关系 

的粗糙集模型，讨论了这种模型中粗糙近似算子与Pawlak粗 

糙近似算子的关系。基于程度不可区分关系可以进一步研究 

不完备信息处理以及相关模型中知识约简问题，进一步的工 

作我们将另文详述。 
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