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量化粗糙集的单调性属性约简方法 
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摘 要 单调性在经典粗糙集属性约简过程中发挥着重要的作用。然而，在一些泛化模型(如量化粗糙集模型)中该 

性质并不存在。针对该问题，提出了量化粗糙集模型中下近似单调约简的定义，并给出了求得该约简的启发式方法。 

实验结果表明，相较于下近似保持约简算法，下近似单调约简算法不仅耗时短，而且增加了由正域和边界域表示的确 

定性，同时降低 了由边界域带来的不确定性。 
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Abstract It is well-known that the monotonicity plays an important role in attribute reduction of classical rough set． 

However，such property does not always hold in some generalization models，and quantitative rough set is a typical ex- 

ample．From this point of view，the definition of lower approximate monotonicity attribute reduction was presented in 

quantitative rough set model，and the heuristic approach was also given to compute the reduct．The experiment results 

show that compared with lower approximate preservation reduct。the lower approxima te monotonicity can not only save 

the time consuming，but also increase the certainties which are expressed by positive and negative regions，and decrease 

the uncertainty coming from boundary region． 

Keywords Monotonicity，Lower approxima te preservation，Lower approximate monotonicity，Rough set 

1 引言 

粗糙集理论L1](Rough Set)是Paw1ak于2O世纪8O年代 

提出的一种能够处理不精确、不确定性问题的数学工具。目 

前，粗糙集理论已在数据挖掘、模式识别、人工智能和分类等 

领域吸引了众多学者的研究兴趣[e-s]。 

经典粗糙集模型的基石是不可分辨关系，该不可分辨关 

系是一族等价关系的交集，因此依然是一个等价关系。在不 

可分辨关系的基础上，Pawlak给出了下近似和上近似 的定 

义，使用已有的知识近似逼近目标。在Pawlak工作的基础 

上，随着实际工程应用的需要 ，出现了很多扩展粗糙集模型， 

如利用多粒化粗糙集处理多源数据[6]，利用测试代价敏感粗 

糙集模型处理包含测试代价的数据[7 等。值得一提的是，在 

文献[8]中，Zhao等人从不可分辨关系的定义入手，认为不可 

分辨关系的要求过于严格，即要求两个对象在所有的属性上 

都具有相同的取值，他们将此情形称为强不可分辨关系。为 

解决这一问题，他们提出了弱不可分辨关系和 a量化不可分 

辨关系。弱不可分辨关系要求两个对象在至少一个属性上具 

有相同的属性值即可，而a量化不可分辨关系从定量的角度 

对满足要求的属性个数进行限定。 

属性约简是粗糙集理论研究中的核心内容之一。经典粗 

糙集模型下的属性约简是在保持信息系统中某些度量不变的 

条件下，删除其中不相关或者不重要的属性，从而达到提取有 

用信息、简化知识处理的目的。在约简过程中，单调性发挥着 

重要作用。例如在启发式约简算法中，随着属性的不断增多， 

下近似不断增大，上近似不断减少，直到度量指标不再发生变 
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化。然而，在量化粗糙集模型中，随着属性的不断增多，下近 

似有可能增大也有可能减少，上近似的情形类似。因此，量化 

粗糙集模型并不具有经典粗糙集模型所具备的单调性准则。 

针对单调性问题 ，Yao和 Zhao在研究决策粗糙集理论过程中 

也发现了类似的问题，他们提出了决策单调约简的概念[9]，该 

约简的 目标是使得决策者可以获得更大的下近似集与上近似 

集。然而遗憾的是，Yao和 Zhao所讨论的内容都基于决策粗 

糙集理论，对量化粗糙集模型中的单调约简问题并未涉及 ，同 

时也未给出求解决策单调约简的方法 ，这些将是本文的主要 

研究内容。 

2 不可分辨关系和粗糙集 

2．1 强不可分辨关系 

形式化地，一个决策信息系统可被定义为二元组 S一 

(U，ATUD>，其中U表示所有对象的集合，称为论域；AT表 

示所有条件属性的集合，D为决策属性集合。 

对于VaEATUD，定义映射：U— ， 表示属性a的 

值域，即口( )∈Vo(Vz∈U)。 

在决策信息系统 S中，根据属性集合 AT，可得到一个强 

不可分辨关系形如： 

IND(A了、)={(z， )∈L ：Va∈AT，口( )=口(3，)) (1) 

强不可分辨关系 jND(AT)描述的是两个对象不可分辨 

当且仅当这两个对象在所有属性上的属性值都相等。显然强 

不可分辨关系满足自反性、对称性和传递性，因而是一个等价 

关系。 

定义 1 令 S为决策信息系统 ，VX U，X基于强不可 

分辨关系的下近似集合ATs(X)与上近似集合A丁s(X)分别 

定义为： 

ATs(X)一{xEU．[ ] X} (2) 

ATs(X)={xEU：ExiSTnX≠0) (3) 

其中'[ ] ={yEU：( ， )∈IND(盯 )}表示 U中所有与 

具有强不可分辨关系 IND(AT)的对象的集合，即 的等价类。 

2．2 弱不可分辨关系 

在决策信息系统 S中，根据条件属性集合 AT，可得到一 

个弱不可分辨关系： 

WrJND(A丁)一{(z，3，)∈ ：了a∈AT，口(z)一 n( )}(4) 

弱不可分辨关系 wfND(AT)描述的是两个对象不可分 

辨当且仅当这两个对象在一个或一个以上的属性上取值相 

等。显然，弱不可分辨关系满足自反性对称性，因而是一个相 

容关系。 

定义 2 令 S为决策信息系统，VX U，X基于弱不可 

分辨关系的下近似集合ATw(X)和上近似集合ATw(X)分别 

定义为： 

A丁w(X)={ ∈U：ExiST X} (5) 

A丁w(X)=(xEU_[ ] Nx≠D} (6) 

其中，[z] 一{yEU：(z， )EWIND(A)}表示u中所有与z 

具有弱不可分辨关系对象的集合。 

2．3 ■化不可分辨关系 

根据上述定义 ，从二元关系构建的角度来看 ，强不可分辨 

关系要求两对象在所有属性上的取值都相等，而弱不可分辨 

关系则只要求两对象在一个属性上取值相同即可。这两种二 

元关系都并未体现满足条件的属性个数在关系构建中发挥的 

作用，为此，Zhao等人提出了a量化不可分辨关系，具体形式 

如定义 3所示。 

定义3 令S为决策信息系统，0t量化不可分辨关系定义 

如下： 

ind,,(AT)一 )EU2： ≥a}(7) 
m 』 l 

其中，a∈(o，1]，lyl表示集合y的基数。 

根据量化不可分辨关系的定义，可得到相对应的粗糙集 

下近似集和上近似集定义。 

定义4 令 S为决策信息系统，VX U，X基于量化不 

可分辨关系的下近似集合_A丁d(X)和上近似集合ATa(X)分 

别定义为： 

A (X)一{xEU：[z] x} (8) 

ATd(x)一{xEU：[ ] NX≠0) (9) 

其中’[ ]；L={yEU：( ， )∈ind~(AT))表示 U中所有与X 

具有量化不可分辨关系对象的集合。 

基于量化不可分辨关系的下、上近似集，可将论域划分为 

3个互不相交的区域，分别为正域、边界和负域，即： 

POS(AT，x)一丛 (x) (1o) 

BND(AT，x)一A (x)一 (x) (11) 

NEG(AT，X)一U—ATd(X)=(A (X)) (12) 

在 Pawlak粗糙集模型中，任意 的属性子集 A，B A丁， 

并且 A B。那么对于任意的 ∈U，根据强不可分辨关系的 

定义有[ ]§ [ ]i，假设 ] X，必定有[z] X。因此由 

A B可以得至 s(x) Bs(X)。然而，在量化不可分辨关系 

中，量化不可分辨关系的确定受到阈值 a的影响，因此由A 

B，并不能得到 ind~(A) (B)或者 ind~(B) (A)，也 

就无法得到下近似集的包含关系。上近似集的讨论类似。由 

此可见 ，基于量化不可分辨关系的粗糙集模型并不具有 Paw- 

lak经典粗糙集中由属性集的包含关系诱导出下、上近似集包 

含关系的单调性准则。 

3 属性约简 

由量化不可分辨关系的定义可以发现，量化粗糙集模型 

并不具有传统Pawlak粗糙集的单调性质。即随着属性集中 

属性的增加(或减少)，量化粗糙集的下近似集并不单调增大 

(减少)或者减少(增大)。因此 ，采用传统意义下的近似质量 

来构建属性重要度并不合理。为解决这一问题，本文将下近 

似分布约简引入量化粗糙集模型的属性约简问题中并采用对 

称差构建重要度，具体讨论如下。 

3．1 下近似保持约简定义 

定义 5 令 S一(U，ATUD>为决策信息系统，U／IND 

(D)={X ，X2，⋯， }是 由决策属性 D诱导 出的划分，基于 

条件属 性集 AT 的下 近似分 布集 可表 示为 L。(AT)一 

{A (X1)，A (Xz)，⋯，A ( )}。对于任意的属性子集 

A AT，A为量化粗糙集的下近似分布保持约简当且仅当： 

1)A为量化粗糙集的下近似分布协调集，即对于任意的 

∈U／IND(D)，A (Xj)=A (Xf)； 

2)对于 A中的任意真子集A ，A 不为量化粗糙集下的下 

近似分布协调集。 

令 S为决策信息系统，0t∈(O，1]，VA AT，Va∈A，可 

定义 ： 
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∑(I (墨)④A一{a)。( )l} 

S gm(盘，A) = —————— ————一  
lU f 

其中，X@Y表示集合 X与集合 y之间的对称差。Sig (口， 

A)用来描述属性 n从当前属性集A 中删除后下近似的变化 

程度，相应地也可定义： 

∑{lAU{n} ( )① (xJ)1) 

s 踟 (口，A)=丝__=二=__ —二一  

其中，口∈AT—A，S g (口，A)即表示属性集A增加属性n后 

下近似的变化程度。 

3．2 下近似单调约简 

由定义 4可以发现，量化粗糙集的下近似与阈值 a的选 

取息息相关 ，下近似随着 的单调减少而单调减少。据此，可 

推断若 0／值很小时，会出现下近似集合为空的情形。在这种 

情况下，保持下近似为空集没有任何实际意义。因此，很自然 

的想法是，在属性约简过程中可讨论寻求下近似集合尽可能 

地增大的最小属性子集。 

同时，上节讨论了量化粗糙集模型的属性单调性问题，在 

文献[9]中，Yao等人基于决策粗糙集模型的非单调性问题提 

出了决策单调约简概念。该约简的目标是使得决策者可以获 

得更大的下近似集与上近似集。然而上近似集由正域和边界 

域构成，在粗糙集的语义解释中，正域表示正确分类而边界域 

代表不确定性分类。在实际工程中，决策者往往希望得到更 

多的正确分类。因此本文仅考虑正域尽可能地增大 ，其定义 

如下所示。 

定义6 令 S一(U，ATUD>为决策信息系统，对于任意 

的属性子集 A AT，A为量化粗糙集的下近似分布单调约简 

当且仅当： 

1)A为量化粗糙集下的下近似分布单调协调集，即对于 

任意的 ∈u／JND(D)， (XJ) (XJ)； 

2)对于A中的任意真子集 A ，A 不为量化粗糙集下的 

下近似分布单调协调集。 

与定义 5不同的是，定义 6得到的属性子集是使得下近 

似集合尽可能增大的最小属性子集。同时也可推断 ：若 A为 

量化粗糙集的一个下近似分布协调集 ，那么 A也为量化粗糙 

集的一个下近似分布单调协调集，反之则不成立。 

令s为决策信息系统，a∈(0，13，VA AT，Vn∈A，为 

实现下近似单调约简，重要度可定义为： 

∑{A口(xj)oA一{口} (x『)) 

Sig~,(n，A)一 ————— ■———一  
IU l 

其中： 

f 1B—A1， A B 
AoB一 IB

一  l， 其他 

相应地，对于任意的n∈AT—A，属性集 A增加属性a后 

下近似的变化程度可定义为： 

∑{A口(墨 )oAU{n) ( )} 

S g (口，A)一 ————— ■———一  
iU l 

3．3 属性约简算法 

针对属性约简算法，众多学者根据不同的需求设计了很 

多约简算法 ，就 目前的研究进展而言，大致可分为两类，即穷 
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举法和启发式算法[7 “]。穷举算法最大的优点是可以求得 

数据的所有约简，但是在大规模数据处理中其时间复杂度过 

高，给研究者带来了很大的困扰。相比较而言，启发式算法可 

以快速求得数据集中的一个约简，因其高效率的特性越来越 

受到研究者的青睐。本文亦采取启发式算法开展下近似保持 

约简和下近似单调约简，其算法流程如下。 

算法 启发式约简算法 

输入：决策信息系统 S一<U，ATOD)，阈值 a； 

输出：约简 red 

步骤 1 计算下近似分布集 Lo(AT)； 

步骤 2 red-~--(O； 

步骤 3 V aEAT，计算属性 a的重要度 Sigi (a，A)； 

步骤 4 若 ai满足 Sigi (a ，A)一max{V aEAT：Sigi (a，A))，则red— 

ai，计算 L (red)； 

步骤 5 若 L (red)≠ k(AT)，重复以下循环，否则转步骤 6； 

(1)V aEAT—red，计算 Sig t(a，red)； 

(2)若 Sig (ai，red)一max{Sigo~t(a，red)：a∈AT—red}，则 red— 

redU{aj)； 

(3)计算 L (red)； 

步骤 6 V aE red，若 L。(red—a)一L。(red)，则 red=red—a； 

步骤 7 输出 red 

上述启发式算法可用来分别求解下近似保持约简和下近 

似单调约简。在求解下近似保持约简时，算法中的属性重要 

度对应于下近似保持约简的属性重要度；在求解下近似单调 

约简时，算法中所用到的属性重要度则对应于下近似单调约 

简中定义的重要度。 

4 实验分析 

本节将通过实验对比分析下近似保持约简算法与下近似 

单调约简算法。本次实验选取了 UCI数据中的 4组数据进 

行分析，这 4组数据的具体描述如表 1所列。实验运行环境 

为Windows 7&Matlab R2012b。 

表 1 实验数据基本信息 

如上所述，下近似保持约简寻求保持下近似不发生变化 

的最小属性子集，而下近似单调约简则寻求下近似尽可能增 

大的最小属性子集。因此有必要考察两种约简算法后正域、 

边界域和负域的变化程度。假设属性集 A AT为算法得到 

的约简，则定义 

∑(1POS(A，X，)l一1POS(AT，'x，)1) 

PRC= 
lU l 

∑(1BND(A，X )I—lBND(AT，xj)1) 

BRc= — — —  广 — 一  
n 

∑(1NEG(A，XJ)l—jNEG(AT， )1) 

NRC一 l
U『 

表示约简后正域、边界域和负域的变化程度 实验结果如表 

2一表 5所列。 



表2 两种约简算法的比较(Adult数据) 

表 3 两种约简算法的比较(Annealing数据) 

表 4 两种约简算法的比较(Chess数据) 

表 5 两种约简算法的比较(wdbc数据) 

从上述表中的实验结果可得到以下结论 ： 

1)对于PRC，在下近似保持约简算法中，PRC值均为0， 

这表明该算法实现了保持下近似不发生变化的目标；在下近 

似单调约简算法中，PRC值均大于或者等于0，表明本文提出 

的下近似单调约简算法使数据的下近似不变或得到了增大。 

2)在下近似单调约简算法中，PRC和NRC值均大于或 

者等于 0，BRC值小 于或者等于 0。同时仔细观察可发现 

PRC+NRC+BRC一0，此现象表明正域和负域中增加的对 

象来 自于边界域中减少的对象。因此 ，下近似单调约简降低 

了由边界域带来的不确定性 ，增加了对象分类的确定性。而 

在下近似保持约简算法中此效果并不理想。 

表 6列出了下近似保持约简算法和下近似单调约简算法 

在4组数据集上的平均运行时间。从平均运行时间来看，下 

近似单调约简算法所需要的时间也是远小于下近似保持约简 

算法所需要的时间。 

表 6 两种约简算法的平均时间对比 

综上所述 ，相较于下近似保持约简算法 ，下近似单调约简 

算法不仅运行时间较短，而且增加了正域和负域所表示的确 

定性 ，降低了由边界域带来的不确定性 。 

结束语 不同形式的粗糙集泛化模型对于粗糙集理论适 

应不同的实际需求起到了很大的促进作用。在泛化过程中， 

必然会导致原有粗糙集理论的一些性质发生变化，如传统意 

义上的单调性。本文从下近似保持与下近似单调两个角度研 

究了量化粗糙集模型下的属性约简问题。实验结果表明，下 

近似单调约简算法不仅运行时间短，而且增加了正域和负域 

所表示的确定性 ，降低了由边界域带来的不确定性。 
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