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摘 要 提 出了由两个完备形式背景构造不完备形式背景的方法。基于完备形式背景公理化的方法得到了近似概念 

格的公理组，并给出了近似概念格的构造方法，其发展 了不完备形式背景下近似概念格的理论。 
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1 引言 

形式概念分析是由wme教授于 1982年提出来的，其核 

心是形式背景及其概念格[1]。概念格是蕴藏于形式背景中的 

带有层次的序结构，这种结构由对象集和属性集之间的二元 

关系确定，全体概念构成一个概念格 。概念格通常表示为一 

个 Hasse图，该图中的每一个结点表示一个形式概念。在经 

典的概念格中，每一个形式概念都是一个对象子集和属性子 

集的二元组，分别称为概念的外延和内涵。作为信息处理的 

有效工具，形式概念分析 已成功应用于信息检索[2]、机器学 

习[ 、知识发现[ ]、软件工程_6．7]等领域。 

在经典的 wi1le形式背景中，对象和属性之间的关系是 

确定的(不妨用“1”和“0”来表示是否有关系)，称这种形式背 

景是完备或二值的形式背景。但是在实际中，由于数据多源 

性、数据测量误差、数据粒度差异、数据获取方法限制和认知 

局限等原因，形式背景(数据库)中常常会出现对象与属性之 

间的关系不确定的情况，包括未知、丢失、冲突等。特别地 ，在 

多源信息融合过程中，在合并之前 ，不同的数据源中相同的对 

象和属性之间的关系不一致。例如，在公安信息的处理中，两 

个省的公安信息源显示同一个人分别属于高危人群和非高危 

人群，在决定是否将两个案件进行并案分析时将出现信息矛 

盾的情况。这种情况下，需要研究构造不完备的形式背景 

(L，，A，{1，?，0}，J)。这是一类三值形式背景，其中 J为三值 

映射即J：U×A一{1，?，0}。众所周知，粗糙集理论中，近似 

算子公理化方法是研究粗糙集代数结构的有力工具[。’9]。对 

于不完备形式背景，文献[123用 Oalois连接定义了近似概念 

格。文献[13—15]通过公理化方法获得了完备形式背景下 

Galois连接的构造，完成了经典概念格的公理化改造，为完备 

形式背景下概念格理论提供了严格的数学基础。将这种严格 

的公理化方法推广到不完备形式背景下近似概念构造将是一 

项非常有趣且具有理论意义的研究工作。通过运用公理化方 

法 ，将揭示完备形式背景下的经典概念与不完备形式背景下 

近似概念的本质联系，为不完备形式背景下近似概念格的获 

取提供了必要的数学基础。 

本文拟通过引入近似概念格公理化和近似概念格构造的 

新方法，揭示不完备形式背景下近似概念格的数学结构的本 

质。基本思路是 ：将一个不完备形式背景分解为两个完备形 

式背景，用分别在这两个不同的完备形式背景下概念格的公 

理化算子合成不完备形式背景下近似概念格的公理化算子， 

并由此得到不完备形式背景下构造近似概念格的新方法及相 

应的算法。 

2 不完备形式背景与近似概念格 

在概念格理论中，用完备的形式背景表示所要分析的数 

据 ，形式上是一张元素为“1”或“0”的数表，一般行标为对象， 

列标为属性 。形式背景中蕴藏着不同的概念以及概念之间的 

关系，将这些概念提取出来即可形成一个经典的概念格。 

定义 1[1] 形式背景是一个三元组 (U，A，，)，其中 U一 

{z1， 2，⋯，z }是一个非空有限对象集 ，A一{a】，122，⋯，12 ) 

是一个非空有限属性集 ，I是 U 和A 之间的二元关 系：J 
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U~A。若( ，a)∈j，则表明对象92具有属性口，也记为xIa。1 

也可以用开关映射表示为： 

， ， 、 f 1， (z，n)∈I 
八z，＆ 一 { 【0

， ( ，n) I 

当 U和A都为有限集时，也可视为一个 Boole矩阵。 

对于形式背景 (【，，A，D，P(∽ 表示对象集 u的幂集 ， 

P(A)表示属性集 A 的幂集。对于任意的 X∈P(U)，B∈ 

P(A)，映射 *：P(U)一P(A)和 *：P(A)一P(U)分别定义如 

下 ： 

X 一{a∈A：V ∈X，(z，a)∈I} 

B 一{z∈U：Va∈B，(sc，n)∈J} 

X 表示 X中所有对象共同具有的属性的集合，B 表示 B中 

所有属性的对象的集合 。方便起见，记 V ∈U，{．2C} ；一z ； 

Va∈A，{a} ：=n 。 

若 V ∈U， ≠ ， ≠A，且 Va∈A，n ≠D，口 ≠U， 

则称形式背景(U，A，D是正则的。 

定义2[1j 设(U，A，I)为形式背景，如果二元组(X，B)满 

足 X 一B，B 一X，其中 X∈P(U)，BEP(A)，则称(X，B)是 
一 个形式概念 ，简称概念。其中X称为概念(X，B)的外延，B 

称为概念(X，B)的内涵。 

定理 1E”] 设(U，A，J)是正则的形式背景，VX， ，X2∈ 

P(U)，VB，B1，Bz∈P(A)，则 ： 

(1)X1 X2 X X ，B1 B2二；' ； 

(2)X X“ ，B B“ ； 

(3)X =X⋯ ，B 一B⋯ ； 

(4)(X1 UX2) 一X nX ，(B1 UB2) 一B nB ； 

(5)X B 管B X 。 

定义3[1 若(X ，B )，(X2，B2)是某个背景上的两个概 

念 ，而且 X1 X2(等价于B2 B1)，则称(X1，B1)是(X2，B2) 

的子概念 ，(X2，Bz)是(X ，B1)的超概念，并记作(X ，B )≤ 

(X2，Bz)，关系≤称为是概念的“层次序”(简称序)。(U，A， 

D的所有概念用这种序组成的集合 L(U，A，J)表示，称它为 

背景(【，，A，I)上的概念格。在此序关系≤下，生成的概念格 

运算为： 

(X1，B1)八(X2，B2)一(X1 n X2，(B1 UB2)一) 

(X1，B1)V(Xz，B2)一((X1 UX2) ，B1 nB2) 

正如引言中提到的，一个有值 I(x，n)不确定的形式背景 

就是不完备的背景 。如果用“?”来标记这些不确定的值，一个 

不完备的背景就可以被看作是一个“三值”背景(U，A，{1，?， 

0}，I)，包括非空有限的对象集 U、非空有限的属性集 A、值的 

集合{1，?，0)和映射 J：UXA--~{1，?，0}，其中 I(x，口)=1表示 

对象 z具有属性 口，J(z，n)一0表示对象 ．2C不具有属性 a， 

I(x，。)一?表示对象 是否具有属性a未知。 

为了区分不完备背景，本文定义 1所定义的形式背景为 

完备的背景，同时完备的背景和不完备的背景统称为背景。 

引理 1 r-l a] 对于(M，≤ )，(』＼，，≤w)两个偏序集，设 0= 

MXN是 M 和 N 的笛卡儿积，若≤o定义为：(m ， )≤。 

(m2 )㈢m1≤ 2，且 1≤N 2，则(0，≤o)也是一个偏序 

集。 

A是一个属性集合，P(A)为 A 的幂集，P(A)×P(A)是 

P(A)和P(A)的笛卡儿积。在 P(A)×P(A)上的一个偏序关 

系≤定义为： 
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(B1，C1)≤(B2，C2)甘B1 B2且 C1 C2 

从而由引理 1可知，(p(A)×P(A)，≤)是一个偏序集。 

如果 B1=Bz且 Ca— ，则称 (B1，C1)等于(B2，C2)，记作 

(B1，C1)一(B2，C2)。在 P(A)×P(A)上的交集(n)和并集 

(U)分别定义为： 

(B1，C1)n(B2，C2)一(B1nB2，C1nC2) 

(B1，C1)U(B2，Cz)一(B1 UB2，Cl UC2) 

对于一个不完备背景(U，A，{1，?，0)，J)有 X U，定义： 

R(X)一{a∈A：V ∈X，I(x，口)一1} 

R(X)一{n∈A：Vz∈X，l(x，n)一1或 I(x，n)=?} 

R(X)为 X中所有对象具有的属性的最大集合 ，R(X)为 

X中所有对象可能具有的属性的最大集合。显然有R(X) 

R(X)。容易看出，二元组 (R(X)，R(X))∈P(A)×P(A)且 

决定了 X中所有对象共同具有的属性的范围。为方便起见 ， 

将R({．72})(z U)记作R(x)，R({z})(z∈L厂)记作R( )。 

定义 4t”] 设 不 完 备背 景 (U，A，{1，?，0}，I)，记 

TN(A)：一{(B，C)∈P(A)×P(A)lBc_C}，映射 ：P(u)一 

1W(A)和 ：，，N(A)一P(U)分别定义为： 

(X)：一X 一 (R(X)，R(X)) 

v(B，C)：一(B，C) 一{：cEU：(B，C)≤(垦( )，R(z))) 

事实上 是一个二元组(E，E)，其中跑 含x中所有对 

象一定具有的属性，而E包含x中所有对象可能具有的属性。 

(B，C) 是具有 B 中所有属性和可能具有 C＼B 中所有 属性 的 

对象的最大集合。 

定理 2[】。] 设(U，A，{1，?，0)，D为不完备的形式背景， 

P(A)为A的幂集 ，P(U)为 的幂集 ，X，X1，x2∈P(U)，(B， 

C)，(B ，C )，(B2，C2)∈了’N(A)，则下列性质成立： 

(i)X1 X2 ；(Bl，C1)≤ (B2，C2) (B2，C2) 

(B1，C1) 。 

(ii)X 三) ；(B，C)≤ (B，C) 。 

(iii) 一 ；(B，C) =(B，C) 。 

定义 5c ] 设不完备背景 (U，A，{1，?，0)，J)，TN(A)：一 

{(B，C)∈P(A)×P(A)lB 三C}，若 一(B，C)，(B，C) 一X， 

则称(X，(B，C))为背景(U，A，{1，?，0)，J)上的近似概念。其 

中X称为近似概念(X，(B，C))的外延，(B，C)称为近似概念 

(x，(B，c))的内涵。称L(U，A，{1，?，0}，D为不完备背景 

(U，A，{1，?，0}，J)上的近似概念格。 

定义 6E ] 设 (X1，(Bl，C1))，(X2，(B2，C2))是不完备 

背景(U，A，{1，?，0)，I)上的两个近似概念，若 x X2，则称 

(Xl，(B1，C1))是(X2，(B2，C2))的子概念 ，( ，(B2， ))是 

(X。，(B ，C ))的超概念，记为 (X ，(B ，C1))≤6(Xz，(Bz， 

C2))。 

3 近似概念格的公理化 

引理 2 设( ，A，I )和( ，A，Iz)是两个完备的形式背 

景，非空有限对象集相同，均为U，非空有限属性集相同，均为 

A，且关系 1，I2满足 J1 I2，则由(U，A，I )和(U，A，Iz)可构 

造出唯一的不完备形式背景(U，A，{1，?，0}，D，其中 Vz∈ 

U，a∈A有： 

r1， 工1(z，口)=1且 ( ，n)一1 

J(z， )一 0， Il( ，n)；0且 Jz( ，n)一O 

l?， I1(-z，n)=0且 J2( ，n)一1 



 

反之 ，由不完备形式背景(U，A，{1，?，0}，D则可以构造 

出两个完备的形式背景(U，A，I1)和(U，A，Iz)，其 中(u，A， 

I。)是将不完备形式背景(U，A，{1，?，0}，J)中的缺失值“?”全 

部替换为“0”得到的背景，(U，A，Jz)则是将不完备形式背景 

(【，，A，{1，?，0)，J)中的缺失值“?”全部替换为“l”得到的背 

景，且有 Il j2。 

定义 7 定义映射 K1：X—y，K2：X—y，VZ∈P(x)满 

足 K (Z) K：(Z)，则称 K 为 Kz在 X上的子映射，记为 

K1≤ K2。 

定理 3 设 U是一个非空有限对象集，A是一个非空有 

限属性集 。定义映射：L1：P(L，)一P(A)，H1：P(A)一P(U)， 

L2：P(U)— P(A)，H2：P(A)— P(U)，VX1，X2∈P(U)，B1， 

B2∈P(A)满足： 

(L)L (X1 U X2)=L (X1)nL (X2)， 一1，2； 

(H) (B)一{ ∈U：B L ({z})}， 一1，2； 

(LH1)a∈L (x)ee~x∈Hf(n)，V ∈U，n∈A， 一1，2； 

(LH2)L1≤L2，H2≤ H1。 

定义映射： 

(1)L『~：P(U)—I-P(A)×P(A)，X L (X)：一(L1(X)， 

L2(X)) 

(2)H ： N(A)— P( )，(B，C)卜H肼(B，C)：一H1(B)n 

H2(C) 

则存在不完备形式背景(U，A，{1，?，0}，D，使得VX∈P(U)， 

(B，C)∈ N(A)，有 一L (X)，(B，C) 一H (B，C)。 

简单起见 ，将 L({z})记为 L(z)，H({a))记为 H(n)， 

H(L(X))记为 HL(X)，L(H(X))记为LH(X)。 

证明：首先证 明若映射 L：P(【，)一P(A)，H ：P(A)一 

P(【，)，满足(L)(H)(LH1)条件，则存在一个形式背景(U，A， 

Ii)，VX∈P(U)，B∈P(A)有 Lf(X)一X ，H (B)一B 。 

二元关系 L L，×A定义为：Ii一{( ，a)：a∈L (z)}， 

Vz∈U，a∈A，贝0 VX∈P(U)有 

X“一 {n∈A：V ∈X，(sc，口)∈Ii) 

一 {口∈A：V ∈X，a∈Lf( )} 

： {aEA：a∈ nL (z)一L (U{ })一L (X)} 
∈ z∈ 

一 L (X) 

下证 H (B U B2)=Hi(B )n Hi(．B )。由 H (B)一 

{ ∈U：B 三Lf( )}，贝0 V Bl，Bz∈P(A)有 

H (B1 UB2)={z∈U：(B1 UB2) 三L (z)} 

={z∈U：Bl L ( )且 B2 L ( )) 

一 {z∈U：B1 L (z)}n{z∈U：Bz 

(z)} 

一 H (B1)n (B2) 

又 If一{( ，口)：z∈H (口)}，Vz∈U，口∈A，VB∈P(A) 

有 

B”一{z∈U：Va∈B，(sc，口)∈Ii) 

一 { ∈U：V口∈B，z∈Hi(口)} 

一 { ∈X： ∈nH (n)一H (U{n})一Hi(B)) 
n∈A n∈A 

— Hi(B) 

可知，L，Hl满足(L)(H)(LH1)条件，则由存在完备形 

式背景(U，A，Ii)，且 V X∈P(U)，B∈P(A)，有 厶 (X)一 

X ，Hi(B)一B“。再由(LH2)有 L1≤L2，其中L ：P(L厂)一 

P(A)，由定义 7，V X∈P(U)，L1(X) 三L2(X)，则 I1 。 

由引理 2可知(U，A，1 )和(U，A，I2)可构造出唯一的不 

完备形式背景(u，A，{1，?，0)，J)，使 

X 1一L (X)一R(X)，X 一L2(X)=R(X) 

H1(B)一{z∈U：B L1(z)一R(z)} 

H2(C)一{ ∈U：(1(三Lz( )一R( )} 

其中 

R(X)一{a∈A：Vz∈X，I(z，a)一1)，R(X)一{口∈A： 

Vz∈X，I(x，n)一1或 j( ，。)一?)。在不完备背景(U，A， 

{1，?，0}，J)中，由于 一(R(X)，R(X))，(B，C) 一{ ∈U： 

(B，C)≤ (R( )，R( ))}。 

因此 

X“一 (R(X)，R(X)) 

一 (L1(X)，L2(X))一L (X) 

(B，C) 一{ ∈U：(B，C)≤ (R( )，R(z))} 

一 {z∈U：B 三R( )且 C 三R( )} 

一 { ∈U：B三R(z)一L1( ))n{ (--U：0三R( )一 

L2( )} 

=H1(B)nH2(C)=H (JB，C) 

证毕。 

4 构造近似概念格的算法 

由公理化的证明过程，可以得到一个新的构造近似概念 

格的方法，即对于给定的不完备背景(u，A，{1，?，0)，J)，将其 

中的未知值“?”全部替换为“0”得到背景( ，A，I )，将其中的 

未知值“?”全部替换为“1”得到背景(U，A，Jz)，即可得完备的 

形式背景(U，A，I1)和(U，A，I2)。完备形式背景(U，A，I1)和 

(U，A，J )的 wille概念格分别为 L(U，A， )和 L(U，A， )， 

根据映射LIN和H州得 一L (X)，(B，C) 一H (B，C)，则 

可构造出不完备形式背景(U，A，{1，?，0}，D下的近似概念格 

L(U，A，{1，?，0}，D。 

背景(U，A，J )上的映射 L ，H 和背景(U，A，I )上的映 

射 Lz，H2分别满足定理 3中的(L)、(H)、(LH1)、(LH2)条件， 

(X，C)是 背景 (U，A，厶)的概念，则有 ／4(X)一C，H2(C)一 

X。由定理 3可知 ， 一(L1(X)，L2(X))，又 L1(X)一B，则 

一 (L1(X)，L2(X)) (B，C)。 

同理由 H2≤Hl，(B，C) 一Hl(B)n H2(C)一H2(C)一 

x，则(X，(B，C))是近似概念。又由近似概念的定义可知，近 

似概念就是(X，(B，C))的形式。从而可知，由算法 1得到的 

(X，(B，C))就是不完备形式背景(U，A，{1，?，0}，J)的近似概 

念。 

算法 1 由完备背景概念格构造不完备背景的近似概念格 

输入：不完备背景(U，A，{1，?，0)，I) 

输出：不完备背景(U，A，(1，?，0}，I)的全部近似概念 

Step 1 将不完备形式背景(U，A，{1，?，0)，I)中的缺失值“?”全部替 

换为“0”得到背景(U，A，I1)。 

Step 2 将不完备形式背景(u，A，{1，?，0)，I)中的缺失值“?”全部替 

换为“1”得到背景(U，A，I2)。 

Step 3 找出背景(U，A，I2)中的全部概念(X，C)，其中 X∈P(U)， 

C∈P(A)。 

Step 4 在背景(U，A，I1)中找出 L1(X)一B，其中BEP(A)且 B C。 

Step 5 得到不完备背景(U，A，{1，?，0)，I)的全部近似概念(X，(B， 

C))。 
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为了更好地说明，给出如下示例。 

例 1 表 1是一个不完备形式背景(U，A，(1，?，0)，D，其 

中U一{1，2，3，4)，A一{a，b，c，d，e)。表格中有两个 问号 ，代 

表对象 1(或 2)是否具有属性 c(或 )未知。 

表 1 不完备形式背景(u，A，{1，?，0}，D 

将不完备形式背景(U，A，{1，?，0)，D中的缺失值“?”全 

部替换为“0”得到背景(U，A，J )，如表 2所列。 

表 2 完备形式背景(U，A，11) 

则有背景(U，A，I )上的全部概念 (1234，0)，(134，a)， 

(34，ae)，(24，6)，(4，abe)，(3，ace)，(1，ad)，(0，abcde)。则背 

景(U，A，I )上的概念格 L(U，A，j )如图 1所示。 

图 1 背景(U，A，I1)上的概念格 L(U，A，I1) 

将不完备形式背景(U，A，{1，?，0}，f)中的缺失值“?”全 

部替换为“1”得到背景(U，A，Iz)，如表 3所列。 

表 3 完备形式背景(u，A，Iz) 

则有背景(U，A，Jz)上的全部概念(1234，0)，(134，n)， 

(34，ae)，(13，ac)，(24，6)，(12， )，(4，abe)，(3，ace)，(2，bd)， 

(1，acd)，(D，abcde)。则背景(【，，A，I2)的概念格 L(U，A，f2) 

如图 2所 示 。 

(4，abe) (3，ace) (2，bd) (1,aed) 

～～ I／／ 
(西，abcde) 

图2 背景(U，A，Iz)的概念格 L(U，A，12) 

根据定理 3中L (X)一(L1(X)，L2(X))，H (B，C)一 

H1(B)NHz(C)和 =LIN(X)，(B，C) 一H (B，C)，可得 

到不完备背景(U，A，{1，?，0}，D的全部概念(1234，(0，D))， 

(134，(Ⅱ，口))，(34，(ae，ae))，(13，(口，ac))，(24，(b，6))，(12， 

(0， ))，(4，(abe，abe))，(3，(ace，ace))，(2，(6，bd))，(1，(ad， 

acd))，(0，(abcde，abcde))。则 构造出不完备背景 (U，A， 
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{1，?，0)，J)的概念格 L(U，A，{1，?，0}，D，如图 3所示。 

(1234，(西，西)) 

(34，( 

，d)) 

～～ I／  
(谚，(abode，abcde)) 

图3 不完备背景(U，A，{1，?，0}，，)的概念格 L(U，A，{1，?，0)，J) 

由以上可知，近似概念格的这种构造方法反过来说明了 

定理 3的约束条件(LIN)、(H肼)的正确性 。 

结束语 本文在完备形式背景的基础上，提出了构造不 

完备形式背景的方法，即由两个完备的形式背景构造不完备 

的形式背景，通过两个完备背景之间的关系及完备背景公理 

化的方法，证明了不完备背景上近似概念格的公理化。文中 

进一步提出了一种构造近似概念格的新算法，即由两个完备 

背景的概念格构造不完备背景下的近似概念格。本文将不完 

备背景上近似概念格转换为经典的 wme概念格模型，进一 

步刻画了完备形式背景与不完备形式背景、经典概念格与近 

似概念格之间的本质联系，揭示了不完备形式背景下近似概 

念格的数学结构，从根本上解决了不完备形式背景下的近似 

概念构造问题。 
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P 1+ 2(X) Ocl+c2(X) 

Pc + (X) Oc +C9 (X) 

证明：根据定义 8和定义 9易证。 

结束语 目前，多粒度粗糙集的理论和应用研究已得到 

广泛关注。本文在覆盖近似空间下，在条件概率描述下提出 

了 3种多粒度覆盖粗糙集模型，研究讨论了相关性质，并证明 

了这些模型是经典多粒度粗糙集在覆盖近似空间上的有效扩 

展。本文的工作对完善多粒度粗糙集理论有一定 的推动作 

用 。 
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