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摘 要 归纳数据类型是类型论研究的重要分支，传统的数理逻辑或代数方法侧重于描述归纳数据类型的有限语法 

构造，在语义性质与归纳规则的分析与设计方面存在一定的不足。基于范畴论的方法，在集合范畴的框架内给出谓词 

的形式化定义，分析谓词范畴与代数范畴的构成与性质，并探讨集合范畴上自函子到谓词范畴上自函子的提升，最后 

利用伴随函子及其伴随性质深入分析 了归纳数据类型具有普适意义的归纳规则。 
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Abstract Inductive data types are important research branch of type theory，and traditional methods including mathe— 

matical logic and algebra focus on describing finite syntax construction for inductive data types，resulting in some deft— 

ciencies for analyzing and designing semantics properties and inductive rules．This paper provided formal definition of 

predicate in the framework of set category by category theoretical methods，analyzed the construction and properties of 

predicate category and algebra category，and probed lifting of endofunctors from set category tO predicate category，and 

at last deeply researched universal inductive rules of inductive data types by adjoint functor and its adjoint properties。 
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1 引言 

程序语言的数据类型可以递归定义。递归数据类型是类 

型表达式的同构解，而作为类型同构表达式最小解的归纳数 

据类型(Inductive Data Types)是一类重要的递归数据类型， 

在程序语言中有许多应用，如描述流、表、树及带环无限循环 

图等复杂的数据结构 ，支持协同进程演算及控制过程等。 

传统归纳数据类型的研究以数理逻辑或代数方法为 

主El-3]，侧重于描述归纳数据类型的有限语法构造，将归纳数 

据类型及操作封装在 ∑_代数结构内，但在语义性质与归纳规 

则描述等方面仍存在一定的不足。范畴论在形式语言建模理 

论、形式语义学和程序设计方法等计算机科学基础研究领域 

有着广泛的应用 ，为理解计算机体系结构、软件规范和程序间 

联系提供一种通用的理论工具、思维方法和研究手段。基于 

范畴论的观点 ，归纳数据类型抽象为函子的初始代数，由初始 

代数的初始性定义归纳数据类型一个递归的折叠操作 

fold~ ，满足一系列代数运算，在程序计算逻辑与语义转换等 

研究中具有重要应用_5一 。 

本文的主要工作是应用范畴论方法研究归纳数据类型的 

语义性质及归纳规则。第 2节首先在集合范畴的框架内给出 

谓词的形式化定义，对谓词范畴和代数范畴进行描述与证明， 

并分析相应的折叠操作；第 3节探讨集合范畴到谓词范畴自 

函子的提升；第 4节通过对代数范畴间一对伴随函子的研究 

深入分析归纳数据类型具有普适意义的归纳规则；第 5节分 

析当前归纳数据类型研究领域的一些相关工作；最后总结全 

文并给出后续研究工作。 

2 谓词范畴与代数范畴 

折叠操作 _厂oz 对归纳数据类型的递归操作建立语义模 

型，谓词描述归纳数据类型的语义性质 ，下面给出谓词的形式 

化定义。本文假定读者具备 函子、自然转换与伴随等概念的 

范畴论基础，记 Obj C为范畴 C的对象集，Mot C为范畴C 

的态射集。 

定义 1 设 Set为集合范畴，V X∈Obj Set，X上的一个 

谓词是一个二元组(X，P>，即 P：X—S 。对 Vz∈X，Pz构 

成一个集合，称集合X为谓词<x，P>的定义域。 

谓词(X，P>到<X ，P >的态射是一个序对(f，厂 )：<X， 

P>一(x ，P >，其中 厂：x—x 是相应谓词定义域上的函数，而 

厂 ：Vz∈X(Pz一尸 ( ))将描述 )c语义性质的 P 映射为 

P )。 
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定理 1 以谓词为对象 ，以谓词态射为态射构成谓词范 

畴 。 

证明：设 dora：MorP一0 为域函数，cod：MorP— 

Obj 为共域函数，。：MotP ×Mot —M0r 为函数间的 

复合关系。下面证明系统P=(Obj ，MorP，dom，cod，。) 

是一个范畴。 

设<X，P>，< ，P，)，< ， >∈Obj P，(厂，厂 )：<X，P>一 

(X ，P >EMorP ，(g，g～)：(X ，P >一( ，if'>∈MotP ，则、 

(g，g～)。(，，厂 )：(X，P>一< ， >∈MotP ，所以 dom((g， 

g～)。(，，厂 ))一<X，P>一dom(f，厂 )，且 cod((g，g～)。(，， 

广 ))=< ， >=cod(g，g～)，满足匹配条件。 

令(̂，h～)：< ， >一 < ， >∈Mot P ，则 ( ，h～)。 

(g，g～)：(X ，P >一() ，P >∈Mor ，有( ，h～)。((g，g～)。 

(，，厂 ))：(X，P>一 ( ， >，而 ((h，h～)。(g，g～))。(f， 

厂 )：(X，P)一( ， >，所以( ，h～)。((g，g～)。(，，广 ))一 

((̂，h～)。(g，g～))。(厂，厂 )，满足结合律条件。 

记 为单位态射，谓词<X，P)存在唯一单位谓词态射 

( ．尸)∈MorP，使得 dora(id( ，尸>)==cod(id( ，P))一(X，P>， 

且对任意谓词态射(f，广 )∈Mot P，若dom(f，厂 )一(X， 

P>，则(，，厂 )。id<x．P)一(，，厂 )；若 cod(f，厂 )一<X，P>，则 

d x． 。(-厂，厂 )：(厂，厂 )，满足等式射存在条件。 

由范畴的定义[8 ]知，系统P一(Obj ，Mot ，dora，cod， 

。 )是一个范畴，即以谓词为对象，以谓词态射为态射构成谓词 

范畴 。证毕。 

迭代(Iteration)操作为归纳数据类型的递归计算提供一 

种自然与规范的描述方式，使程序具有简洁性和可读性等良 

好性质，并便于代码重用。从范畴论的角度分析，迭代操作源 

自归纳数据类型的初始代数语义，而归纳数据类型则被视为 

初始代数的载体(Carriers)。 

定义2 设 F为范畴e上的一个 自函子，对 V X∈Obj 

C，存在一个F_代数h：F) x∈MotC，称X为F一代数h的 

载体。 

F-代数h与h ：Fx 一X 的F_f弋数态射是其载体间的一 

个映射，：) X ，且满足图表交换f。h=h 。F，。 

定理2 以F-代数为对象，以 代数态射为态射构成代 

数范畴 AlgF。 

证明与定理 1证明类似，略。 

Algv中若存在初始代数in：F( F)一 F，则 是唯一同 

构的，并且其载体 F是函子 F的最小不动点(Least Fixed 

Point)E ]。初始代数 的初始性确保 锄 到任意 F一代数 h： 

FX—X存在一个唯一的F一代数态射 如 ： F—X，如图 1 

所示。折叠操作 ，0 源自初始代数语义 ，可对任意归纳数据 

类型建模，如取 F(ILF)中任一实例 m，则有 ： ld h(inm)一 

h(F(fold h) )成立 。 

图 1 初始代数及其初始性 

例 1 记自然数类型为Nat，令谓词P：Nat--~Set表示自 

然数类型的语义性质，将V nE Nat映射为n所满足的语义性 

质，即以 P 描述 自然数 n的语义集。设 Succ为 自然数的后 

继函数 ，则有 Nat的归纳规则： 

Ind ：V(P：Nat--~Set)PO— (Vn∈Nat) 

(P —一P(Succ n))—，(V ∈Nat)Pn 

化简前束范式(Prenex Normal Form)为： 

IndNa ：j(P：Nat---~Set)(Vn∈Nat) 

((PO一(P7z—P(SUCC n)))一 ) 

例 1的自然数类型归纳规则 In 应用集值 函数(Set- 

valued Functions)Pn描述 的语义性质，为 自然数这种归纳 

数据类型的递归计算提供了一种简洁的描述方式，特别是在 

函数式程序语言(如 Haskel1)中， 所生成的代码片段具 

有易读、易写与易理解等良好特点。但 Indn． 中V与j等高 

阶对象(Higher-ordered Objects)难以在 Set中得到合理的解 

释；同时，更为重要的是，谓词 P：Nat--"Set的共域是Set而非 

其对象 ，导致 Set上的自函子F无法对P进行直接计算，即对 

归纳数据类型 X的任意实例 x，将折叠操作 ，0 应用到以 

为载体的F一代数上，无法得到 F的归纳规则。因此，我 

们充分借鉴文献El13的函子化提升(Lifting Functors)思想， 

将 Set上的自函子 F提升为谓词范畴 上的函子 F 。 

3 函子提升 

定义3 从谓词范畴 到集合范畴Set的函子 【，： 一 

Set称为遗忘函子，将 中的每一个谓词<x，P)映射为其定义 

域x，每一个谓词态射(_厂，厂 )映射为定义域上的函数，。 

定义 4 设 F为Set上的 自函子，函子F从Set到谓词范 

畴 的提升F__： 一 ，并沿着遗忘函子 U的方向满足图表 

交换FU=UF 。 

由定义 4知，如果 P是 X上的一个谓词 ，则 F上P是 FX 

上的一个谓词，即 F上P：Fx—Set。对任意谓词态射 -厂：P— 

P ，F上_厂为FL代数上的谓词态射：(FX，F上P)一(FX ， 

P )，记为(q，q～)，其中q—FX—FX 一F(Uf)，q～：V ∈FX 

(F上P F上P (q ))，如图2所示。 

FX g ·FX· 

F 

S 

图 2 FL代数上的谓词态射 

记谓词 P： —S以的内涵(Comprehension)为{P}，{P}一 

mexPx是一个序对( ， )，其中P∈Px。为进一步描述 F上 

的抽象本质，引入内涵函子[1l_的概念。 

定义 5 内涵函子 {一}：P—S甜，将任意谓词 P映射为 

{P}，谓词态射(厂，厂 )：P—P 映射为{(厂，厂 )}：{P}_ {P }， 

即{(，，厂 )}( ， )一( ，P ( ))。 

内涵函子与遗忘函子 间的自然转换 ：{一}一U满 足 

7cP(z， )=z，有 F P=(F7cP)-。，对于谓词定义域上的函数 

，：X— x ，其逆 厂 是谓词 P ：X 一S 。尽管 自然转换 将 

F与其提升F 联系起来，但这种关系并不直观。下面研究以 

{P)为载体的F_代数与以P为载体的FL代数间直观的互推 

导关系，进而描述归纳数据类型具有普适意义的归纳规则。 

4 归纳数据类型的归纳规则 

定义 6 记终对象[12_为 1，函子 T：SP￡一 将 Set中每个 

集合X映射为1，对Set上每一个自函子F及其提升Fj_，沿 

着 丁的方向满足图表交换，即Fl(TX)一T(FX)，称 丁为真 

值函子。 

"I~Tx是终对象为 1上的自同构 ， 丁x也是一个自同 

构，(F 丁x) 将 Vz∈FX映射为一个单点集{1}，即 FJ‘(TX) 
一 (F 丁x) ={1}一T(FX)。真值函子 T是遗忘函子 U的 
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右伴随_l】]，同时也是内涵函子{一}的左伴随[”]，即u-1 

{一}。对 VX∈0 Set，P∈Obj ，记 MotP中从 TX 到P 

的所有态射构成集合 (TX，P)，MotSet中从x到{P)的所 

有态射构成集合 Set(X，{P))。 

设函数(一) ：Set(X，{P})— (TX，P)，(一) ： (TX， 

P)一S (X，{P))，则 (一) 与 (一)v是 Set(X，(P))与 

(TX，P)间的自然 同构【l 。取 厂： 一xE-Mor Set，g： 一 

{P}∈Mor Set，如 图 3所示。由(一) 的 自然性得 到函数 

(一) 的复合性质，即(g。 = 。 。同理，取 f：p--~p ∈ 

Mot ，g：TX—P∈Mor ，如图 4所示 ，由(一) 的 自然性 

得到函数(一) 的复合性质，即(，。g) {f}。g 。 

r 

ff 

TX 

g 上 
P 

TX ● Z X 

． 

_厂l l{_厂) 
JD’— (P。， 

图 3 函数(～) 的复合性质 图 4 函数(一) 的复合性质 

定理 3 设 为 F_代数范畴AlgF到 FL代数范畴 

Az 的函子，即西：AlgF—AzgF上，对任意 代数h：Fx— 

X，则有 Oh：Fj_( )一 TX。 

证明：对 F．代数 h ：FX 一X ∈Obj Alg，，由定义 6知 

Fl(TX )=T(FX )，令Oh=Th，图5中奄：x—x 为F一代数 

h：FX—x与 h ：FX 一 X 的 F一代数态射，由图 5可知 ： 

： 一 为 FL代数 ：F_(TX)一 丁X与 Oh ： 

．F (了 )一了、X 的FL代数态射。同理可证 ，若 为F一代 

数 h：FX--~X的单位态射 ，则有 圣( )一idch；对另一 F_代数 

g与h的复合g。h，有 圣(g。 )一 。 。故 将 F_代数范畴 

Algv中的对象映射为F-_代数范畴A F_中的对象 ，即对任 

意 代数 h：FX—X，有 Oh：F (TX)一TX。证毕。 

， 王 ， 
图 5 F一代数范畴到 F上一代数范畴的函子 中 

定理 3利用真值函子T将Set中的对象与态射映射为 

中相应的对象与态射，并基于定义 6的图表交换通过函子 中 

建立 代数范畴 Alg 到F上_代数范畴AlgF上的联系，下面 

利用函子 中的右伴随 研究 AZgF 到 AlgF的联系。 

定理4 存在函子 的右伴随 (见图6)，即 _{ ，对 

任意 F上一代数 ：F上p--~p，则有 ：F{P)一{P)。 

证明：设unit为伴随函子丁一{一)的单位，则 unit 为其 

共单位。对VP∈Obj ，有 unit~：T{P}一P，由定义 6知 

T(F{P})一F上(T{P})，根据函数(一) 的定义及复合性质， 

有( 。F__unit~) 一{ 卜(F』_unit~) 。 

F㈣ ——— ——◆ (F{ )：， (r{，)) 

i 

点 ；； 
图 6 函子 的右伴随 

同时，从图 6左部的三角交换图表可知 一{ }。(F上 

unit~)v，即 一( 。F上unit~) 。故 将 F-一代数中对象 

映射为F一代数中对象 q 。同理可证， 将 F-一代数态射、单 
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位态射及态射复合分别映射为 代数中的态射、单位态射及 

态射复合 ，即对任意 F_一代数 ；F P—P，有 ：F{P}一 

{P)。证毕。 

定理 4利用函子 西的右伴随 建立起 FL代数范畴 

AlgF上到 F_代数范畴 AlgF的联系，在定理 4的证明过程中 

由定义 6可进一步推得 F-unit~与(F上unit~) 是同构的，相 

应于定理 3令 Oh=Th，可令 肼 =fh}，这为定理 4的证明与 

应用提供了极大的便利。定理 4建立了以{P}为载体的 F_代 

数与以P为载体的FL代数问直观的互推导关系，为归纳数 

据类型提供了一种基于初始代数载体 F的归纳规则的建模 

方法，如图 7所示 。 

FI n 塑 t 』!L’|Fx 

而i ㈣ X 

图 7 归纳数据类型的归纳规则 

对V ： p--~p∈Obj g ，应用定理 4有 ：F{P}一 

{P}，从图 7知 7c 。fold(~j)： F—X，进而得到归纳数据类 

型 x的通用归纳规则的前束范式 ： 

如  ：V(F：SP 一 ￡)(P：x_+Set) 

( ：F上P—P)(xE／~F)P((ne。fold(xFj)) ) 

特殊情况下，若 一 F， 一in，则由初始 F_代数 的初 

始性可得归纳数据类型 F的通用归纳规则： 

Indc． ：V(F：Set--~Set)(P： F—}S ) 

( ：F上 P)(z∈ F)P((fold )z) 

5 相关研究 

归纳数据类型是类型理论研究中的一个重要分支 ，2O世 

纪 7O年代，Martin-L6f归纳数据类型理论[1 ]取得 了一系列 

重要研究成果，奠定了归纳数据类型的重要研究基础。但在 

多态类型系统研究方面仍存在一定的不足，如无法在经典集 

合论模型中给出合理的解释lL1 ，经典逻辑的推理在构造逻辑 

中也不成立l_l 等。众多学者的共同努力推动了归纳数据类 

型理论的发展，如 Pitts模型 Ï 、Effective Toposl1 ]与 Mod模 

型 等在一定程度上解决了上述问题。随后 ，广义归纳类型 

成为归纳数据类型研究的重点，并被引入到构造演算的(Cal— 

culus of Constructions)[19,20]研究中。文献[21]建立了广义归 

纳类型的 Per范畴模型，并给出其构造演算在 Effective To— 

pos子范畴 w-Set中的解释_22j。 

现有研究大多侧重于应用数理逻辑或代数中的方法来研 

究归纳数据类型的有限语法构造，如文献[z31基于代数函子 

分析归纳数据类型的构造，用统一的形式化框架描述语义关 

系及性质。但对许多归纳数据类型来说，如流、表、树与堆栈 

等，在程序逻辑和语义计算方面仍存在许多尚未解决的问题， 

如语义性质与归纳规则的分析与设计等。 

相对于传统的归纳数据类型研究方法，本文应用范畴论 

方法在归纳数据类型的语法构造、语义性质与归纳规则的分 

析与设计方面具有独特的优势，主要体现在以下 3个方面：首 

先，范畴论简洁的描述性和灵活的扩展性可对归纳数据类型 

进行精确分析 ，构造伴随函子等工具设计归纳数据类型的归 

纳规则，使其描述具有普适性、语义计算 自动化；其次是范畴 

论高度的抽象性在谓词范畴与代数范畴内给出归纳数据类型 

的语义解释，不再依赖于传统代数或数理逻辑方法的特定约 

翥 



束，从而增强了归纳数据类型的内聚性 ，提高了程序语言的独 

立性；再次是范畴论严密性和一致性的语义计算特点适于在 

程序语言建模过程中进行严密推理，特别是程序语言建模初 

期归纳数据类型的分析与构造，极大地减少了软件开发前期 

出错的情况，为后期确认测试与系统维护等工作提供可靠依 

据。 

结束语 应用范畴论研究归纳数据类型，为程序语言的 

程序逻辑与语义计算提供了一种简洁、统一的描述方式，同时 

也增强了程序语言对归纳数据类型语义行为的处理与证明能 

力 本文分析了谓词范畴与代数范畴的构成与性质，探讨 了 

集合范畴到谓词范畴的函子提升，并利用伴随函子及其伴随 

性质建立了具有普适意义的归纳数据类型归纳规则。 

下一步工作将初步探讨归纳数据类型及归纳规则构成形 

式系统(Formal Systems)的可靠性、完备性与一致性等元性 

质 ，并进一步将我们的研究成果扩展到共归纳数据类型(Co— 

inductive Data Types)及共归纳规则的研究中，应用范畴论的 

对偶 原理 (Dual Principles)及适 当的 分配律 (Distributive 

Laws)深入分析归纳数据类型与共归纳数据类型之间的融合 

与计算。另外，应用 Fibrations理论[z4-z7]将归纳数据类型与 

共归纳数据类型的研究成果从基本范畴(in集合范畴、谓词范 

畴和代数范畴等)推广到2一范畴，深入探讨程序逻辑与语义计 

算在高阶范畴中的数学解释和范畴语义，也是我们下一步研 

究的重点。 
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