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分块带边结构线性规划并行算法 
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摘 要 基于内点算法(Interior Point Method，IPM)框架，导出具有分块带边结构系数矩阵的线性规划(Linear Pro— 

gramming，LP)问题的简化和最简修正方程，并证明最简修正方程的对角分块具有正定性。结合正定矩阵的Cholesky 

分解和解耦技术设计了修正方程的并行求解方法，给出了LP的并行 内点算法结构。集群环境下的数值实验表明，所 

提算法具有很好的加速比和可扩展性，适合求解大规模结构化 LP问题。 
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Parallel Algorithm of Block Bordered Linear Programming 
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Abstract This paper presented the simpler and simplest correction equation of linear programming(I )with block 

bordered coefficient matrix based on the framework of interior point method(IPM)．And the diagonal snb-matrix in the 

simplest correction equation was proved to be symmetric positive definite．Parallel IPM algorithm for LP was presented 

after a parallel solver for correction equation was proposed by integrating decoupling and Cholesky factorization of sym— 

metric positive definite matrix．The simulations in the cluster show that the proposed method is very promising for large 

scale LP problems due to its excellent speed up and scalability． 
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1 引言 

LP是处理在线性等式和不等式约束下的 线性目标函数 

的极值问题，被广泛地应用于军事、工业、运输、通讯、城市规 

划、生产计划、经济管理和政府的科学决策等方面。LP的相 

关技术还被应用于组合规划、网络规划、自动控制以及计算机 

科学等领域并成为这些学科的有效工具 。1984年 ，N．Kar- 

markar提出了一个具有多项式时间复杂度的IPM算法，并指 

出该算法在问题规模较大时计算效率将全面超过具有非多项 

式时间复杂度的单纯形法。随着世界范围内从理论和计算方 

面对 IPM算法进行广泛深入的研究，各种更有效的改进和扩 

展算法相继问世，包括原始对偶 内点法(Primal Dual I王)M， 

PDIPM)[ 、预测校正内点法[1]、多中心校正内点法[ 等。 

目前并行LP求解领域的主要研究方向是_3]： 

全新设计：根据问题的规模和组合本质推动设计新的全 

局最优化问题并行求解技术，设计全新的具有内在并行性的 

LP求解算法。该类并行算法往往与实际问题的本质有较强 

关联，实现难度大，但往往具有较好的并行加速比和可扩展 

性[4， 。 

集成设计：对 LP求解算法的线性代数计算内核进行并 

行化，即把并行的线性代数算法封装到优化代码中，实现并行 

LP求解 。， 。 

在 LP问题求解中，线性代数运算占有很重要的地位。 

特别是采用 IPM来实现 LP求解时，线性代数问题对其更为 

重要。与此同时，集成设计的并行 LP算法设计方式对最优 

化算法理论要求不高，可以有效借鉴现有的并行线性代数算 

法成果[8 ]，十分适合并行计算、计算机科学领域的学者进行 

研究，是目前并行 LP算法研究的热点。 

本文研究工作也归属为并行算法的集成设计一类。首先 

对采用 IPM算法求解 LP问题进行了讨论和分析，并针对一 

类常见的具有分块带边结构系数矩阵的 LP问题，导出其简 

化修正方程与最简修正方程，并结合最简修正方程结构给出 

了一种基于解耦的 LP并行算法。 

2 线性规划内点算法 

2．1 问题模型 

LP模型如下： 

rain c、X 
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fAx= b 

1z≥o 
式中， ，c为 维向量，b为m维向量，A为m× 维矩阵。 

很多应用中，LP模型的系数矩阵A常有式(2)结构： 

⋯  
X 一Se—X SAx (11) 

将 带入式(8)中第 1个等式，得到如下简化修正方程： 

[ o J] LAyJ：[r] (12) 
式中，D2一S～X，r一￡+SP— P，h=5。 

对式(12)还可以继续进行消元操作 。由式(12)中第 1个 

(2) 等式得到： 

Ax=一 (D。)(r—A Ay) (13) 

代入第 2个等式，得到最简既约修正方程： 

式中，A 为 × 维矩阵， =1，⋯， ；Bi为 o× 维矩阵， 

i=1，⋯，P，p+l，优一耋珊， 一 蚤撬。 

对式(1)引入内点障碍函数，去掉不等式约束如下： 

问题(3)的Lagrangian函数如下： 

L=c x--,u∑lnx 一yT(Ax--b) (4) 

计算 Lagrangian函数对原始变量 z、对偶变量 Y的偏导 

L~c--／2÷--A Y (5) 

L=Ax--b (6) 

令式(5)、式(6)分别等于o，并令 ÷一s，即XSe=~e，得 

到问题(1)的扰动的一阶KKT条件： 

y+s-c7 

K：l 二 』=o 
式中， 一[去，去，⋯， ]T，x： iag(z)，S=diag(s)， 一 

令 志一o。，胁一0，采用牛顿迭代对 KKT条件(7)进行线 

匮 圈： 卜 ㈣ 
式中，￡一c—AT —s，5=b--Ax。 

解修正方程(8)，得到迭代方向[ ，Ay， ] ，并按照式 

⋯ 95 一

．

Axi<。)I1) 

ls 一0．9995min{min{一 Si l <o)， ) 

rz‘ + 一z‘ + 印一△ ‘ 

“ ]一[ e l- Z3y(~ ] ∞ 
3 修正方程并行求解与算法步骤 

3．1 基于解耦的修正方程并行求解 

IPM的计算核心为修正方程(8)的求解。对式(8)进行 

消元操作如下： 

由式(8)中第 3个等式得到： 

A(D0)AT△v—AD r+矗=壳 (14) 

定理 1 若A为行满秩，则式(15)中A(D2)A 为对称 

正定矩阵。 

证明：若观察到x>O，s>O，并结合正定矩阵所对应的二 

次型的性质，定理容易得证。 

若A具有式(2)结构，那么最简既约修正方程的系数矩 

阵结构如下 ： 

A (192)AT一 

厂A D}A A D}研 

I A Dl Az Di I 
． 

； 

I ApD~pA； A Dp2u T 

LB1 D}AT B2 D； ⋯ A,D~Ar C 

式中， 一X (Si)～，C一‘∑BiD．ZB．T。 十l 
l一 1 

(15) 

采用分解一回代的方式求解修正方程。由定理 1，A 

( )A 正定，可以进行 Cholesky分解 加]，所以可以对式 

(15)所示矩阵进行如下分块 Cholesky分解 ： 

L2 

F2⋯ L，+1 

(16) 

式中， 

L山 一A ( )A ， —l，⋯ ，P (17) 

Ff：B D A (L )～ ， 一1，⋯ ，P (18) 
0 

L LT+1=C--∑RFT (19) 

分解完成后，进行如下两次回代运算，即可完成最简既约 

修正方程(14)的求解： 

令 

． 

厂L1 

I Lz 

J 。’ 
F2 ⋯ L，+ 

=

喹 J (2O) 
(21) 
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展开如下 ： 

LfZ 一九 ， =1，⋯ ，P (22) 
0 

Lp+1 zp+1一壳p+1一∑ zf (23) 

LT+1△ p+1=lp+l (24) 

LT =厶一砰 △ +1， 1，⋯，户 (25) 

上述分解一回代过程中，式(17)、式(18)都分别为 P个独 

立的子问题 ，可以并行进行计算；式(22)为P个独立的下三角 

线性方程组，可以并行进行求解；式(25)为P个独立的上三角 

线性方程组，也可以并行进行求解。 

3．2 算法步骤 

步骤 0 初始化，取 艿∈(O，1)，￡一10～，k一0，愚一 一50， 

给定初值( ，yO，so)。 

步骤 1 计算对偶间隙g=( ) ( )。 

步骤2 如果 愚≥愚 ，迭代不收敛，则结束；如果 g<e， 

输出最优解，则结束。否则进入步骤 3。 

步骤 3 计算扰动因子 一艿·g／n。 

步骤 4 修正方程并行计算： 

步骤 4．1 分别并行进行式(17)、式(18)所示的各 P个 

计算任务 ； 

步骤 4．2 进行式(19)所示计算，完成修正方程分解； 

步骤 4．3 并行进行式(22)的回代计算，并计算式(23)， 

完成第一次回代运算； 

步骤 4．4 类似地计算式 (24)后再并行计算式(25)，进 

行第二次回代，得到 Ay，再按式(13)、式(11)得到 位 及 ， 

完成整个修正方程(8)的求解。 

步骤5 按式(9)确定原始与对偶步长。 

步骤 6 按式(1O)更新原始、对偶变量 ，k一忌+1；转步骤 

1。 

4 算法实现与测试 

4．1 实验平台 

本文采用 Matlab Parallel Computing T0olb0x(PCT)叫 

搭建集群。集群有 4个节点，节点基本信息为：Intel core 2 

Duo处理器(E7200)，2．53GHz；2GB内存；安装Windows XP 

操作系统，Matlab 7．8。节点间采用100MB以太网互联。 

PCT是 MATLAB中的并行与分布式处理组件，提供了 

高级构造，如并行 for循环、并行算法、基于 MPI的函数以及 

用于作业和任务管理的低级构造。利用并行计算工具箱开发 

分布式和并行应用程序时，该工具箱使应用程序能够在包含 

最多 4个本地作业的桌面进行原型开发，并且通过 MATLAB 

分布式计算引擎，可将这些应用程序调整到一个集群上的多 

台计算机。本文采用PCT基于主从模式将核心计算进行任 

务划分，并均衡地提交至各个节点进行计算。 

4．2 实验结果 

本文采用电力系统中经典的预想事故最优潮流问题作为 

计算实例，并将其所有的非线性项采用一阶近似进行线性化， 

得到其具有分块带边结构的近似 LP模型。选取了两个计算 

实例：IEEE 30节点系统和300节点系统，两个系统的系数矩 

阵A分别为2625阶和29328阶分块带边方阵。 

为对比说明本文所提算法的有效性，分别采用文献[12， 

133中的异步 Gauss-Seidel方法和并行 I 分解方法来直接 

求解修正方程式(8)并实现整个内点算法。简称这两种算法 

为并行的GS-IPM和LU_IPM算法。 
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表 1给出了3种算法并行求解 300节点系统的计算结果 

比较，其中黑体为表中最好结果。由于GS-IPM和 LU-IPM 

算法是直接求解修正方程式(8)，本文所提算法求解的是最简 

修正方程(14)，其规模比式(8)要小，因此，所提算法计算时间 

比前两种要少。同时，由于所提算法充分考虑了最简修正方 

程的分块带边结构特征，其并行求解加速比明显高于前两种 

算法。图1给出了本文算法求解 3O节点系统和 300节点系 

统的并行加速比情况。如图 1所示，对于两个计算实例 ，随着 

处理器核的数目的增加，算法加速比都能够得到稳步提升，使 

得计算时间得以减少；同时大系统(300节点)的并行加速比增 

加更为明显，主要原因是采用 Matlab PCT编写的并行程序存 

在并行任务启动开销，这一开销在小系统中显得十分明显，对 

加速比产生较大的影响，而在大系统求解中则影响不大。 

表 1 并行计算结果比较(300节点系统) 

卫2 
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L8 
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12 
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／  一  

／  
／  

_／ ． 
￡ ———一 

处理器棱散 P 

图 1 并行计算加速比比较 

结束语 本文基于 IPM 思想 ，导出了具有分块带边结构 

的LP问题的简化和最简修正方程，并根据其结构，结合解耦 

思想，设计了该特殊问题的并行算法。本文取得的主要结论 

如下： 

1)大规模LP问题的约束方程系数矩阵往往具有结构化 

和稀疏特点。充分讨论和利用其结构特征，导出修正方程系 

数矩阵的重要特性，例如对称正定性，对提高 LP问题的求解 

效率十分重要。 

2)LP问题的并行求解过程中，对分块结构进行解耦，能 

够有效提高并行算法的加速比和可扩展性。 

在Matlab集群环境下对算法的测试表明，算法具有很好 

的加速比和可扩展性，适合求解具有分块带边结构的大规模 

LP问题。后续工作将围绕算法细粒度并行展开，以进一步提 

高算法的可扩展性。 
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5．2 训练与测试 

本文的MNN-CREDIT信用评估模型在实际评估中发 

现 ： 

1)学习模型对数据过分特化，如果使用训练数据导出分 

类法，然后信用评估分类法，可能错误地导致过于乐观的估 

计 。 

2) 折交叉确认是基于给定数据随机选样划分的，常用 

评估分类法准确率的技术。 

因此，为了更准确地评估MNN-CREDIT模型的准确率， 

把 1000个数据分成4个互不相交的子集数据集，每个子集各 

250个数据。把这4个子集按 3：1的比例组成训练集和测 

试集，进行 4一折交叉确认。4个信用预测结果的平均值与朴 

素贝叶斯模型、支持向量机和 近邻判别分析方法(矗=17)信 

用预测结果的精度进行了比较，如图 5所示。 

警 
蔫 

图 5 各信用评估模型的预测精度比较 

从图5可知，MNN_CREDIT模型较支持向量机，其预测 

精度提高了1．64％；较朴素贝叶斯模型，其预测精度提高了 

3．04 ；较 近邻判别分析方法(愚一17)，其预测精度提高了 

6．87％。 

结束语 信用评估对于银行控制风险具有十分重要的意 

义。传统的信用评估方法存在一些缺陷，本文针对信用评估 

对象的特点，提出了适应信用评估的MNN_CREDIT模型，并 

利用该模型对德国信用数据库的真实数据进行实证分析。结 

果表明，MNN-CRⅡ)IT模型较传统的信用评估模型，取得了 

较高的预测精度，证明了本文提出的基于多进化神经网络的 

信用评估模型的有效性。 
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