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数据流中随机型分形维数计算方法研究 
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摘 要 分形维数能够有效地描述数据集，反映复杂数据集q-隐含的规律性，基于分形理论的数据挖掘算法通常都涉 

及到分形维数的计算。但是现有的分形维数计算方法的时间复杂度和空间复杂度都比较高，大大降低了算法的效率， 

使算法很难适应高速、海量的数据流环境。因此，总结分析了现有的几种分形维数计算方法，并提 出一种随机型方法， 

利用固定的内存空间快速估计数据流的关联维数。最后通过与现有算法进行对比实验，证明了这一随机型算法的有 

效性 。 
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Abstract Fractal dimension can describe the data set effectively and can reflect the hidden regularity of the complex da— 

ta set．Data mining algorithms based on fractal theory are usually related to the calculation of fractal dimension．But 

most of the existing fractal dimension calculation algorithms are with high time complexity and space complexity，which 

greatly reduces the efficiency and is not applicable for data stream with high-speed and massive data．In this paper，se- 

veral existing fractal dimension calculation algorithms were analyzed and a stochastic fractal dimension calculation algo— 

rithm were proposed to fast estimate the correlation dimension in fixed space．The comparative experiment and analysis 

demonstrate the effectiveness of this stochastic fractal dimension calculation algorithm． 
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1 引言 2 相关研究 

分形理论是现代非线性科学研究中十分活跃的一个数学 

分支，它利用整体与局部间具有的自相似性，揭示复杂现象中 

所蕴含的规律。分形维数是描述具有分形特征物体的重要指 

标，可以定量地分析分形集的复杂程度。近几年，许多学者的 

研究表明l2 ]分形维数在数据挖掘领域有着非常特殊的作用， 

将分形技术应用于数据挖掘领域能够更好地克服传统数据挖 

掘技术的不足，有效地解决在结构复杂、高维数据集上的数据 

挖掘问题口]。目前，对于快速到达、潜在无限的数据流环境的 

挖掘已经成为数据挖掘的一个重要的研究方向，而分形维数 

计算的低效使得在数据流挖掘中应用分形理论面临着困难。 

在数据流的挖掘中，用精度换取效率是一种常用的方法。同 

时，准确的分形维数很难得到，人们往往更关心分形维数的相 

对大小和分形维数的变化情况，计算分形维数时常用的盒计 

数法(box-counting)计算出来的分形维数本身就是对分形维 

数的一种估计。因此，在数据流环境中，对分形维数进行高效 

和准确的估计具有重要的意义。 

分形是自然界 中普遍存在的现象。分形体具有 自相似 

性 ，即局部与整体相似。大量实际数据集具有分形特征，即数 

据集的部分分布与整体分布有相似的结构或属性。在实际数 

据集中，这种 自相似性一般表现为统计意义上的 自相似性。 

分形理论的创始人 Mandelbrot认为分形集这类奇异集合的 

性质不能用欧氏测度来衡量，但维数恰是此类集合尺度变化 

下的不变量，因此主张用维数来刻画这类集合。 

定义 1(分形维数) 对于一个在区间[ ，Yma ](无标度 

区间)内呈现统计 自相似特征的 E维数据集 ，数据点落在边 

长为r的E维单元格内的概率为P ，则分形维数为 

1 31og ?
，． ⋯  

一 —

q--—1— ； ∈L n，rmax (1) 

当q—O时为豪斯道夫维数，g一1时为信息维 ，而 q一2时 

为关联维。 

计算一个 E维数据集的分形维数时，首先将数据集划分 

为 L层网格结构。第一层对每一维 2等分 ，得到 2 个 E维 
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网格 ；第二层对每一维 4等分，得到2 个E维网格；直到第 L 

层，对每一维L等分，得到2墟个E维网格。然后计算每一层 

划分中数据点落人每一非空网格的概率 P 一C ／n，其 中C 为 

第 i个网格中落入的数据点数，n为总数据点数。根据式(1) 

拟合得到分形维数。 

对于实时的、连续的、潜在无界的事件序列构成的数据 

流，由于不能将快速到达的数据全部存在主存中，因此与计算 

静态数据集分形维数相比，要求其算法时间和空间上更高效。 

此外，数据流上计算分形维数还要满足以下几点要求： 

1)新到达的数据可能超出了原有的数据取值范围，要能 

够进行简单快速的调整使取值范围适应新数据。 

2)能够满足人们的查询要求，根据输入的查询参数输出 

指定查询范围内的分形维数。 

基于分形理论的数据挖掘算法一般都离不开分形维数的 

计算，研究者们在提出算法的同时也提出了不同分形维数的 

计算方法。同时有研究者专门针对分形维数的计算方法进行 

了研究。这些算法可以分为两大类 ：一类是确定型算法，另一 

类是随机型算法。 

确定型算法是指在计算分形时能准确得到落入每个非空 

网格中的数据点的个数。文献Em6]中的算法都属于确定性 

算法。文献[2—5]中的算法只适用于静态数据集，其中文献 

[2，3]中的方法比较具有代表性，前者利用树结构存储所有非 

空网格信息 ，后者利用基于 Z-ordering编码的网格结构存储 

所有非空网格信息。文献[6]在树结构的基础上引入了滑动 

窗口，使算法适用于数据流环境，但只能支持较小的窗口。 

这些确定型算法的共同点在于最终都得到了每个非空网 

格中的数据点数 ，区别主要是使用了不同的数据结构。每一 

层网格结构中，这类算法要保存非空网格中的数据点数，至少 

需要 O(n*logn)的空间，其中 为非空网格个数；还要保存 

每个网格的坐标 ，需要 0(E)的空问，其中 E为数据集维数。 

在海量的数据流中，非空网格的数量也将非常巨大，因此确定 

型算法计算数据流的分形维数只能通过一个较小的滑动窗口 

来实现，对数据流的考察范围比较有限。 

随机型算法是指在划分出来 的每一层网格结构中，使用 
一 些随机算法来估计∑ ，其中 为落入每个 }空网格中的 

数据点数。为达到这一目的，一般构建随机变量 X，使 E(X) 
一 ∑ ，D(X)较小 ，通过切 比雪夫不等式可知，得到的估计 

值在较大概率下与真实值的误差可以满足阈值要求。文献 

[7]中的方法属于随机型算法，使用 固定的空间估计关联维 

数，其理论来源为文献[8]的tug-of-war思想。但是算法不够 

灵活，只能计算整个数据流的分形维数 ，而且更新数据时要同 

时更新所有 s *52个计数器。 

确定型算法和随机型算法比较： 

1)确定型算法计算出的分形维数更准确，但需要较高的 

时间复杂度和空间复杂度。 

2)随机型算法只需要固定的空间和较低的时间复杂度， 

更适用于数据流环境。 

3)确定型算法对于 q的取值不敏感，使用相同的数据结 

构可以计算出q取不同值时的分形维数；随机型算法在q≤2 

时比较简单，随着 q增大算法复杂度明显提高。 

3 基于窗口计数器的多层 CountSketch结构 

为了可以根据输入的查询参数估算指定查询范围内的分 
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形维数，本文引入了基于窗口计数器的多层 CountSketch结 

构，使用到的基本定义如下。 

定义 2(k-universal哈希函数[9川 ) 首先定义[hi一(0， 

1，⋯， 一1)，如果一组从[ ]映射到[ ]的哈希函数为 k-uni— 

versal哈希函数族，则满足以下条件：对任意不相等的 ．TO，35" ， 
⋯ ， 一1∈En]和任意的7)0， l，⋯， 一l∈[ ， 

Prh∈H{h(xf)一Z／／，ViE ]}一1／mk 

定义 3(窗口计数器) 窗口计数器是这样的一种数据结 

构：它包含计数器最后一次更新的时标 和循环列表 List， 

并采用延迟更新机制来避免频繁的维护，即在更新计数器或 

输出结果时，将过期窗口对应的数据设为 0，再将当前窗口对 

应的信息保存到 List的相应位置。 

定义 4(改进的CountSketch结构) 改进的 CountSketch 

结构是由 txm个窗 口计数器 counter、t个包含 m个桶的哈 

希表和t个从对象到{1，⋯，m}的4-universal哈希函数组成的 

数据结构。其中t个哈希表的每个元素是一个窗 口计数器。 

与文献[12]中定义 的 CountSketch结构相比，该结构减 

少了 t个从对象映射到{1，一1}的 4-universal哈希函数，并且 

使用窗口计数器代替了整数计数器。 

对于一个支持 w个基本窗口的窗口计数器，其循环列表 

List包含 W个元素，每个元素可以对应一个大小为 Sizeb的 

基本窗口。如果单独使用具有窗 口计数器的 CountSketeh结 

构，面I临的问题是如果基本窗口过小 ，要支持较大的查询粒度’ 

时就需要多个窗口，这使得计数器占用的空间变大 ，更新速度 

变慢。同样，如果使用的基本窗口过大，又降低了查询的精 

度。为了解决这一矛盾，提出了基于窗口计数器的多层 Cou— 

ntSketeh结构。其基本结构如图 1所示。 

图 1 多层 CountSketch结构图 

不难发现 CountSketeh结构具有可加性，即对于连续的 

数据流段 S ，S。，⋯， ，其 所对应的 CountSketeh结构为 

CS1，CS2，⋯，CS．。如果其参数都相 同，则将 CS ，CS2，⋯， 

CS．对应位置相加，得到新的 CountSketeh结构 CS，则 CS与 

数据流 S一{S ，Sz，⋯， }产生 的具 有相 同参数 的 Cou— 

ntSketch结构相同。因此可以使用分层结构，根据输入的参 

数建立起 P层具有相同参数的 CountSketch的分层结构。每 

一 个 CountSketch结构中使用包含 Wi个大小为b 的基本窗 

l口的窗口计数器，其中i∈{1，2，⋯，P}。只有最底层的Cou— 

ntSketch需要 t个哈希函数处理原始数据流，其它层不需要 

哈希函数。在除最高层以外的任何一层中，如果一个窗口过 

期，则作为上一层的一个点将这个窗口中的数据加到上一层 

对应位置的计数器中。当需要输出结果时，将查询参数 N分 

解，得到所有包含在查询范围内的窗口。将各层查询范围内 

窗口中的数据相加 ，合并成一个单一的CountSketch结构。 

4 基于多层CountSketch结构的随机型关联维数算 

法 

随机型算法计算关联维数时，划分完 L层网格结构后， 



需要计算每一层划分中 的值。由于∑
i 

一  一

寿 
C ，Ci为每个非空网格 中落入的数据点数，N 为总点数。其 

中 N可以通过计数的方式获得 ，因此需要估计的是 F2一∑ 

c 。4．1节介绍在每一层网格结构中，如何基于窗口计数器 

的多层 CountSketch结构估计 F2。4．2节介绍如何通过 F2 

的估计算法估计数据流的关联维数。 

4．1 F2估计算法 

定义 5(F2的(s， )估计) 对于给定 的参数 0<e<1和 

0<8<1，得到 的估计值 ，使得 Pr(J F2一F2}>￡ )< 

1一 ，叫做 F 的(￡，艿)估计。即以大于 艿的概率保证估计值 

Fz与真实值 F2之间的误差不超过 eF2。 

通过输入不断到达的数据的坐标，可以得到 F2的(￡， ) 

估计。具体过程如下： 

Step1 建立多层 CountSketch结构，参数为 t和 m。hi， 

h。，⋯，h 为相互独立的从坐标到 {1，⋯，优)的 4-universal哈 

希函数。 

Step2 插入数据，执行 Step3；输出结果，执行 Step4。 

Step3 t个哈希函数h ， ∈(1，￡)分别将数据坐标 g 一 

fgtI，gi2，⋯，舡 }映射 到 {1，2，⋯， }，更新 最底 层 Cou— 

ntSketch结构中的 t个计数器，使 counterh ( +：1。 

Step4 多层结构输出结果 ，即所有包含在查询范围内的 

窗口合并成一个 CountSketch结构。由其中的 t个哈希表根 

据式(2)计算出 t个估计值 x ，X2。⋯，X，返回它们的中位数 

作为估计结果。 

X一 ∑ co ，z 一 (∑ ∞“ ) (2) 
¨l iE[mJ ￡ iC-Lmj 

式中，counteri为哈希函数映射到哈希表第 i个位置的元素个 

数。用 ，b代表任意可能的非空 网格 ， ， 为其中落人的 

点数，可知 

COUrt￡ 砰一 ^ 

+
一 意⋯ 厂 ]COUrt ri)b A i 口一 n≠6̂(Ⅱ)一̂(6) ∈I 『 

一 E
。
f fb 

—  ：+ 
A意一 +̂ 善 -厂 n 6 n≠6 ̂(n)一̂(6) (̂Ⅱ)≠̂(6)一 

于是 — + 恿 一 萎 ^。根据k-uniA m — d≠6̂妇)一̂(̂) (̂n)≠̂(6) 
versal哈希函数的概念，可以得出lg] 

E(X)一F2，D(X)一 (F2 一F4) 

Pr(IX～Fz l>￡F2)< <蒜  
令 m一—e2( 1--8)，可以得到 X为Fz的(￡，a),t~ff。 

4．2 随机型关联维数算法 

为了计算关联维数，首先将E维数据流x划分为L层网 

格结构。设 x的第 维的最大值为maxj，最小值为mini，则 

X第 维的取值空问长度R 一maxj—mini。对于一个新到 

的数据点32 ={．2g ，⋯， }，计算其在每一层网格结构中 

的坐标。在第 k层划分中，kE{1，2，⋯，L}，网格的边长 — 

R，／2 ，xi坐标编码为(g ，gz，⋯，gE)，gi根据式 (3)得到。 

将计算出的数据点在每一层网格结构中的坐标作为 F 估计 

算法的输入，计算出每层网格结构中 F2的估计值，进而根据 

1 

式(1)拟合得到关联维数的估计值。 

r 二 ] I I (3) 

式中，MJ—Mini+娶。 
～  

数据流中，计算一个新到达的数据点在每一层网格结构 

中的坐标时，可能出现数据点取值超出原有取值范围的情况， 

这需要对取值空间进行调整。具体方法如下： 

输入：每一维的最大值 maxj，最小值 m ，数据点．Ti 

输出：调整后的 nmxj，m ，L 

While(点超出取值空间) 

{ 

For 一1 tOE 

If(x0> maxj or < min，) 

L=L+1； 

For k一 1 toE 

mink—mi 一风／2； 

maxk—m +Rk／2； 

Rk 2*Rk 

Endf0r 

Endif 

Endfor 

) 

综上所述，基于多层 CountSketch结构的随机型关联维 

数算法的具体过程如下： 

Step1 初始化算法，得到每一维初始 的最大值和最小 

值 。 

Step2 将 E维空间划分为 L层网格结构。 

Step3 为每一层 网格结构 构建估 计 R 所需 的多层 

CountSketch结构。 

Step4 对于每一个新到达的数据点，检查其是否超出取 

值范围，超出取值范围时做相应调整。计算出数据点在每一 

层网格结构中的坐标。 

Step5 将坐标插入每一层网格结构的多层 CountSketch 

结构中。 

Step6 计算出每一层网格结构中 的估计值。 

Step7 ．由每一层网格结构 中 的估计值计算出∑ ， 

根据式(1)拟合得到结果。 ． 

5 实验验证 

实验部分将本文的算法与文献[6]中的 SID-meter算法、 

文献[3]中的 ZBMFD算法以及文献[7]中的 TOW 算法进行 

了对比。其 中TOW 算法属于随机型算法，其余两种算法属 

于确定型算法。5．1节主要进行计算结果精度方面的对 比。 

SID-meter和 ZBMFD属于确定型算法，它们输出的分形维数 

相同。这一结果是应用中最常用到的。通过将这一结果与本 

文算法代表的随机型算法的计算结果进行比较，证明了本文 

的随机型算法的计算结果与确定型算法的计算结果很接近。 

5．2节主要进行几种算法的时问空间效率的对比。 

5．1 结果精度对比实验 

实验 1 在 Sierpinkski三角数据集对算法进行 了测试， 

并与确定型算法进行 了比较。 首先生成 5000个点的 Sier— 

pinkski数据集 ，并将所有点包含在窗口内。随机生成 5个 4一 

universal哈希函数。输出的 5组估计值和确定型算法输出的 
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估计值如图 2所示。从图中可以看出确定型算法输出值的实 

线被多条虚线覆盖，只有一条虚线产生了较大的偏差。对 5 

组输出数据取中位数，去除了偏差曲线的影响，输出的分形维 

数为 1．5580，SID-meter和 ZBMFD算法输出的结果相同，为 

1．5578，TOW算法得到的结果为 1．520，Sierpinkski理论上的 

分形维数为 log2 3。几种算法的计算结果与理论值相差不大。 

实验 2 为了进一步测试对数据流分形维数的计算，合 

成了这样一个数据流，其前 100000条数据产生于科赫曲线， 

后 100000条数据产生于 Skierpinkski三角。每隔 40000计算 
一 次分形维数，考察分形维数随数据流动而产生的变化。实 

验结果如图 3所示。 

图 2 Sierpinkski数据集 log-log 图 3 合成数据流分形维数变化 

比较图 比较图 

实验 3 使用中国深市 1991年 4月 3日至 2009年 1O月 

26日每天开盘、收盘、最高价、最低价、交易量、交易金额组成 

的 6维数据集进行了测试 ，由确定型算法和随机型算法分别 

计算出每一层网格结构 F2的估计值，考察 F2的估计值和真 

实之间的差距，结果如图 4所示。可以看 出 2条曲线基本重 

合，两者之间差距很小。每隔500条数据计算一次分形维数， 

结果如图 5所示。 

2 

2̂  

萎。 

L6 

1．2 

图4 股票数据集 log-log比较图 图5 股票数据集分形维数变化 

比较图 

实验 4 使用 UCI数据集 Character Trajectories前 400 

个样本中的 65000条数据进行实验的结果如图 6所示。实验 

分别取数据集中的前两个属性和全部 3个属性进行 ，可以看 

出，随着属性的增加，分形维数增大。 

图6 Character Trajectories数据集 log—log比较图 

5．2 算法效率分析 

在算法效率方面，随机型算法时间和空间效率明显高于 

确定型算法，且本文算法优于已有的随机型算法 TOW 算法。 

空间上，若最大划分层次为 L，L一般较小，第 L层网格 

结构中非空网格个数最多为数据点数 。SID-meter算法需 

要保存整棵分形树，分形树每一层的结点个数最多为 ，z，需要 
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的空间为O( *L)。ZBMFD保存的是最底层的网格结构， 

相当于保存了分形树最底层的结点，需要的空间为 0(，2)。这 

两种确定型算法所需空间随着非空网格个数的增加而增大。 

而非空网格个数最多等于总数据点数，因此只能通过较小的 

滑动窗 口来保存有 限的数据点。本文算法需要 的空间为 

O(t*m*P*L)，其中 P为多层结构的层次，t和 m为 Count 

Sketch结构的两个参数，相对于 而言，所需的空间为 0(1)， 

与保存的数据点的个数无关。TOW 算法所需的空间为为 0 

(s *Sz*L)，其中 s *Sz为所用的计数器的个数，相对于 

而言所需的空间同样为 O(1)。 

时间上，计算分形维数分为两个阶段：第一阶段为插入数 

据点，第二阶段为计算分形维数。若第L层网格结构中非空 

网格个数为 n，在插入数据点过程中，ZBMFD算法插入一个 

数据点时，需要查找要插入 的点是否落人现有的非空网格。 

如果落入现有的非空网格 ，则直接更新该网格信息，否则建立 
一 个新的非空网格。这一过程需要的时间为 0(1ogn)。SID- 

meter算法每一层网格结构中都需要做这样的判断，且每一 

个网格包含的下一层非空网格最多为 r／，因此需要的时间为 

O(L*logn)。TOW 算法插入一个数据点需要计算 s1*S2* 

L个哈希 函数的值，假定计算 哈希函数的时间为 0(1)，则 

TOW 算法需要的时间为 0(s *sz*L)，对于 72而言需要的 

时间为 0(1)。本文算法插入一条数据需要计算 t*L个哈希 

函数的值，需要的时间为 0(￡*L)，对于 n而言需要的时间同 

样为0(1)。同时由于t小于s *Sz，因此本文算法优于TOW 

算法。在第二阶段计算分形维数过程中，ZBMFD算法需要 

逐层合并出上层网格，由当前网格映射到上层网格需要的时 

间为 O(n十 *logn)，可以认为是 O(n*logn)，映射的次数取 

决于划分的层数，因此需要的时间为 O(L* *logn)。S 

meter算法只需要对分形树遍历进行累加，分形树最多有 L* 

72个结点，需要的时间为 0(L* )。TOW 算法需要对 S *S2 

个计数器进行统计 ，本文算法需要对 t*m个计数器进行统 

计 ，两者效率相当，但计数器的个数明显少于数据点数，因此 

两种随机型算法的效率要高于两种确定型算法。 

因此无论在空间效率还是时间效率 ，随机型算法 TOW 

和本文算法都优于确定型算法 SID-meter和 zPMFD。TOW 

算法和本文算法在空间效率上相当，在时间效率上本文算法 

优于 TOW算法。 

结束语 现有的分形维数计算方法大体可以分为确定型 

算法和随机型算法两类。本文着重对随机型算法进行研究并 

提出了一种灵活高效的随机型分形维数算法 随机型分形维 

数算法通过构建一组期望等于各非空网格中数据点数的 q次 

幂之和且方差较小的随机变量 ，得到分形维数的估计值。这 

一 估计值以很高的概率与确定型算法算出的分形维数十分接 

近，从而可以有效地估计分形维数且时间复杂度和空间复杂 

度明显低于确定型分形维数计算方法，更适合快速、潜在无限 

的数据流的挖掘。研究广义分形维数的估算方法和应用随机 

型分形维数计算方法挖掘数据流中隐藏的规律，将是今后研 

究 的重 点。 
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剩下的任务加上这个并行块是顺序的，因此由式(3)可计 

算出第 3个实例子图的响应时间为 

一0．25斗一0．2+0．36028+0．053—0．86328(s) 

同样地 ，其它 3个实例子图的响应时间为 

一0．795(s)，丁!一0．82(s)， 一1．153(s) 

最后，整个模型的完成时间为 

7、一0．12×0．795+0．28×0．82+0．18×0．86328斗 

0．42×1．153—0．9646504~ 0．96(s) 

模型的性能分析完毕。 

p 

p 

p 

图4 实例子图 

结束语 本文将 WF-net概念做了延伸，把 Poisson分布 

的到达时间和指数分布的服务时间同每个任务联系在一起， 

给出了随机良构工作流网的定义。结合排队网络的知识将资 

源到达情况及任务执行情况结合起来描述一个任务，推导出 

了每个任务的响应时间、每种工作流模式响应时间的计算公 

式，结合模型的分解算法推导出了实例子图的响应时间，最终 

结合路由率定义计算出了整个 SWWF-net模型的完成时间。 

本文最后结合实例给出模型分解算法和相应 的分析 ，推导出 

了随机良构工作流网模型的平均响应时间。在今后的研究中 

将继续探讨及改进分析算法。 
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