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乘积格蕴涵代数的子代数的 MATLAB实现 

吴明慧 刘 煦 徐 扬 马 骏。 

(西南交通大学智能控制开发中心 成都 610031) (西南交通大学力学与工程学院 成都 610031) 

(澳大利亚悉尼科技大学信息技术学院)。 

摘 要 借助于MATI AB，得到了两个有限链型的乘积格蕴涵代数子代数的具体形式，更直观地反映了格蕴涵子代 

数的结构特征，并且通过一个例子展示了程序的运行结果。研究了格蕴涵代数中各种滤子之间的关系，讨论了两个链 

型格蕴涵子代数乘积的滤子，得到 了其只存在平凡滤子和素滤子的结论。 
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Abstract The current paper gets the concrete forms of the subalgebras of two finite chain-type lattice implication pro— 

duct algebras by means of M ATLAB，it is absolutely necessary to know the structure of lattice implication algebras 

more intuitively．An example was given to show the result．It investigated the relations of some filters of lattice implica— 

tion algebras．Furthermore，it discussed about the filters of direct product of two finite chain-type lattice implication 

subalgebras，and got the direct product that two finite chain-type lattice implication subalgebras have trivial filters and 

prime filters only． 
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1 引言 

经典的二值逻辑是处理确定性现象的逻辑系统。它虽然 

是确定性信息处理的一种十分有效的工具，但却无法直接有 

效地刻画人类带有不确定性信息的思维活动 ，于是，计算机 

科学、人工智能、数学及相关应用领域的研究人员纷纷提出各 

种各样的逻辑系统，试图为智能控制中的不确定性推理建立 

合适的逻辑基础。在非经典逻辑的研究中，格值逻辑是重要 

的研究方向之一。格值逻辑是一种重要的多值逻辑 ，它把已 

有的多值逻辑的链型真值域拓广为较一般的格，进而更有效 

地描述人类思维、判断和决策的不确定性。到目前为止，关于 

格值逻辑系统的研究还不够充分，特别是对具有较复杂真值 

域和真值域中不可比较元的逻辑系统的研究还比较薄弱。为 

解决这一问题，1993年徐扬在研究多值逻辑和不确定性推理 

的过程 中将格与蕴涵代 数相结合提 出了格蕴 涵代数 的概 

念[ ，为格值逻辑和近似推理提供了一个理论基础。我们知 

道，对格蕴涵代数的子结构的研究是格值逻辑系统中的一项 

重要内容 ，同时研究有限链型格蕴涵代数也是必要的[6]。文 

献[15]中，对有限格蕴涵代数的结构进行了探讨 ，提出了一种 

找到格蕴涵代数的子代数的方法，并且计算出了子代数的个 

数。滤子及理想作为格蕴涵代数的重要的子结构 ，在基于格 

蕴涵代数的自动推理和近似推理中具有重要作用，国内外多 

位学者对格蕴涵代数的滤子、L卜理想等结构做了较深入的讨 

论_2 州 。文献[7，9，137提出了素滤子、固执滤子、超滤、布 

尔滤子等概念，并讨论 了其中几种滤子之间的关系。但在这 

些研究工作中，滤子关系的讨论不全面，且关于子代数和乘积 

格蕴涵代数的子结构的研究很少。 

基于以上的研究工作，本文将在上述研究成果的基础上 

作进一步的讨论，致力于对格蕴涵代数子结构作进一步研究， 

在探索乘积格蕴涵代数的子代数时采用 了 MATI AB编程， 

继续为以格蕴涵代数为真值域的格值命题逻辑系统研究做准 

备。 

2 基本理论 

在本文中，我们总是假设(L，V，̂ ， ，一，0，J)是一个格 

蕴涵代数，且简记为 L。首先给出几个定义及定理 ，具体内容 
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请详见参考文献[9，l5]。 

定义 1l】 设 L是一个格蕴涵代数，S j ，如果 

(1)0∈S； 

(2)z，yES蕴涵 — ∈S； 

则 S是』 的格蕴涵子代数。 

显然格蕴涵子代数本身构成一个格蕴涵代数。对任意格 

蕴涵代数 L，其本身及{0，，}都是它的格蕴涵子代数，称它们 

为 L的平凡格蕴涵子代数。 

以下记 L的全体格蕴涵子代数构成的集合为S(L)。 

定义 2_] j 设 L是一个格蕴涵代数，J L，J为L的滤 

子当且仅当 

(1)IEJ； 

(2)对任意的 ，yEL，若 ∈J且 — ∈J，则 yEJ。 

定义3[”] L是一个格蕴涵代数，I， L。I，是L的一个 

关联滤子当且仅当 

(1) ∈J； 

(2)VLr，．y，2∈L，如果 z一( — )∈ ，z— ∈J则 __，一 

∈J。 

定义4 设 j 是一个格蕴涵代数，J是L的滤子 ，称 是 
一 个布尔滤子，如果 Vz∈， ，有 V ∈J。 

定义5E。 设L是一个格蕴涵代数，IP是L的一个真滤 

子，如果满足对任意的 a，bEL，若 aVbEP有 a∈P或者 b∈ 

P，则称 P为一个素滤子。 

定义 6【” L是一个格蕴涵代数，．，是L的非平凡滤子。 

L『被称为超滤，如果 V ∈L， ∈l『当且仅当z 睡J。 

定义 7[9] L是一个格蕴涵代数 ，J是 L的非平凡滤子。 

被称为固执滤子，如果 V ∈L， J有 — ∈J， 一z∈ 

1 

定理 1 ．，是格蕴涵代数 L 的滤子。则下面的结论等 

价： 

(1)J是布尔滤子； 

(2)J是关联滤子。 

定理 2E 9l 格蕴涵代数的超滤都是固执滤子。 

定理 3E J是格蕴涵代数 L的滤子，则下面的结论等 

价： 

(1)．，是同执滤子； 

(2)I，是极大关联滤子。 

定理 4 L是一个格蕴涵代数，．，是 L的滤子，J是布尔 

滤子当且仅当VxEL，nEN ，nxEJ，则 - ，∈J。 

推论 1 I，是格蕴涵代数 L的滤子。则下面的结论等 

价 ： 

(1)』是固执滤子； 

(2) 是超滤。 

证明：(1) (2)：假设 是固执滤子，并且 J，则只需 

要证明 -z EJ。假设存在 J，并且 z J，则 --~X=2xE 

J。由定理 3和定理 4可以得到 xE 。 

(2) (1)：由定理 2可以得到。 

定理 5E。 L是一个格蕴涵代数 ，J L，下面的结论等 

价： 

(1)‘厂是超滤； 

(2)J是极大真滤子 。 

图 1示出几种滤子之间的关系。 
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图 1 几种滤子之问的关系 

引理 】 如果 L是一个有限链型的格蕴涵代数，则它 

一 定是一个有限的Lukasiewicz链。 

引理 2 ] 一个有限的格蕴涵代数可以分解为有限的 

Lukasiewicz链的直积。 

引理 3E ] 设 L(n+1)是一个 +̈1元 Lukasiewicz格蕴 

涵代数，如果 L(”+1)有非平凡格蕴涵子代数，则 不是素 

数，且 L的全体格蕴涵子代数的集合为：S(L)一{L( +1)： 

Pln，pEN，p≥1)，其中PI 表示P整除n。 

定理 6|13] 设 L 一{a1≤n2≤⋯≤0 )和 L 一{b ≤62≤ 

⋯ ≤ )是两个分别含有 11个元素的Lukasiewicz格蕴涵代 

数，则： 

(1)Lukasiewicz格蕴涵代数只有平凡滤子； 

(2)令 L—L ×L 则 L的滤子仅为以下 4种型：L， 

{(& ，b )}，L ×{bn)，{a， )×L⋯ 

3 格蕴涵代数 L ×L 的子代数 

首先给出几个特殊符号，设 J 一{a ≤“。≤⋯≤“ }是一 

个 元有限链的格蕴涵代数；式子 P． — ，d一{i— I i，J∈ 

N，其中 ，J为下角标}被称为宽度，户一兰 为整数，被称为阶 
J 

数。 

定理 7 设 L】一(L ，V，̂ ， ，一 ，， )和 L2一(I V， 

^， ，一 ，，z)是格蕴涵代数，S ，Sz分别是 L ，L。的子集， 

S ×Sz是 L ×Lz的格蕴涵子代数当且仅当 S ，S2分别是 

L 和 L。的格蕴涵子代数。 

证明：若 S ×Sz是 』 ×Lz的格蕴涵子代数，则有(O1， 

)∈S ×S2，也就是 ∈Sl， ∈S2。 

对任意的 al，a2∈S1，bI，b2 E S2，有 (a1，b1)∈S】×S2， 

(a2，b2)∈S1×S2，贝0(以1，b1)--,-(d2，b2)一(d1一血2，61 b2)∈ 

S1×S2。因此 al—d2∈S1，b1—62∈S2，即 Sl， 分别是 Ll 

和 Lz的格蕴涵子代数。 

反过来 ，假设 S ，S 分别是 L 和L。的格蕴涵子代数，有 

[)I∈st，(】2∈S2，则( ，02)ES ×52。如果(n ，61)∈S1× 

S2，(r』2，b2)∈S1×S2，则 a1，a2∈S】，b1， ∈S2。因此可以得 

到 d1一n2∈S1， 一 ∈ 。所以，(a1， )一 (现， )=(aI— 

a2，b1---~b2)∈S1×S2。 

文献[15]已经讨论了链型的子代数，我们还可以得到另 

外一个结论。 

定理 8 设 L=L1×L2是两个 Lukasiwicz有限链的格蕴 

涵代数的乘积，其中 L 和 是分别含有 +1和 +1个元 

的 Lukasiwicz有限链，如果它满足以下条件之一： 

(1)m和，2是互素的； 

(2) 一 1： 

(3)n一1； 

则 S一{0．I}是唯一的链型格蕴涵子代数。 



 

由引理 3知，Lukasiewicz有限链的格蕴涵子代数的元素 

在原格蕴涵代数中l火于下角标是等距分布的。所以根据等分 

的思想 ，我们可以得到一·个有趣的结论 ，即如果 I ukasiewicz 

格蕴涵子代数只含有两个相邻的元素，不失一般性 ，这两个元 

素为 a ，n ，则格蕴涵子代数就是原格蕴涵代数本身。下面 

给出这个定理及理论证明。 

定理 9 设 』 一 {a ≤az≤⋯≤a )是含 个元素 的 

I ukasiewicz格蕴涵代数，S是 』 的格蕴涵子代数。若 “ ∈ 

S，则 S—j 。 

证明：如果 S是 的格蕴涵子代数。则 n ∈S。S关于 
“

一”运算是封闭的， 此若 a ∈S，则 a2一“ -_ 一1∈S， 1一 

“2一“ ES，⋯ ，“川 I一“川3==“川2∈S，l {此 S==，州 。 

注：此定理也就是一个 I ucksiewicz有限链一等分 ，即宽 

度 一1， 一Ⅲ～1，则子代数就为 L。 

滤子作为格蕴涵代数的一个子结构，它的研究为基于格 

值命题逻辑与一阶逻辑的滤子归结提供 了理论基础。由定理 

6，有如下定理成立。 

定理 10 设 S 一{∞≤az≤ ⋯≤ ∞}，S 一 { ≤ ≤⋯ ≤ 

}是 』 的两个 I ukasiewicz有限链型格蕴涵代数的子代数， 

则有下面的结论 ： 

令 S—S，×S ，则 S的滤子只有 以下 4种 型：S，{(a ， 

届)}，S ×{岛}，{a }×S，。 

定理 11 设 S 一 ≤az≤⋯≤ ，}，S一{卢·≤ ≤⋯≤ 

岛}是 的两个 Lukasiewicz有限链型格蕴涵代数的子代数， 

则 ×{岛}，{a，}×S是S ×S，的素滤子。 

证明：屁然 ，(n ， )∈S ×{ }。 

若(璐， )V(q， ，)一( V aj， V届)E S×{届)，则 届V 

一届，冈此 一 或者 一 。冈此有(∞， )ESr×{ }或 

者(aj， ．)∈Sr×{ }，即 x{fi,}是 Sr×S 的素滤子。 

另一个可以类似证明。 

很容易证明 S，×{ }，{ ，}×S『不是超滤 ，由图 1中各滤 

子问的关系，我们可以得到以下结论。 

定理 12 设 S 一 ≤az≤⋯≤ }，S一 { ≤ ≤⋯≤ 

}是 的两个 Imkasiewicz有限链型格蕴涵代数的子代数， 

则 S ×S 只有平凡滤子和素滤子。 

注：两个 I．ukasiewicz有限链型格蕴涵代数的乘积只有平 

凡滤子和素滤子。 

4 程序的实现 

本节介绍了编程的理论基础，并且通过一个例子展示程 

序运行的结果。可知程序中得到的子代数的个数与参考文献 

[15]中得到的个数是相等的。 

格蕴涵代数可以分为以下两种：一种是链型的，另一种是 

非链型的。由引理 3，I ukasiewicz有限链的格蕴涵子代数的 

元素在原格蕴涵代数中关于下角标是等距分布的。由定理 7 

可知，乘积的格蕴涵子代数都可以由子代数的乘积生成 ，这些 

是非链型的；而链型的子代数却不能 由子代数的乘积生成。 

由文献[15]知，乘积格蕴涵代数的子代数除了{O，，)链型的 

子代数，还有其他的链型子代数，即两个有限链型格蕴涵子代 

数的元素个数相等时特殊元素所生成的格蕴涵代数。 

基于以上所提及的，我们使用 MATI AB找到了所有子 

代数的具体形式，更直观地把握了格蕴涵代数的结构特征。 

为编程方便，我们令 L ×Lz是两个 Lukasiwicz有限链的乘 

积格蕴涵代数 ．其中L 和 L 是分别含有 nzq-】和 +1个无 

的 Lukasiwicz有 限链 ，即 Ll一』 一{“1≤“2≤ ⋯≤‰⋯ }， 

L2一 1一{6l≤62≤ ⋯≤ 1}。 

接下来，我们通过一个例子来展示 MATI AB程序所得 

到的 L × 的格蕴涵子代数的具体形式。 

例 1 考虑格蕴涵代数 』 。一』 × ，如同 2所示。 

“lI．b1l 

图 2 两个有限链格蕴涵代数 L3和 的乘积 

这里 m一2，，2—2。 

程序运行结果如下： 

输入的值为(链长一1) ans一 

输入 1"11值：(nl~0)m=2 (al，b1) (al，b2) (al，b3) 

输人 Fn值：(n>0)n一2 (a3，b1)”(a3，b2) (a3，b3) 

非链型子代数 ： 阶数 P分别为：l l 

阶数 P分别为：2 2 ans— 

ans一 (al，b1) (al，b3) 

(a】，b1)“(al，b2) (al，b3) (a3，b1) (a3，b3) 

(a2，b1)”(a2，b2) (a2，b3) 链型子代数为： 

(a3，b1) (a3，b2) (a3，b3) 阶数 P分别为：2 2 

阶数 P分别为：2 1 (al，b1) 

ans一 (a2．b2) 

(al，b1) (al，b3) (a3，b3) 

(a2，b1) (a2，b3) 阶数 P分别为：1 1 

(a3，b1) (a3，b3) (al，b1) 

阶数 p分别：1 2 (a3，b3) 

程序运行结果其一及其对应的结果分析图如图 3所示 ， 

则它的非链型格蕴涵子代数由灰色的圈标记出来。 

阶数P为：2 1 

ans 一  

(al，b1) (al。b3) 

(a2，b1) (a2，b3) 

(a3．b1) (a3．b3) 

(al，b3) 

图3 非链型格蕴涵子代数的MATI AB运行结果及分析图 

注 ： 

1．此程序中，只需要输入两个链型格蕴涵代数的链长，就 

可以直接得到乘积格蕴涵子代数的具体形式，减少了运算量。 

2．“阶数 P分别为 ：2 1”的意思是 ，这两个子代数分别被 
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在 自主研发的 HUST-CAID系统中，创建了 DFOM表示 

的两个实现，如图 6所示。用户可以自由选择任意一个实现， 

也可以增加约束来降低实现的个数。如果向暗孔中增加约 

束 ，使得该暗孔没有阻隔，那么用户只能看到图 6(a)中的实 

现，因为实现图 6(b)中的暗孔中间是阻隔的。 

结束语 本文提出了一种新的对象族模型——陈述式对 

象族模型，定义了该模型的几何结构和拓扑结构，给出了简单 

模型的约束图，在系统中实现了几个简单的模型。该几何模 

型可以维护特征的语义，克服了传统几何模型的基于设计过 

程的一些缺点。但该模型很不完善 ，后期工作主要是对该模 

型的几何约束求解和拓扑求解，以及对支持对象族建模的工 

具进行研究 。 

参 考 文 献 

[13 Bidarra R。Bronsvoort W Semantic feature modeling[J]．Com～ 

purer-Aided Design，2000，32(3)：201—225 

[23 Bonnefoi P F，Plemenos D，Ruchard w．Declarative modeling in 

computer graphics：current results and future issues[C]／／Pro— 

teedings ICCS 2004，International Conference on Co mputational 

Science．Poland：Poland，2004，3039：8O一89 

[a3 Gaildrat Declarative modelling of virtual environments，over— 

view issues and applications[C] Proceedings 3IA 2007，Inter— 

national Co nference on Computer Graphics and Artificial Intelli— 

gence．Greece，2007，10 

[4] Hoffmann C M Constraint—based computer-aided design[J]． 

Journal of Co mputing and Information Science，2005，5(3)：128— 

187 

[5] van der Meiden H A，Bronsvoort W F Solving topological con— 

straints for declarative families of objects[J3．Computer-Aided 

De sign，2007，39(8)：652—662 

[63 van der Meiden H A，Bronsvoort W F Modeling Families of Ob— 

jects：Review and Research Directions[J3．Computer-Aided De— 

sign，2009，6(3)：291—306 

E73 龚雄．陈述式几何约束系统的原理与方法研究[D3．武汉：华中 

科技大学，2007 

(上接 第 265页) 

平均分为两部分和一部分 。 

3．程序运行的结果得到的 4个非链型的子代数和 2个链 

型的子代数与参考文献[15]中子代数的个数是相一致的 

4．我们现在已经得到了乘积的格蕴涵子代数的具体形 

式，由滤子、LI_理想的结构性质，我们可以通过定理 6得到乘 

积格蕴涵子代数的滤子和 I I-理想的具体形式。 

结束语 本文进一步研究了格蕴涵代数中各种滤子间的 

关系，得到的几种滤子是相互等价的。讨论了乘积格蕴涵代 

数子结构的性质 ，得到了乘积格蕴涵代数的滤子只存在平凡 

滤子和素滤子的结论 。通过使用 MATLAB软件编程 ，得 到 

了两个有限链型格蕴涵代数乘积的子代数、滤子 、LI-理想的 

具体形式，并且通过一个例子，展示了程序的运行结果 。格蕴 

涵代数是一类重要的逻辑代数，与其它逻辑代数有密切的关 

系，如何通过它们的子结构挖掘出它们之间的关系，是我们下 

一 阶段的主要研究工作。 
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