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基于信息观点的约简算法比较 
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摘 要 在相关文献的基础上，给 出了三种不同条件熵的性质，进而研究了基于三种条件熵的不同搜索策略的约简的 

算法之间的关系，包括对一致和不一致决策表约简的执行时间、约简质量和分类性能的比较。理论分析和实验结果表 

明三种条件熵不同性质导致了三种条件熵的约简算法存在各 自的优缺点。上述工作为用户根据实际需要选择合适的 

约简算法提供了有益的参考。 
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Abstract Many types of conditional entropy reduction have been proposed and applied in information systems．It is thus 

important to clarify the relationships among the existing types of conditional entropy reduction．In this paper，the pro— 

perties of three different conditional entropies were compared and analyzed，then we investigated the relations among 

three conditional entropy reduction based on different selection strategies，including reduction quality，run time and clas 

sification accuracY in eosistent and inconsistent decision table．The experimental result shows that three conditional en— 

tropy reducts have different advantages and disadvantages．The above work can give a valuable reference for application． 
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1 引言 有意义的结论。 

特征选择和属性约简是机器学习和知识发现研究的一个 

热点，受到了广泛关注。作为处理不精确、不相容和不完全数 

据的新的数学工具一 一粗糙集理论_1j，在属性约简方面取得 

了大量成果[ 。已证明寻找信息系统最小约简是 NP—hard问 

题 ，实际应用中往往采用启发式算法搜索最优或次优约简，如 

基于正区域[a 5]、基于属性频率_6]和基于信息观点E7 11]等启发 

式约简算法。在基于信息观点的启发式约简算法中构造了多 

种条件熵作为特征评价函数：文献[11]把 Shannon条件熵作 

为评价函数设计 了一种启发式约简算法；文献[12]扩展了 

Shannon熵，提出了一种具有补的性质的信息熵 ，并给出了相 

应的条件熵}文献E13]以此条件熵为评价 函数设计了一种启 

发式约简算法；文献[14]把决策属性集相对条件属性集的条 

件信息量作为评价函数，给 出了一种新的启发式约简算法。 

基于i种不同条件熵 的约简算法都取得了较理想的约简结 

果，但是三种不同条件熵的约简结果是不同的，有必要澄清三 

种条件熵约简算法问的关系：如约简率哪个最优，分类效果哪 

个最好?本文在对三种条件熵性质及关系探讨的基础上，对 

基于不同搜索策略的三种条件熵约简算法在一致和不一致决 

策表上的约简结果及分类性能进行了研究比较 ，得到了一些 

2 粗糙集的基本知识 

四元组 s一(U，A，V，_厂)是一个信息系统，其中u一{“ ， 

U “，“IUl}是论域，IUI表示集合 U的势；A是所有属性的集 

合；V— U V，， 表示属性 a，EA的值域；f：U×A—V是信 
d
J
∈A 

息函数，使得VajEA，u／EU，f(ul，＆ )∈ ；如果 A—CUD 

且cnD—O，则称 S一(u，C，D，V，_厂)为决策表 ，其中 C为条 

件属性集，D为决策属性集；s一(U，A， ，厂)通常简写为 s一 

(U，A)。 

完备信息系统 S一( ，A)中，Q，P A，有以下定义 ： 

(1)属性集 P A的不可区分关系IND(P)为： 

IND(P)一{(骗， )∈U×Ul Vn∈P，厂(ui，“)一厂(uj，Ⅱ)} 

显然不可区分关系是一种等价关系。jND(P)在 U上导 

出的划分记为 u／p。[ ] 表示包含“ 的 P等价类，表达式 

为 [“ ]P一{ui∈Ul Va∈P，f(u ，口)一f(uj，＆)}。 

(2)若 Q P，则对 VX ∈U／P， y，∈U／Q使得 x 

，这意味着 P划分比Q精细或 Q划分比P粗糙。 

(3)U／P 一{{％)l ∈U}，则 P为恒等关系；若 U／P一 
一 {U}，则 P为全域关系。 

(4)决策表 S一(u，C，D)中，如果 U／c u／D，则称 s为 
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一 致决策表，否则为不一致决策表。 

下面给出基于信息观点的属性重要性和相对约简定义 ： 

(5)决策表 S一(U，C，D)中，QEC，则对任意 qE{C—Q} 

的属性重要性为： 

SGF(q，Q，D)一H(DIQ)一H(DlQU{q}) 

式中，H(Dl Q)是条件熵。 

(6)决策表 S一(u，C，D)中，Q∈C，Q为 c的D约简当且 

仅当VqEQ，H(DlQ)≠H(DlQ一{q})且 H(DlQ)一H(DI 

C) 

3 三种条件熵的定义与性质 

完备信息系统 S一(U，A)中，Q，P A，令 U／P一(x ， 

X2，⋯，X )，U／Q一{Y ，Y2，⋯， }，下面给出三种条件熵的 

相关定义。 

定义 1̈】11] 知识 P对应的信息熵 H(P)为： 

H(P)—一∑p( )log2 (Xi) (1) 

知识 Q关于知识P的H 条件熵为： 

H(QIP)一一E
．

p(X~)E
．

p(Y~lxi)log2户(yJ lxi) (2) 

式 (x)一 ，p(Yj 一 。 

定义 2_1 ] 知识 P对应的信息熵E(P)为： 

)=善 (1一 ) (3) 
知识 Q关于知识 P的E条件熵为： 

E(QI P)=蓦喜 
式中， 表示X 的补集，即 一U X 。E条件熵表达式 E 

(Ql P)也可以写为： 

E(QlP)一∑ (X) Ep(Yj lxi)l-l-p(Yj lX)] (4) 

定义 3E“] 知识 Q关于知识P的 条件熵为： 

I(QlP)一∑ (xf)∑ (yJ lX )[1一 (yJ lX)] (5) 

从以上定义可以看出，式(1)和式 (2)中的对数表达式 

logz35若替换为 一1，则可分别得到式 (3)和式(5)，而式 (5) 

乘以p(Xi)则可得式(4)，因此三种条件熵中 J条件熵计算最 

简单，H条件熵(需计算对数)次之，E条件熵计算相对复杂。 

又由log2 ≤．7cm1，且 (Xi)≤1，从而可得三种条件熵的大小 

关系如下。 

定理 1 H(Ql P)≥I(QI P)≥E(Ql P) 

定理 1给出了三种条件熵的大小排序，则需指出的是，如 

果 Pl， A，且 H(QlP )≥H(QlP2)，则 ，(QlP1)≥I(Ql 

P2)或 E(QlP )≥E(QlP2)并不一定成立。同样，如果 J(Ql 

P1)≥，(Ql P2)，则 E(QI P1)≥E(Ql P2)或 H(Ql P1)≥H(Ql 

Pz)也不一定成立。举例说明如下： 

例 1 令 U／Q一{Y ，Y2，Ya}，{ly I，『y2 l，1 l}一{13， 

10，9}，U／P1一{X ，X2 ， }，{lx I，lX2 l，I ，1)一{26， 

3，3}，U／P2一{X1， ， }，{l X1 l，『X2 l，l l}一{16，13，3}，l 

y1 n I一13，l y2 n X1 l一4，l n Xl l一9，l yl n l— 

o，l y2 n X2 I一3，l y3 n X2 l—O，I n l一0，『y2 n l一 

3，l n l一0，I y1 nx1 f一6，l y2 n X-l一9，l nx l— 

l，l y1 n l一5，l y2 n X2 l—O，l n I一8，}y1 n I一2， 

l y2 n l一1，l n l一0，则 

． H(QIP )一 × 13×1。g 13十, 9×l。gz未+ × 
· 26O · 

log2素)一1．1 

E(QIP )一 ×( × +去× + × )一o．40 

I(QIP )一噩×( × +未× + ×鬈)一o．49 
同理 H(QlP2)一1．10，E(Q JP2)一0．22，J(QlP2)一0．50。 

显然有 H(QlP )>J(QlP )>E(QlP )，H(Q1P )>I(Ql 

P2)>E(QjPz)。尽管 H(QlP )>H(QlP2)，但 J(Q}P )< 

J(QfP2)，而 E(QlP1)>E(QlP2)。 

以上这种关系使得由三种条件熵评估得出的属性重要度 

排序是不同的，从而导致基于三种条件熵的前向添加约简算 

法的约简结果存在较大差别，参看 4．4．1节实验部分的表 4。 

决策表 S一(U，C，D)中，QcC，令 U／C={X1，X2，⋯， 

}，U／D={Y ， ，⋯， }，下面给出三种条件熵的相关性 

质 。 

定理 2 决策表 S一(U，C，D)是一致的，当且仅当H(D1 

C)(或 E(DlC)或 I(DlC))等于 0。 

证明：令 u／c一{x1，x2，⋯， }，U／D一{Y1，y2，⋯， 

}。在一致决策表中U／Cc_U／D，即IX ny l／lX l等于 1 

或 0，因此 H(DlC)一E(DlC)一I(DlC)一O； 

反之，如果 H(Dlc)，E(Dlc)或 I(DlC)中有一个等于 

0，由三种条件熵的表达式可知对ViE{1，2，⋯，m}，V E{1， 

2，⋯，m}都有 lX n yJ l／lX l等于 1或 0，即 X 或 X n 

Yj一 ，因此U／CG_U／D，决策表为一致决策表。 

定理 2说明在判断决策表是否一致上三种条件熵是等价 

的。由定理 2可得如下推论。 

推论 1 决策表 s一(u，C，D)中，有如下等价关系：H(Dl 

C)一O E(DlC)一0 (DlC)一0。 

推论 2 一致决策表 S一(U，C，D)中，对 VCiEC，存在 

如下等价关系：H(DIC)一H(DlC—Ci)cvE(DIC)一E(DI 

C--G)∞J(DlC)一J(DIC—Ci)。 

推论 l和推论 2给出了三种条件熵之间的两种等价关 

系 。 

下面给出三种条件熵的单调性质。 

性质 1(单调性) 决策表 S一(U，C，D)，若 Q C且 U／Q 

{X1，X2，⋯， ， + 一， 一 ，X+ 一， )是将划分 U／C 

中的等价类X 和Xz合并为X U X』后产生的新划分，则 

(1)[ ]H(DlC)≤H(DlQ)，等号成立的条件为 VJ∈{1， 

2,-'-,n ， 一 ； 

(2)E(DIC)<~E(DIQ)，等号成立的条件为 一 

{ UXl}； 

(3)[“]I(DlC)≤I(DlQ)，等号成立的条件为 V ∈{1，2， 

⋯  ， 一  
。 

证明：下面我们仅给出(2)的证明，(1)和(3)的证明可分 

别参看文献[1l，14]。 

E(DlQ)一E(DlC) 

一  

善[(1 n I+l yJn 1)×(1 N 
墨 l+l n X，1)一l n I×l n I— 

ly，n 『×l n Xf 1] 



 

一百l_ (1 n I×l n x I+I yJ nx I× 

J n J)≥0 

当且仅当 和 x 同时属于 时上式等于 o，即 ： 

{ UXt)时上式等号成立。 

性质 1说明如果将决策表条件属性集的分类进行合并 ， 

将可能导致三种条件信息量的增加，只有在发生合并的两个 

分类对于决策类的隶属度(概率)均相等的情况下，才不导致 

H条件信息量和 ，条件信息量的变化，而对于 E条件熵，只 

有在发生合并的两个分类都属于同一个决策类的条件下才不 

导致 E条件信息量的变化。不难看出， 

{Xk UX~}／D={Xk UX 一 

即E条件熵取等条件比H 条件熵和 I条件熵更为严格，而 H 

条件熵和 j条件熵取等条件相同。从而我们得到如下定理。 

定理 3 决策表 S一(U，C，D)中，Q C，则 

(1)H(DlC)一H(D{Q)㈢I(DlC)一 (D{Q)； 

(2)E(DiC)一E(DfQ)=}H(DfC)一H(DfQ)； 

(3)E(DlC)一E(DlQ) (DlC)一 (DlQ)。 

定理 3的证明由性质 1可得。定理 3对一致和不一致决 

策表都适用，但(2)和(3)的逆对于不一致决策表不成立。由 

性质 1还可得以下推论。 

推论 3 决策表 S一(U，C，D)中，如果 a CC，i∈{1，2， 

⋯
，ICl}，则有 

(1)H(Dl{a ))≥H(Dl{a }U{a2})≥⋯≥H(D1{a } 

U{a2}U⋯U{alcI})； 

(2)E(Dl{a ))≥E(D{{a }U{n })≥⋯≥E(Dl{a )U 

{口2}U⋯U{alcI})； 

(3)I(Dl{a ))≥I(D}{a )U{。z))≥ ⋯≥J(D1{a }U 

{a }U⋯U{a c1))。 

推论 3说明决策属性集相对条件属性集的三种条件信息 

量的变化规律呈现非严格单调性。 

4 基于三种条件熵的启发式约简算法比较 

设计启发式约简算法需要解决两个关键问题 ：属性质量 

评价指标和最优子集搜索策略。本节根据信息观点的属性约 

简定义，分别对一致和不一致决策表中基于三种不同条件熵 

(属性质量评价指标)的前向添加和后向删除策略(搜索策略) 

的启发式约简算法的约简结果及其分类性能进行比较。 

4．1 启发式约简算法步骤 

在启发式约简算法中，不同的搜索策略将会产生不同的 

约简结果。前向搜索算法能够确保重要的属性首先被加入到 

约简中，从而不损失重要的特征；后向删除算法却难以保证这 

个结果，最终可能保留大量区分能力很弱而不是少量区分能 

力很强的特征_1 。下面给出基于 H条件熵的前向添加和后 

向删除策略的约简算法步骤： 

输入：给定决策表 s一(U，C，D)； 

输出：该决策表的一个相对约简 Q。 

(1)基于 H条件熵前向添加约简算法 H-FARCE： 

Step1 令 Q=O，T=C，求 H(DlC)； 

Step2 计算 SGF(ak，Q，D)=maxSOF(a ，Q，D)，1≤ ≤lr，『，若有多 

个属性都达到最大值，则从中选取一个与Q组和数最少的属 

性作为n 。令 Q—QU{n }，T—T--{ak}； 

Step3 若 H(D JQ)一H(Djc)，转 Step4，否则转 Step2； 

Step4 Q即为所求约简。 

(2)基于 H条件熵的后向删除约简算法 H—BACE： 

Stepl 令 Q—C一{Cl，C2，⋯，G )， 一 2，求 H(Dlc)； 

Step2 计算 H(D1Q—G)，如果 H(DIQ—G)一H(Dlc)，令 Q—Q— 

Ci； 

Step3 若 i2>0，令 = 一1，转 Step2，否则 Q即为所求约简。 

算法 H-FARCE和 H-BACE中的 H条件熵若换为E条 

件熵或 I条件熵，则可分别得到 E-FARCE，E-BACE和 

FARCE，／-BACE算法。 

4．2 三种条件熵的后向删除约简算法间的关系 

由三种条件熵性质间的关系可得基于三种条件熵后向删 

除约简算法之间的关系定理如下。 

定理 4 算法 H—BACE，E-BACE和 ／~BACE对一致决策 

表 S一(U，C，D)的约简结果相同。 

定理 4的证明由定理 2、推论 2和条件熵后向删除约简 

算法步骤可得 。定理 4给出了一致决策表中三种条件熵的后 

向删除算法约简结果之间的关系。在不一致决策表中，有以 

下关系定理。 

定理 5 对于不一致决策表 S一(U，C，D)，算法 PBACE 

的约简结果包含 H-BACE和 I-BACE的约简结果，而算法 

H-BACE和 卜BACE约简结果相同。 

定理 5的证明由定理 3和条件熵后向删除约简算法步骤 

可得 。 

定理 4和定理 5给出了基于三种条件熵的后向删除约简 

算法对一致和不～致决策表约简结果之间的关系，但对于三 

种条件熵的前向添加约简算法的约简结果之间并不存在这种 

关系，见实验分析 。 

4．3 算法复杂度分析 

由式(2)、式(4)和式(5)可知计算三种条件熵的时问复杂 

度相同，当U／D=U／C=m时有最差时间复杂度为 0(1Ul )。 

由约简算法的步骤可知，三种条件熵的前向添加算法最差时 

间复杂度为 0(1 Cl。{U}。)，后向删除约简算法最差时间复杂 

度为 O(CfUf )。 

4．4 试验结果与分析 

本文选用表 1[ ]和表 2两个不一致决策表(其 中n，b，r， 

P，f为条件属性 ，d为决策属性 )以及 UCI机器学习数据库 

(httpt|} ．ics．uci．edu／ mlearn／MLRe-pository．htm1) 

中的 5个具有离散属性的一致决策表实例(见表 3)在 Win— 

dowsXP，CPU2．4GHz，RAM-512MB，Matlab上进行 了编程 

实验。 

表 1 Datal 表 2 Data2 

L 一1  2  3  4 5  6  7  8  9  

U一1 2 3 4 5 6 7 8 9 



4．4．1 约 简结果 比较 

表 3、表 4和表 5分别给出了五种条件熵的后向删除和 

前向添加约简算法的约简结果，其中”为对象数， 为约简前 

条件属性数，r和 t为三种约简算法对应的约简后的条件属性 

数和约简时间(单位为秒)。表中加黑结果表示最快的约简算 

法所用的时间，带下划线的约简结果表示l一种约简算法中该 

约简个数最少。从表 3可以看出基于三种条件熵的后向删除 

算法约简结果有以下特点 ： 

(1)对于一致决策表，三种约简算法的约简结果完全相 

同(因此表中只列出了约简后属性个数)，验证了定理 4的正 

确性； 

(2)对于不一致决策表，H—BACE，E BACE和 I-BACE 

算法对 Datal的约简结果相 同，而对 Data2的约简结果为： 

[2，3]，[2，1，3]和[2，3]，显然两个不一致决策表 的E BACE 

约简结果包含 H-BACE和 ，-BACE的约简结果 ，而 H—BACE 

和 I-BACE的约简结果相同，验证了定理 5的正确性； 

(3)比较三种算法约简时间可知，尽管三种条件熵的后 

向删除约简算法时间复杂度相同，但三种条件熵表达式中， 

条件熵计算最为简单，H 条件熵其次，E条件熵计算相对复 

杂，从而使得 ．／-BACE约简速度最快，H-BACE其次，最慢的 

是 E-BACE，但 对于大数据集 ，E-BACE约简速 度快 于 H_ 

BACE，如数据 Chess，因此使得约简平均时间 E-BACE要快 

于 H-BACE算法。这是因为 H条件熵需计算对数。 

表 3 基于三种条件熵的后向删除策略约简结果比较 

表 4和表 5给出了三种条件熵前向添加约简算法的约简 

结果，表 5中用属性的排序号代表属性，可看出三种约简算法 

的约简结果有以下特点： 

(1)对于不一致决策表，三种条件熵约简结果之间不存 

在确定的包含关系(如表 5中的 Data1和 Data2)。值得注意 

的是文献[16]通过对 Datal的约简发现基于代数观点和 H 

条件熵的约简算法均不能得到最小约简([1，4，5])，因此指出 

这两种方法均不能很好地描述属性的重要性。在表 5中 ，- 

FARCE和 H-FARCE算法均没得到最小约简，但 E-FARCE 

算法得到了最小约简； 

(2)对于一致决策表 ，三种条件熵的约简结果基本不同， 

即使约简结果相同，但属性重要性排序也不一样，如表 5所 

列，与例 1的分析一致； 

(3)从表 4看出，对于一致决策表，在搜索最小或次优约 

简方面，E-FARCE算法最优，H-FARCE算法次之，／-FARCE 

算法约简结果属性个数最多； 

(4)表4中，三种约简算法的执行时间与约简结果属性 
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个数的多少有关 ，约简结果属性越少，算法执行越快(如 I)a— 

tal和 Voting records)；但在约简结果属性个数相 同时， 

FARCE算法最快，E FARCE算法最慢(如 Zoo)，甚至在约简 

属性个数较多时，I-FARCE算法仍快 于 E-FARCE算法 (如 

Large Soybean和 Chess)。 种条件熵的前向添加策略的约 

简算法(见表 4)明显慢于后向删除策略的约简算法(见表 3)， 

体现了两种算法复杂度的不同。 

表 4 基于三种条件熵的前向添加策略约简结果比较 

表 5 基于三种条件熵的前向添加策略约简结果 

DH—L21，10，33，32，6，35，15，1，34，7，l6，23，17，4，2，30，5，27，3，9， 

20，25，31，12，13，24，18，28，26，361 

C-E=E33，10，35，21，6，15，24，18，9，13，5，11，26，23，34，1，36，16， 

3O，2O，l7，7，27，4，25，31，3，12，28] 

C-I=[21，33，10，32，35，6，15，1，34，7，16，4，30，23，17，2，5，27，3，9， 

2O，25，31，28，24，18，12，13，26，361 

4．4．2 约简结果分类性能比较 

数据约简程度是比较不同约简算法的一个指标 ，但对于 

分类问题而言，更重要的是选择的属性不能显著降低分类能 

力。一个优秀约简算法要在保持或提高分类能力的基础上， 

尽可能减少分类建模所需的属性数。为了检验选中属性的分 

类能力，对表 5中 5个 UCI约简后的数据在选中的属性子空 

间中用 CART和 RBF支持向量机分别建立分类模型，基于 

1O折交叉验证方法得到分类精度随三种条件熵前向添加约 

简算法选中的属性个数变化的情况，图 1中(1)一(10)分别为 

用 (；ART算法和 RBF-SVM算法对 5个约简数据集的分类结 

果 。从图 1可以看出 ： 

(1)除了冈 1(5)外，三种约简算法的约简结果整体分类 

精度均高于或等于原数据分类精度，且除了图 1(8)外 ，算法 

／-FARCE约简结果整体分类精度最高，而算法 E-FARCE约 

简结果整体分类精度最低； 

(2)随着约简算法选中属性数量的增加，分类精度首先 

提高，达到一个峰值后将会下降或保持不变。这表明峰值之 

后选中的特征并没有带来分类性能的改进，反而恶化了分类。 

因此三种条件熵约简算法均不同程度存在属性选择的过拟合 



现象； 

(3)从表 4可知 ，／-FARCE算法选中的属性最多，但 由图 

1中的(1)、(2)、(5)一(IO)可知，／-FARCE算法约简结果的最 

后一个属性并没有使分类率增加 ，反而保持或降低了分类率 ； 

(4)总体上，／-FARCE算法 的分类效果最好 ，H FARCE 

算法次之，KFARCE算法分类效果较差。 

蜒 
煎萋爨 

属性个数 
(1)CART算法(Lung Cancer) 

韶  

属性个数 属性个数 属性个数 
(2)RBF—SVM算法(Lung Car~ ) (3)CART算法(Zoo) (4)RBF-SVM算法(Zoo) 

媾 圈 囊囤  
个 。 强 。 麓 

决求约简的 NP问题，提出了各种启发式算法。本文对现有 

的基于三种条件熵的启发式约简算法进行了比较研究 ，并通 

的约简结果相同，对于不一致决策表，E-BACE的约简结果包 

致决策表的约简结果基本不同，即使约简结果相同，但属性重 

(4)在算法复杂度上，基于三种条件熵的后向删除约简 

算法复杂度为 O(C U{ )，优于基于三种条件熵的前向添加 

较差，且三种约简算法均不同程度地存在属性选择的过拟合 

现象。 

以上结论是对现有信息观点约简算法的有益补充，掌握 

这些算法的优缺点 ，对用户根据实际需要选择恰当的约简算 

法具有重要的参考价值和指导意义。实际应用中，不完备信 

息系统广泛存在m】，冈此构建基于三种条件熵的不完备信息 

系统的约简算法将在另文中给出。 
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