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摘 要 自由扩展 C()I IC算法以其计算一些特定函数的能力为我们所熟知。但是有限的适用区间和较慢的速度 

成为其重要的缺点。虽经大量改进，CORDIC算法在适用区间和执行速度上仍面临较大的挑战。提出的方案通过误 

差校正的全局自由扩展机制来使收敛域虚拟地达到足够大的区域，且使用降位迭代计算方式并行化加速计算。通过 

仿真、综合可以看出，与改进的版本相比，得到的新结构改善了有限的收敛域，降低 了一个时钟的时延，减少了25．5 

的硬件 消耗 以及 35 的功耗 。 
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Abstract Scaling-flee CORDIC algorithm is wel1 known by its ability of calculating special function．Its limited range of 

convergence and lower speed are an important drawback．There is still some progress to make，although some new ver— 

sion has been proposed．Comparing with modified original scaling-flee CORDIC algorithm ，our proposed algorithm  can 

virtually converge to a bigger range，because of adding a correction iteration，what is more，accelerate computation 

though parallelization． After simulation and synthesizing，we carl obtain some new architectures which are able to reach 

one clock lower latency and a 25．5 reduction in area and 35 reduction in power consumption compared to the modi— 

fled original scaling-free architecture． 
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1 引言 

COI Ic(坐标旋转数字计算机)算法l10 是一个循环迭 

代算法，该算法的基本思想是通过一系列固定的、与运算基数 

有关的角度不断偏摆迭代从而逼近所需要的旋转角度，只需 

使用移位加操作。该算法能在线性、圆周和双曲坐标中对二 

维矢量进行旋转，本文在圆周坐标中进行。CORDIC算法应 

用范围很广，如数字信号处理领域和矩阵运算[3， 、频率合 

成 ， 、三角函数运算 ， 、矩阵分解[9,1o]、三维旋 “]、无线 

通信_12 等等。由于一些缺点的存在，持续有研究对 cORDIC 

算法进行改进。如针对迭代导致的速度较慢问题 ，文献El4] 

在规模因素方面提出了修正方案，文献[15]提出了有效的 

CORDIC算法和结构以实现低面积和高吞吐量。针对扩展因 

子的补偿，也有多种改进方法及如文献E16]中描述的并行方 

法、文献[]7-1中展示的快速整合，此方法需要一个额外的时钟 

周期，改进后最终获得了无扩展因子向量。在文献[18]中，作 

者提出了一个为无线通信设计的 自由扩展因子 CORDIC算 

法，其已成功应用在基于 OFI)M 的无线局域网系统的内部接 

收机中。此CORDIC算法能够避免产生变化的扩展因子，只 

要计算必要的微旋转，与传统 CORDIC算法相比，减少了旋 

转次数。目前已经改进的自由扩展因子CORDIC算法仍然 

存在一些缺点，如采用的是全部流水结构的设计方式，或者为 

了精度又增加了迭代的次数，另外一个缺点是自由扩展因子 

的适用范围比较小。 

本文提出了改进的自由扩展 因子 CORDIC算法 ，其在算 

法级和结构级进行了一些改进，将其限定在 0<~／4范围内， 

可以减小误差，而其他范围内的角度也可以很容易转换到这 

个范围内。带有校正迭代的全局 Scaling-free，通过部分并行 

计算、降低运算位数等等，减少了迭代次数、运算的功耗，同时 

也提高了运算的速度。 

2 传统O)RDIC算法与自由扩展因子O)RDIC算法 

2．1 传统CORDIC算法 

C0RDIC算法非常适合在FPGA上实现，因为 C0RDIC 

算法的主要思想是通过迭代实现向量的旋转，其基本原理如 

图1所示 。 

从式(1)可以看到，如果向量(X0，y。)转移角度 ，就可以 

得到一个新的向量(Xl，Y1)。 
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fz1一z。cos 0myo sin 

＼ l一 c0s 0+xo sin 0 

重新整理后得式(2)： 

fXl COS o—yo tan 

l 1 COS O[y0+勘tan 

Y 

0 

(2) 

图 1 传统 CORDIC算法原理 图 

为了方便硬件执行，设定了N次旋转，并且每一次旋转 

角度 ，而 对应tan01 2，所以coS6I一√ ，第 次 
的旋转如式(3)所示。 

=(xi--&yi2-i √南  
， ⋯ ，、 厂丁  (3) 

+1 ( + 2 )√南  ⋯ 
l ：z 一&tan 2一 
在第 i次旋转后，角度变换是 ，每一次旋转的方向是 

&，它等于 Zf的符号 ，也就是 &=sign( )。当&：+1时，朝 

逆时针旋转，当 =一1时，顺时针旋转。√ 是每一 

级的校正因子，对于定长的处理单元，整个√ 的校正 
因子是确定的，如果全部的旋转序列是 N，最后的校正因子 

用 K来表示，如式(4)所示： 

K一 (4) 

以 16位为例 ，K=0．607252935。 

可以在第一次旋转操作时就校正数据，所以每一级操作 

可以简化成式(5)。 

r五+1= (xl-&y￡2一 ) 

+l=(yl一 f2 ) (5) 

l +1： 一&tan一 2一 

2．2 自由扩展CORDIC算法 

与传统 CADRDIC算法不同，在自由扩展 CORDIC算法 

中，目标角度也是通过旋转原来的向量达到的，但是只朝一个 

方向旋转，从而避免了一些不必要的旋转。这就意味着目标 

角度约为许多单位角度的纯加运算。这个新的算法 sin0~和 

cos01近似如式(6)所示的形式。 

sin0j兰2～ ⋯  

cos0~兰1—2-(zi 

但是，这个公式只能适用的范围如式(7)所示： 

『 ] 一1 (7) 
式中， 代表字长。 

自由扩展因子 CORDIC算法同样也解决了角度旋转通 

路 Z的问题，每一次迭代只需要输入角度的对应位来决定单 

次微旋转是执行还是跳过。因此，自由扩展因子C()RDIc算 

法迭代公式在顺时针情况下可以如式(8)所示： 

Sgj+1 (卜 2-(z
～

j+1))xj--2-j ’ 
(8) 

+1一(1—2 ‘ + ) +2-JxJ 

结果，自由扩展因子 CORDIC迭代也可以通过移位加操 

作来完成。另外，当 ≥n／2时，输入角度向右移动2 +1位 

相当于等于0，公式中负责计算 1—2--(2j州 的移位和减法器 

不再需要，因此迭代的硬件块就小一些。这块较简单硬件与 

传统CORDIC迭代的x和y通路差不多。 

根据公式，输入的向量长度越大，得到的收敛区间就越 

小。为了解决这个问题，文献[18]的作者设计了两种不同的 

技术来保证收敛区间扩展到整个坐标空间，这两种方法是： 

1)自由扩展因子 CORDIC算法第一次单位微旋转重复 

多次 ，直到 ‰ 到达 E8范围内。 

2)域重载技术，把Eo， ／8]区间扩展到Eo，=／2J。 

然而，为了让收敛域达到 ／8而进行第一次单位微旋转 

的重复有一个重要的缺点。例如，随角度或者是字长的提升， 

重复迭代的数量就会增加，导致硬件消耗大于传统C0RDIC 

算法一次完成的。 

域重叠技术通过在自由扩展因子核心之前的前处理模块 

实现，把最初的角度0属于Eo， ／2]降低到较小的角度 属于 

Eo， ／8]，这样就便于自由扩展因子核心来实现。有时，域重 

载技术可能会引人一个1／√2的扩展因子，这取决于输人角度 

0所在的域。然而，在必要的时候，它可以由后处理模块进行 

校正，故扩展因子对于自由扩展因子核心来说是简易的。 

式(7)表示了自由扩展因子 CORDIC算法的一个真实的 

限制，就硬件需求方面来讲，当字长达到20位的时候，还不如 

使用传统 CORDIC算法来实现。然而，在相当数量的 16位 

字长应用方面，自由扩展因子 CORDIC算法效果仍然非常明 

显。在这个情况下，自由扩展因子 CORDIC旋转器与传统 

CORDIC算法相比，在面积(降低了19 的加法器和 53 的 

寄存器)和速度方面有明显的性能提升。 

另外，在文献[18]中，作者实现了一个 16位的自由扩展 

因子CORDIC算法，14位最低有效位作为小数部分，在经过 

域重载技术后， ≤7c／8，j5只需要 13位来表示。另外，0需要 

18位来表示。 

整个自由扩展因子C0I IC的结构是：一个前置处理模 

块用来处理象限和域探索以及进行域重载技术；自由扩展因 

子核心计算式(8)；后置处理模块通过输入角度的象限和域来 

保证正确的输出值并且在必要的时候补偿 1／√2。 

3 改进的自由扩展 CORDIC算法 

自由扩展因子CORDIC算法收敛区间较小，虽然可通过 

重复第一次微旋转迭代来达到效果，但是当输入角度和字长 

增加时，重复的次数就成倍增长了，这就增加了算法的迭代次 

数，降低了运算的速度。另外，后半部分算法虽然简化了，但 

是速度并没有因此得到大的提升。针对这些不足，本文提出 

了如下两点改进。 

3．1 全局自由扩展机制 

因为旋转角度 与对应该位置二进制权值 2 近似相 

等，所以可以根据输人角度 的二进制表示直接推导出每次 

基本迭代的旋转方向。但是出于误差的控制，这只能在一定 

范围内适用，也就是在收敛区间内有效，在非收敛区间内就只 

能用传统 CORDIC算法来计算或者是借助收敛区间的第一 
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个基本迭代的重复执行来近似完成。这样不是加大了运算的 

复杂度，就是增加了迭代的次数，都不可取。 

鉴于如上缺点，将式(8)的适应范围扩大至较大的角度。 

出于误差的控制只适用于迭代索引 >[(N一2．585)／3]，为 

了让迭代索引在 <[(N一2．585)／33区间，在迭代序列中加 

人校正迭代，以保证最终旋转角度的正确性。下面来推导一 

下应该在什么位置加入校正迭代。因为输入角度不确定，所 

以哪些基本旋转执行也不确定，我们先根据所有旋转都要执 

行来推导出哪些位置需要进行校正，然后根据实际情况设定 
一 个调整机制来实时满足各种不同角度的校正要求。 

全部旋转的情况下，因为0---=6o，b ⋯⋯ ， ⋯ ，这样 

每一次迭代产生的角度误差就为2～一 ，规定 忌一j+1次迭 

代产生的总误差 e必须小于 2 ，即如式(9)所示： 
k 

∑l 2 一a l≤2 (9) 

公式给出了满足迭代收敛条件的 和k的关系，如表 1 

所列。 

表 1 J和k之间的关系表 

在全局旋转的时候可以根据表1确定在什么位置加入校 

正迭代，使得增加的迭代次数最少，而且所用硬件资源最少。 

例如，对于32位来说，增加校正迭代 1、5、10就可完成补偿。 

但是本文中的自由扩展因子 CORDIC算法的旋转位置不确 

定，因此必须根据输人角度来确定在哪些位置进行校正，然而 

不能完全根据式(9)计算出需要校正的位置，故对此进行了一 

些改进。可以制定一个自动调节的机制，这个机制的制定需 

要通过全部旋转计算得出对应的收敛区间。 

首先，根据输入角度的第一个旋转的位置，确定后续需要 

旋转的位置，而不需要考虑在后续需要旋转的位置上是否需 

要旋转，原因是产生误差的主要是第一个旋转，直到最后一个 

校正位置时，只需要校正这个位置而不需要再进行校正迭代。 

例如，对于 32位来说，如果第一次迭代的位置是 1，那么可以 

增加校正迭代5、10，校正迭代 lo就可以确保误差控制到最 

后一位，所以对于确定字长的算法中，最后一个校正的位置可 

以固定。这样就不用再进行动态判定。考虑到每一次实际旋 

转迭代的角度要大于理论上需要旋转的角度，所以加入的校 

正迭代与总体的旋转方向相反。 

3．2 降位迭代计算 

全局自由扩展计算完成了自由扩展因子 C0RDIC算法 

的前半段数据的处理。后半段数据的计算公式简化了，因为 

后半段数据都要移位 X／2，所以式(8)中的2-(2i州 基本可以 

省略，因为N位的数移位N位后就为0了，这样，后半段的计 

算公式可以化简为如下形式： 

xj+l z|一2一 Y 

Yj+1=yl+2-Jz (10) 

后半段仍然采用文献[18]中的两两联合的方式，以减少 

迭代级数，针对后半段的资源消耗，在后半段做了一些改进。 

后半部分的运算都要移位x／2以上，且实际参与移位累加运 

算的只有每个数据的N／2的高位数字，在此处对数据进行处 

理，将数据都减少 2位进行计算，在输出时再将数据进行 

处理，补全数据。例如，对于 32位字长的数据，将其分为高 
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16位和低 16位，高16位一方面作为最后补全 32位数据的 

高 16位，另一方面，作为移位累加运算的基数，如原来需要移 

位2O位，现在只需要移位 4位，全部移位后的数据进行累加 

之后再加上原来数据的低 16位，这里需要增加 1位，使用 17 

位运算，以防止数据溢出，然后将移位累加并加上低 16位的 

结果作为一个32位数据的低 17位，再加上以高 16位作为一 

个32位数据的高16位的数据，得到最终结果，这样就降低了 

硬件资源的消耗。公式如下 ： 

z NI，  
zm— y矗{2 j 

—yl,．q-x甜2 
(11) 

XNH ．T．iH 

yNH 料 

4 实现及数据比较分析 

所有的结构用 Verilog HDL来实现，使用Mentor Graphics 

Modelsim SE来仿真，用ISE 10．1进行综合。 

为了更好地评估改进的CORDIC旋转算法和结构，主要 

分析3个方面，即x和y的计算误差、完全CORDIC算法所 

需的面积以及运算的时延。主要考虑的方面是提出的算法所 

需要的硬件数量以及整个运算的速度。除此之外，也将探索 

在功耗方面的优点。 

误差分析：用数字电路执行传统自由扩展因子算法时，存 

在两个主要的问题：运算时要对旋转角度进行量化处理，然后 

将角度近似为运算的操作数，这样就比真实的数据要少，另外 

在实际运行时，由于运算的精度有限造成累积的舍人误差。 

后者取决于相关旋转值的旋转操作次数。角度近似替换让操 

作角度小于实际单元角度，全局自由扩展机制让这个误差加 

大，但是在加入校正迭代后又让这个误差缩小。文献E183中 

的算法采用 16位向量计算，在自由扩展算法运算后，得到上 

限为12位的x和y通路的十进制有效位。 

本文提出的算法的结构是原始自由扩展因子 CORDIC 

算法的改进版本。其主要目的是提高运算的速度以及降低资 

源消耗。原始自由扩展结构的精度误差如图2所示；如图 3 

所示，误差基本控制在十进制数的 12位的周围。 

图 2 原始自由扩展结构的精度误差 

图 3 改进的自由扩展结构精度误差 

面积需求(见表 2)：改进的CORDIC旋转器结构中，同样 

包括前端的符号与象限探索单元和后置纠正输出单元，以及 

最基本的CORDIC流水结构。前端符号与象限探测单元需 

要两个 16位加法器和两个比较器，每个这种比较器相当于一 

个4位的加法器。因为改进的方案是将输入角度范围控制在 
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E0， ／4]范围内，输出纠正单元就只需要实现数的交换和取相 

反数，没有了加法器和扩展因子单元。另外，基本 CORDIC 

流水结构有 ll节长，前半部分的每一节需要 4个 16位加法 

器，有6节常规迭代。后半部分因为化简了降位运算，延用了 

两两结合的方式进行运算，有 4节化简后的迭代运算，这个部 

分每一节需要 4个 9位加法器，另外还要加上 1个校正迭代 

的一节，这个校正迭代位置不定，可能在前半部分，也可能在 

后半部分 ，故可以用一节有 4个 16位加法器 的迭代进行运 

算。整个结构大概需要 664个全加器。 

表 2 面积需求 

传统的自由扩展因子 COI Ic算法的实现中，基本的 

CORDIC流水结构是 12级长，每一级需要 4个 16位加法器。 

符号与象限探索单元需要两个 16位加法器和两个 比较器。 

每个 比较器相当于一个 4位加法器 。输出单元 由2个 16位 

的加法 器 和两 个 扩展 单 元，因为 传 统 的 自由扩 展 因子 

C0RDIC算法将输入角度范围限定在[O， ／8]范围内，所以在 

纠正单元需要一个扩展因子1／√2。这个扩展单元是由5个 16 

位加法器组成的。传统的算法执行时需要的最高面积是62个 

l6位加法器和两个4位加法器，大概等于 1000个全加器。 

时延：本文所提出的方案中，基本的CORDIC旋转流水 

线是 11级，再加上符号与象限探索以及输出纠正单元，整个 

CORDIC流水级长度是 13级长。处理器的时延是 13个时钟 

周期。本文采用的方案不用多次旋转第一个收敛区域的迭代 

来达到较大角度的旋转，而是直接对较大角度的旋转与收敛 

区间的旋转角度采用同样的处理，虽然加入了校正迭代，但最 

终的结果减少了迭代的次数 ，同时减少 了迭代级数。从而整 

体提高了C0RI)IC处理器的运算速度。 

功耗 ：使用 ISE自带 的 Xpower工具来进行 功耗分析。 

对于各种结构的结果，从表 3中可以得到清晰的比较。 

表 3 功耗 

算法结构 100MHz 700MHz 

传统算法结构 1．710 12．513 

原始 自由扩展 1．426 10．699 

改进后的结构 0．962 7．053 

可以看到，随着迭代次数的减少以及流水级数的减少，功 

耗降低了。本文所采用的方案，并不是每一级的迭代都会进 

行，跳过了不必要的角度，在功耗方面，各个不同的运算频率 

上平均降低了35 左右。另～方面，本方案极大地减少了加 

法器和寄存器的数量，进一步降低了功耗。 

结束语 最初的自由扩展因子 CORDIC算法将收敛区 

间限定在 ／8以内，而本文为了减少前置和后置处理的负担 ， 

将收敛区间扩大到 ／4以内，由此带来的误差通过后续处理 

中在合适的位置加入校正迭代来进行纠正。另外，针对后半 

部分运算速度较慢且消耗的硬件资源较多的情况，本文通过 

化简后半部分，使之可以进行并行计算，减少了流水级数，同 

时也加快了运算的速度，且通过降位运算，减少了约为一半的 

硬件消耗。本文所提出的方案相较于最初的自由扩展因子 

CORDIC算法，在面积、时延以及功耗方面都有所改进。在第 

4节中可以看到，新的结构经过仿真、综合相较于最初的结构 

少了一个时钟的时延，功耗也降低了约 35 ，硬件消耗降低 

了 25．5％。最终得到的结果也并没因此出现较大的误差，与 

最初的自由扩展因子C()RDIC结构处理器处于相同的数量级。 
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